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内 容 提要 


本 书 第 四 版 对 2004 年 第 三 版 的 内 容 作 了 全 面 细致 的 修订 ,并 补充 了 第 三 
版 出 版 以 来 不 等 式 研究 的 新 的 重要 成 果 , 充 分 反映 了 20 世纪 以 来 ,特别 是 20 
世纪 90 年 代 以 来 不 等 式 理论 和 方法 的 最 新 进展 ,全书 共 分 17 章 , 包 含 了 美国 
数学 评论 (MR)2000 主题 分 类 中 所 有 关于 不 等 式 论题 的 40 个 三 级 分 类 项 目 ， 
还 包括 了 国内 外 历年 来 大 、 中 学 生 各 类 数学 竞赛 和 研究 生 入 学 考试 中 所 出 现 
的 新 的 不 等 式 , 以 及 工程 技术 问题 中 常用 的 不 等 式 , 所 收录 的 不 等 式 增加 到 6 
千 多 个 ,第 四 版 还 总 结 了 不 等 式 的 常用 证 法 55 种 ,提出 了 212 个 未 解决 或 值 
得 进一步 研究 的 问题 . 由 于 不 等 式 在 数学 各 个 领域 和 科学 技术 中 都 是 不 可 缺 
少 的 基本 工具 ,加 上 本 书 起 点 低 , 因 而 本 书 的 读者 面 是 非常 广泛 的 ,各 种 不 同 
专业 水 平 的 读者 ,不 论 是 大 中 学 师 生 ,数学 研究 者 ,还 是 工程 技术 人 员 ,都 可 以 
从 中 找到 各 自 感 兴趣 的 有 用 材料 和 研究 课题 . 
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区 继 昌 教授 数 十 年 来 致力 于 不 等 式 的 研究 和 著述 ,最 有 影响 的 著作 当 推 
《常用 不 等 式 ) 一 书 ( 简 称 “ 匡 著 ”). 我 有 幸 于 1993 年 与 2004 年 相继 得 到 了 “ 医 
著 ” 的 第 二 版 和 第 三 版 . 第 三 版 篇 幅 计 有 700 余 页 ,内 容 分 17 章 , 各 类 不 等 式 
的 总 数 已 多 达 5000 多 个 ,所 以 我 把 它 称 之 为 海内 外 独一无二 的 “不 等 式 巨 
著 ”, 而 且 曾 写 过 一 篇 书评 ,刊载 于 “数学 研究 与 评论 ”2004 年 第 3 期 ). 

现今 “ 匡 著 ”已 出 第 四 版 , 书 中 不 等 式 的 个 数 已 增 至 6000 多 个 . 更 重要 的 
是 已 对 原 书 第 十 七 章 的 内 容 有 了 重要 补充 ,后 面 还 要 提 及 此 事 . 当然 ,第 三 版 
由 于 编辑 工作 的 失误 (即将 “参考 文献 "条目 作 了 乱 序 排列 ) 带 来 的 “不 垃 ” 已 在 
新 版 中 被 消除 了 . 

我 乐于 为 “ 匡 著 ”新 版 作 序 . 新 版 对 第 三 版 在 题材 方面 有 许多 新 的 增补 ,但 
总 体 说 来 仍 保持 原 有 的 基本 体例 与 内 容 , 因 此 我 在 书评 中 说 到 该 书 的 “5 点 特 
色 ” 仍 然 有 效 , 且 已 有 所 加 强 . 现 再 重 述 如 下 供 读者 参考 . 

一 是 此 著作 包含 了 美国 《数学 评论 XMR)2000 主题 分 类 中 所 有 涉及 不 等 
式 论题 的 40 个 三 级 分 类 项 目 , 已 概括 地 反映 了 不 等 式 在 诸多 数学 分 支 领域 中 
的 现代 发 展 . 

二 是 此 书 在 内 容 题材 的 广度 与 深度 方面 都 充分 反映 了 20 世纪 90 年 代 后 
的 新 进展 ， 

三 是 全 书 的 前 16 章 , 内 含 大 批 不 等 式 的 分 类 列 条 及 题名 ,显得 颇 为 繁 细 ， 
十 分 便于 查 用 , 故 具有 工具 书 的 功能 与 特色 . 特别 , 书 中 还 展示 了 众多 中 国学 
者 的 研究 成 果 ,无 疑 海内 外 研究 工作 者 及 数学 史 专 家 会 更 感 兴趣 . 

四 是 书 中 对 许多 基本 而 重要 的 经 典 不 等 式 , 都 附 有 简 史 与 研究 现状 介绍 ， 
而 且 书 中 还 包含 有 大 批 初等 不 等 式 与 几何 不 等 式 , 中 学 、 大 学 中 的 教师 与 学 生 
们 对 此 也 会 很 感 兴趣 . 特别 值得 指出 的 是 ,此 书 已 从 浩 繁 的 文献 资料 中 理 出 一 
条 主线 来 ,这 无 疑 有 助 于 初学 者 能 较 快 地 进入 研究 前 沿 . 

五 是 本 书 的 最 后 一 章 ( 第 十 七 章 ) 在 原 有 基础 上 重新 改写 并 总 结 了 不 等 式 
的 55 种 证 明 方 法 ,而 且 还 在 附录 中 提出 了 212 个 未 解决 问题 . 这 应 看 做 是 本 
书 的 最 大 特色 ,也 是 本 书 著者 多 年 来 用 力 最 大 之 处 . 任何 一 位 不 等 式 研究 工作 
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者 如 果 从 本 书 的 附录 及 第 十 七 章 中 获得 了 启发 和 教 益 ,自然 都 应 感谢 著者 的 
辛劳 与 心得 . 

正 是 上 述 一 些 特色 ,使 得 “ 匡 著 ? 兼 具有 学 术 研 究 的 参考 使 用 价值 和 数学 
教育 价值 ,因此 我 认为 “ 医 著 "应 是 分 析 与 计算 数学 工作 者 的 必 备 书 , 也 是 一 般 
数学 专业 与 应 用 数学 专业 研究 生 的 常备 参考 书 .我 预 祝 此 书 在 国内 帮助 培育 
数学 理论 及 应 用 人 才 方 面 ,将 起 到 一 份 历久 不 衰 的 促进 作用 . 


徐 利 治 
2010 年 5 月 于 北京 寅 所 
( 徐 利 治 是 一 级 教授 ,博士 生 导 师 , 大 连理 工大 学 数学 科学 研究 所 名 誉 所 长 ,国际 性 刊 
物 4Analysis in Theory and Applications》 杂 志 主 编 ,《 数 学 研究 与 评论 ) 主 编 . ) 


A Review of Kuang's Book “Applied Inequalities”(4th Edition) 
HSU L.C. 
(Inst. of Math. ,Dalian University of Technology, Dalian 116024,China) 
Abstract: It is remarked that the fourth edition of Applied Inequalities by 
Kuang Jichang has 5 main features, of which the most attractive ones are 
Kuang’s summary of 55 different methods for proving inequalities, and his 
compilation of 212 unsolved problems. 


Key words:inequalities; proof-methods of inequalities. 
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由 于 不 等 式 有 三 个 显著 的 特点 :一 是 其 应 用 的 广泛 性 .不等式 在 数学 的 各 
个 领域 和 科学 技术 中 都 是 必 不 可 少 的 基本 工具 ;二 是 其 方法 的 高 度 技巧 性 ,被 
称 为 是 “创造 性 的 艺术 ” 三 是 其 研究 队伍 越 来 越 大 . 这 是 因为 不 等 式 可 以 在 
数学 的 不 同 层 次 和 不 同 科学 背景 上 进行 研究 .事实 上 ,20 世纪 以 来 ,不 等 式 就 
一 直 是 一 个 非常 活跃 而 又 有 吸引 力 的 研究 领域 . 因此 ,本 书 从 第 一 版 到 第 三 版 
的 出 版 ,都 一 直 得 到 广大 读者 的 厚爱 和 鼓励 . 著名 数学 家 徐 利 治 教授 在 “数学 
研究 与 评论 ”2004 年 第 3 期 上 发 表 书 评 , 指 出 本 书 第 三 版 至 少 有 5 点 特色 ， 
“ 堪 称 为 现今 海内 外 独一无二 的 不 等 式 巨著 ”. 同时 也 指出 由 于 编辑 工作 的 失 
误 ,将 原稿 中 参考 文献 的 前 面 158 部 著作 全 部 重新 编号 ,而 正文 中 引文 号 码 又 
未 作 相 应 的 改动 ,导致 正文 中 引文 的 编号 与 书 示 的 参考 文献 不 一 致 ,给 读者 带 
来 不 便 . 这 次 再 版 ,已 将 上 述 失 误 和 已 发 现 的 其 他 错误 彻底 改正 过 来 . 这 次 再 
版 还 有 一 个 重要 的 目的 ,就 是 希望 尽 可 能 收入 新 的 不 等 式 的 研究 成 果 . 但 是 ， 
作者 发 现 , 进 入 21 世纪 以 来 ,由 于 互联 网 的 迅猛 发 展 和 普及 ,不 等 式 的 研究 出 
现 了 两 个 新 的 特点 . 一 是 不 等 式 的 新 文献 星 爆炸 式 增长 ;二 是 通过 互联 网 查阅 
新 老 文 献 已 越 来 越 方便 和 快捷 . 因此 ,要 想 全 面 收入 新 的 不 等 式 研 究 成 果 , 第 
一 个 特点 说 明 已 无 可 能 ,第 二 个 特点 说 明 已 无 必要 . 如 果 说 ,在 30 年 前 , 南 斯 
拉夫 Mitrinovic 和 Vasic 合作 写作 “Analytic inequalities” 的 目的 是 为 了 帮助 
“所 有 分 析 学 家 都 要 花费 一 半 的 研究 时 间 通 过 文献 去 查阅 他 们 要 用 而 又 不 能 
证 明 的 不 等 式 ”, 那 么 ,在 互联 网 时 代 的 今天 ,不 等 式 著作 的 写作 ,就 必须 跳出 
这 种 传统 的 “收集 整理 ”的 思维 模式 . 这 就 是 说 , 面 对 海 量 信 息 必须 要 有 所 选择 
和 取 爹 . 徐 利 治 教授 在 对 本 书 第 三 版 的 书评 中 提出 的 衡量 不 等 式 价值 的 三 条 
标准 , 即 普 适 性 (普遍 可 应 用 性 ) .优美 性 (简单 性 ) 和 精确 性 (不 可 改进 性 ), 恰 
好 为 本 书 第 三 版 的 修订 指明 了 方向 . 华罗庚 曾 指 出 , 刚 出 来 的 新 文献 ,往往 精 
少 而 粗 多 . 这 就 要 按 上 述 三 条 标准 对 新 文献 进行 “去 粗 取 精 ,去 伪 存 真 , 由 此 及 
彼 ,由 表 及 里 ”的 加 工 改 造 . 例如 ,对 于 Hilbert 不 等 式 的 研究 ,我 们 没有 (也 不 
可 能 ) 罗 列 几 百 篇 新 文献 的 结果 和 证 明 ,而 是 从 这 几 百 篇 文献 中 深入 挖 据 其 中 
值得 我 们 关注 的 新 的 思想 方法 和 新 的 分 析 技 巧 ,以 及 对 今后 研究 工作 的 新 的 
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启示 等 ,在 第 四 版 中 将 它们 归纳 为 11 个 方面 . 我 们 还 继续 注意 从 新 的 非 不 等 
式 专著 中 收录 新 的 不 等 式 , 这 些 不 等 式 往往 很 有 用 而 在 其 他 不 等 式 专著 和 互 
联网 上 都 是 很 难 查 到 的 . 就 是 对 于 第 三 版 中 已 收入 的 不 等 式 , 也 按 这 三 条 标准 
重新 进行 审视 和 细致 的 修订 . 例如 ,对 于 经 常 使 用 的 H6lder 不 等 式 ,我们 往往 


只 注意 到 其 中 的 p,q 要 满足 共 气 指数 的 条 件 , 即 方 十 二 一 1， 1 之 p 过 oo, 而 忽 


略 了 它 对 于 满足 条 件 户 十 二 之 1， 1] 过 min{p,g) 达 oo 的 非 共 轿 指 数 p,q 也 成 


立 . 我 们 在 第 四 版 中 就 特别 提 到 这 一 点 . 类 似 的 这 种 细致 的 修订 ,其 目的 都 是 
为 了 尽 可 能 揭示 基本 不 等 式 的 使 用 价值 ,基本 的 思想 方法 和 基本 的 分 析 技 巧 ， 
从 而 给 读者 带 来 更 大 的 方便 . 因此 ,这 次 修订 ,虽然 基本 框架 没有 变 , 但 内 容 的 
变化 却 比 较 大 ,所 收录 的 不 等 式 已 增加 到 6000 多 个 ,其 中 包括 作者 还 没有 发 
表 的 新 结果 . 作者 深 知 ,这 次 修订 ,仅仅 是 朝 这 个 方向 努力 的 第 一 步 , 今 后 还 任 

随 着 不 等 式 研究 的 新 进展 和 作者 对 不 等 式 认 识 的 不 断 深 化 ,这 次 对 第 十 
七 章 不 等 式 的 证 明 方 法 作 了 修改 ,证 明 方 法 从 50 种 增加 到 55 种 .附录 中 未 解 
决 的 问题 增加 到 212 个 . 其 目的 是 希望 能 为 初学 者 尽快 进入 不 等 式 的 研究 前 
沿 提 供 一 些 帮 助 . 这 是 因为 根据 作者 儿 十 年 的 经 验 教训 ,学 会 自己 提出 新 的 问 
题 , 进 而 学 会 自己 提出 有 意义 的 新 的 研究 课题 ,是 一 个 研究 工作 者 必需 要 具备 
的 一 种 基本 功 . 

作者 衷心 感谢 徐 利 治 教授 长 期 的 关怀 和 指教 . 无 论 是 本 书 的 多 次 修订 ,还 
是 作者 的 “ 实 分 析 引 论 ”( 湖 南 教育 出 版 社 ,1996) 和 ”" 实 分 析 与 泛 范 分 析 ”( 高 等 
教育 出 版 社 ,2002) 的 写作 与 出 版 ,都 得 到 了 徐 先生 热情 的 指导 ,并 都 为 之 作 
序 ， 

作者 非常 感谢 “Tamkang J. Math. ”编辑 部 多 年 来 为 作者 提供 了 丰富 的 
不 等 式 新 文献 ,感谢 瑞典 著名 数学 家 Lech Maligranda 教授 和 国内 外 新 老 朋 
友 L. Debnath( 美 国 )、Themistocles M，Rassias (希腊 ) 、 王 挽 澜 、 杨 必 有 成、 部 
锋 、 高 明哲 、 石 焕 南 、 褚 小 光 、 褚 玉 明 、 张 小 明 等 的 帮助 和 寄 来 的 大 量 不 等 式 新 
文献 . 

作者 要 特别 感谢 山东 科学 技术 出 版 社 和 本 书 的 新 老 编辑 刘 大 诚 等 为 编辑 
出 版 本 书 所 付出 的 辛勤 劳动 和 重大 贡献 . 

本 书 从 1989 年 出 版 第 一 版 到 今天 的 第 四 版 ,是 长 达 20 年 不 断 修订 的 这 
程 ,也 是 作者 对 不 等 式 的 认识 不 断 深化 的 过 程 . 作者 深 知 ,这 种 认识 过 程 是 永 
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无 止境 的 . 如 果 从 作者 收集 不 等 式 的 资料 算 起 ,已 有 半 个 世纪 ,查阅 的 著作 和 
文献 成 千 上 万 ,大 部 分 靠 手写 抄录 ,就 难免 抄 错 , 或 抄 不 全 ,经 常 要 反复 找 原 文 
核对 好 多 次 . 有 时 忘 了 抄录 文献 的 出 处 ,就 再 也 找 不 到 原文 了 . 这 都 表明 ,本 书 
的 不 断 修订 过 程 是 一 个 巨大 浩 繁 的 工程 .因此 ,本 书 虽 然 经 过 多 次 修订 , 仍 可 
能 存在 不 少 错误 . 作者 本 着 活 到 老 .学 到 老 和 精益 求 精 的 精神 ,今后 仍 对 本 书 
不 断 修订 .希望 今后 能 继续 得 到 广大 读者 和 专家 学 者 的 指导 和 帮助 . 


匡 继 昌 
2010 年 3 月 5 日 于 湖南 师范 大 学 数学 系 
邮编 :410081， Email，jckuang@@163. com 
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本 书 第 二 版 出 版 后 受到 国内 外 广泛 好 评 . 美国 《数学 评论 》(MR) 两 次 为 
本 书 发 表 评 论 , 指 出 本 书 极 有 价值 ,并 向 全 世界 的 研究 学 者 、 数 学 教师 、 工 程 师 
和 各 国 的 数学 .科学 .工程 技术 图 书馆 推荐 . SCI 和 国内 外 著名 杂志 对 本 书 的 
引用 率 越 来 越 高 ,使 得 本 书 由 国内 走向 国际 . 著名 数学 家 Fan Ky 教授 多 次 从 
美国 来 信 指 出 :本 书 第 二 版 内容 之 丰富 ,显然 比 哪 一 本 关于 不 等 式 的 书 都 超 
过 很 多 ,非常 钦佩 ! 它 必定 是 一 本 有 久远 影响 的 巨著 . …… 因此 我 极 赞 成 您 
写 一 本 英文 版 的 ”. 著名 数学 家 徐 利 治 教授 则 多 次 指出 ,“Fan 先生 的 意见 是 十 
分 正确 的 ,与 我 不 谋 而 合 ”. 第 二 版 一 问世 后 很 快 销售 一 空 ,国内 的 读 考 则 希望 
能 重印 . 

不 等 式 一 直 是 20 世纪 非常 活跃 而 又 有 吸引 力 的 研究 领域 ,特别 是 该 世纪 
90 年 代 不 等 式 研究 空前 活跃 ,研究 的 深度 和 广度 都 在 迅速 扩大 . 美国 数学 评 
论 (MR) 为 此 迅速 作出 反应 ,将 有 关 不 等 式 的 三 级 主题 分 类 由 MR1991 的 28 
个 增加 到 MR2000 的 40 个 .除了 原 有 的 国际 性 杂志 ,如 [L301j],[305],[308j， 
[309],[326],[L327] ,L330 等 大 量 发 表 有 关 不 等 式 研究 的 新 成 果 外 ,又 先后 创 
办 了 几 个 国际 性 不 等 式 专业 杂志 (如 [302].[303]、[3044] 等 ), 国内 则 有 [351] 
等 ,新 的 不 等 式 著作 也 大 量 出 版 ,从 本 书 参考 文献 中 看 出 ,20 世纪 90 年 代 出 
版 的 就 占 近 一 半 ,但 是 这 些 著作 大 多 限于 一 般 不 等 式 的 某 些 特殊 专题 ,缺乏 概 
括 反 路 不 等 式 在 数学 各 个 领域 发 展 的 著作 ,这 就 是 说 ,本 书 仍 然 起 着 现 有 著作 
所 不 可 替代 的 作用 . 

从 1993 年 起 ,作者 下 定 决心 对 第 二 版 重 写 ,历时 10 年 , 几 易 其 稿 , 删 去 了 
第 二 版 中 次 要 的 一 些 不 等 式 , 而 收录 的 不 等 式 反 而 上 升 至 5000 多 个 ,包含 了 
MR2000 主题 分 类 中 所 有 关于 不 等 式 论题 的 40 个 三 级 分 类 项 目 和 国内 外 历 
年 来 大 、 中 学 生 各 级 各 类 数学 竞赛 和 研究 生 信 学 考试 中 所 出 现 的 新 的 不 等 式 . 
初稿 完成 后 ,发现 篇 幅 仍 过 于 庞大 ,于 是 又 删 去 了 一 些 不 等 式 ,更 多 的 是 删 去 
了 已 收录 的 许多 证 明 . 由 于 不 等 式 在 数学 各 个 领域 和 科学 技术 中 都 是 不 可 缺 
少 的 基本 工具 ,正如 美国 “数学 评论 ?为 本 书 第 二 版 写 的 评论 中 所 指出 的 那样 ， 
“不 等 式 的 重要 性 无 论 怎么 强调 都 不 会 过 分 ”, 因 此 ,本 书 的 读者 面 是 非常 广泛 
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的 . 而 为 了 兼顾 不 等 式 的 研究 者 ,我们 除了 尽 可 能 指出 不 等 式 的 出 处 (不 一 定 
是 原始 出 处 ) 外 ,还 专门 写 了 一 章 不 等 式 的 50 种 常用 证 法 ,提出 了 152 个 未 解 
决 或 值得 进一步 研究 的 课题 . 总 之 本 书 第 三 版 无 论 是 广度 还 是 深度 都 远 远 超 
过 了 第 二 版 . 

本 书 无 疑 是 一 部 专著 ,同时 又 力图 使 它 具 有 工具 书 的 功能 ,为 了 使 读者 查 
阅 方便 ,在 内 容 编排 方面 作 了 许多 考虑 ,并 用 详细 目录 来 代替 按 笔划 排列 的 主 
题 与 作者 索引 . 

为 了 照顾 不 同 专 业 水 平 的 广大 读者 ,本 书 将 起 点 放 低 ,不 但 不 等 式 的 叙 
述 遵循 由 初等 向 高 等 逐步 推广 的 原则 ,而且 仍 大 量 收录 了 初等 不 等 式 , 具 有 
中 等 水 平 的 读者 完全 可 以 从 书 中 找到 大 量 自 己 感 兴趣 的 有 用 材料 和 研究 课 
题 . 当然 ,初等 不 等 式 的 大 量 收录 ,不 仅仅 是 为 了 兼顾 中 等 文化 水 平 的 读者 
和 中 学 数学 教学 和 各 类 数学 竞赛 培训 的 需要 ,而 是 初等 不 等 式 在 大 学 数学 
教学 与 研究 中 , 仍 占 有 十 分 重要 的 地 位 . 例如,L61j] 指 出 "在 和 逼近 论 的 研究 
中 ,就 常常 为 寻找 一 个 形状 简单 ,直观 易 懂 但 远 非 简单 易 证 的 初等 不 等 式 而 
深 陷 困境 . ”从 证 明 方法 上 看 ,许多 初等 不 等 式 的 证 明 常 常用 到 高 等 数学 的 
工具 ,可 以 充分 体现 初等 数学 与 高 等 数学 在 思想 方法 上 的 继承 性 和 相互 渗 

作者 衷心 感谢 老 一 辈 著 名 数学 家 徐 利 治 教授 .Fan ky 教授 、 衣 克 教 授 、 
Yang Yisong 教授 等 的 关怀 和 指导 ,他 们 多 年 来 一 直 关 心 本 书 的 修订 和 英文 
版 的 出 版 工作 ,先后 提出 了 许多 极为 宝贵 的 指导 意见 ,热情 寄 来 各 种 不 等 式 的 
新 文献 ,并 且 一 直 热 心 为 国内 外 专家 、 学 者 推荐 本 书 ; 作 者 非常 感谢 Debnath. 
L. 教授 (美国 )、Rassias,Th. M. 教授 (希腊 ) 以 及 南斯拉夫 、 印 度 、 新 加 坡 等 国 
的 许多 教授 和 国内 的 祁 锋 、 杨 必 成 .高 明哲 、 王 挽 澜 、 石 焕 南 等 教授 和 一 大 批 专 
家 学 者 .读者 ,作者 与 他 们 建立 了 长 期 友好 合作 交流 与 合作 研究 的 联系 ,使 作 
者 深 受 教 益 ;作者 还 要 感谢 台湾 淡 江 大 学 杨 国 胜 教授 和 “Tamkang J. of 
Math. ”杂志 编辑 部 对 本 书 修订 的 关心 和 支持 . 没有 上 述 的 关心 和 支持 ,要 想 
完成 本 书 的 修订 是 不 可 能 的 . 

作者 还 要 感谢 北京 九 章 图 书 有 限 公 司 和 晃 洪 先生 为 本 书 修订 和 出 版 发 
行 所 作 的 努力 ,他 们 在 沟通 读者 .作者 与 出 版 社 三 方面 的 联系 以 及 加 强 中 外 
数学 图 书 的 交流 等 方面 做 了 大 量 卓 有 成 效 的 工作 , 正 因 如 此 ,本 书 才 得 以 出 
版 . 

作者 特别 感谢 山东 科学 技术 出 版 社 为 出 版 本 书 第 三 版 所 作 的 巨大 努力 ， 
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感谢 本 书 责任 编辑 为 编辑 出 版 本 书 所 付出 的 辛勤 劳动 . 
由 于 文献 洗 繁 ,又 受 学 识 水 平和 文献 资料 的 限制 ,本 书 仍 无 法 完全 避免 差 
错 , 恳 请 广大 读者 赐教 ， 


匡 继 昌 
2003 年 10 月 于 湖南 师范 大 学 数学 系 
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本 书 自 第 一 版 问世 以 来 ,受到 国内 外 的 好 评 . 继 在 湖南 师范 大 学 被 评 为 优 
秀 专著 后 ,1991 年 又 在 第 一 次 全 国 优秀 数学 传播 类 图 书评 选 中 被 评 为 七 本 数 
学 传播 优秀 图 书 之 一 ( 见 《中 国 数学 会 通讯 )]991 年 第 2 期 P12~13). 美国 “ 数 
学 评论 “德国 “数学 文摘 ”和 国内 多 家 报刊 杂志 先后 发 表 了 热情 洋溢 的 评论 ， 
指出 这 是 “一 本 很 有 价值 和 受 欢迎 的 数学 不 等 式 新 文献 ”， 这 都 是 对 作者 极 大 
的 鼓励 和 鞭策 . 

鉴于 不 等 式 理论 的 惊人 发 展 和 广大 读者 对 不 等 式 日 益 增 长 的 兴趣 ,作者 
对 第 一 版 进行 了 修订 和 补充 . 收集 的 不 等 式 从 1600 多 个 增加 到 3600 多 个 . 另 
附 有 不 等 式 常用 证 法 42 种 及 100 个 未 解决 的 不 等 式 问题 . 

新 收录 的 不 等 式 ,主要 来 自 两 方面 :其 一 是 不 等 式 理论 的 新 发 展 . 20 世纪 
70 年 代 以 来 不 等 式 的 研究 成 果 超过 了 前 300 年 的 六 .七 倍 . 例如 ,1989 年 出 版 
的 Recent Advances in Geometric Inequalities( 见 [19]) ,收集 的 几何 不 等 式 就 
达 3000 多 个 ;不 等 式 的 方法 和 论题 的 范围 也 在 迅速 扩大 ;国际 一 般 不 等 式 会 
议 ” 每 2 一 3 年 就 举行 一 次 ,并 出 版 会 议 文集 ( 见 [5]、C54]). 由 于 文献 浩 繁 , 许 
多 国家 都 投入 了 很 大 的 人 力 物 力 ,而 且 是 跨国 的 数学 家 通力 合作 ,收集 资料 ， 
出 版 专著 ,以 此 作为 推动 数学 发 展 的 一 项 基本 建设 . 但 国内 外 出 版 的 这 些 著 
作 , 一 般 只 限于 不 等 式 的 某 些 专题 ,如 “几何 不 等 式 ”,* 三 角 不 等 式 ”"“ 数 论 中 的 
不 等 式 ” 等 等 ( 见 本 书 所 附 的 参考 文献 ) ,还 未 见 有 概括 反映 不 等 式 在 数学 各 个 
领域 发 展 的 书 . 本 书 试 图 填补 这 一 空白 ,并 注意 反映 我 国学 者 的 工作 . 其 二 是 
来 自 教学 和 科研 中 用 得 较 多 的 不 等 式 及 国内 外 各 种 数学 竞赛 .高 考 .研究 生 和 人 
学 考试 中 新 出 现 的 不 等 式 . 它们 往往 在 现行 不 等 式 著 作 和 不 等 式 的 专题 文献 
中 都 是 难于 查找 的 . 据 统 计 , 在 历年 高 考 中 用 到 不 等 式 知 识 和 方法 的 试题 占 总 
分 的 1/3 以 上 ( 见 [348]1990,10:12 一 15)， 在 各 种 数学 竞赛 和 大 学 的 教学 与 研 
究 中 ,不 等 式 更 是 必 不 可 少 的 技巧 性 工具 . 

第 二 版 仍 重视 初等 不 等 式 ,这 不 仅 是 中 学 数学 的 需要 ,近代 数学 的 发 展 也 
离 不 开 它 . 例如 熟知 的 Halder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 是 建立 Le 空间 的 
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基本 工具 ;在 复 变 函 数理 论 .函数 空间 艇 人 理论 、. 变 分 计算 、 黎 曼 流 形 、 近 代 调 
和 分 析 等 分 支 的 发 展 中 都 离 不 开 几 何不 等 式 ;其 至 从 一 个 量 的 非 负 何 时 导致 
另 一 个 量 的 非 负 的 问题 看 来 十 分 简单 , 却 发 展 成 正 算 子 理论 和 微分 不 等 式 理 
论 ,而 拟 线性 化 理论 则 是 动态 规则 理论 和 正 算 子 理论 的 融合 ( 见 C54]2). 

本 书 力图 从 浩 繁 的 文献 中 理 出 一 条 主线 ,以 便 用 较 小 的 篇 幅 向 读者 提供 
尽 可 能 多 的 信息 . 因此 ,对 材料 的 编排 方式 作 过 多 种 尝试 , 尽 可 能 使 读者 查阅 
方便 ,而 且 还 能 从 上 下 文 的 联系 中 得 到 解决 间 题 和 发 现 新 不 等 式 的 启示 . 
”作者 囊 心 感谢 徐 利 治 教授 、 陆 善 镇 教授 多 年 的 教导 . 他 们 对 本 书 的 修订 提 
出 过 许多 宝贵 的 建议 ,并 寄 来 了 新 作 . 徐 先生 曾 多 次 强调 学 习 和 掌握 不 等 式 的 
重要 性 , 告 诚 年 青 的 数学 工作 者 及 早 掌握 这 些 方法 和 技巧 ( 见 C8] 前 言 ). 

作者 非常 感谢 著名 不 等 式 专 家 王 挽 澜 教授 、 陈 计 先 生 以 及 单 增 、 李 宗 铎 等 
教授 和 许多 读者 的 支持 和 鼓励 ,有 的 还 寄 来 了 已 发 表 或 尚未 发 表 的 佳作 . 作者 
还 感谢 本 单位 的 领导 和 师 生 的 大 力 支持 和 帮助 . 

作者 还 要 特别 感谢 湖南 教育 出 版 社 在 学 术 著 作 的 出 版 陷入 困境 的 艰难 条 
件 下 , 仍 克服 重重 困难 ,出 版 抽 作 ,感谢 欧阳 维 诚 和 责任 编辑 胡 坚 等 同志 的 帮 
助 和 为 编辑 出 版 本 书 所 付出 的 辛勤 劳动 .许多 读者 赞扬 这 是 “ 独 具 慧 眼 ”. 

作者 作 了 极 大 的 努力 来 确保 书 中 结果 的 准确 可 靠 ,除了 常见 的 和 容易 证 
明 的 结果 外 ,大 多 作 了 提示 或 给 出 了 文献 出 处 . 但 由 于 本 书 内 容 涉 及 面 广 , 文 
献 浩 繁 , 受 学 识 水 平和 资料 的 限制 ,无 法 对 有 关 文 献 作 系 统 的 考查 工作 . 例如 ， 
本 书 冠 有 人 名 的 不 等 式 , 一 般 是 按 习惯 称 ,但 有 时 不 见得 合适 ,因为 可 能 有 别 
的 学 者 更 早 地 发 现 了 这 些 结果 ,而 许多 著名 的 不 等 式 ,往往 是 几 代 人 奋斗 的 结 
唱 . 由 于 水 平 有 限 ,难免 差错 ,恳请 广大 读者 赐教 . 


匡 继 昌 
1992 年 2 月 于 湖南 师范 大 学 数学 系 


“Applied Inequalities”by Kuang Jichang 
First Edition 1989 
Second Edition 1993 
Third Edition 2004 
Fourth Edition 2010 


”美国 (数学 评论 ) 对 《常用 不 等 式 ) (第 一 版 ) 的 评论 


Mathematical Reviews (MR)91c;26001: 

This book is a collection of more than 1600 inequalities arising in various 
fields of mathematics. The materials overlap part of the celebrated book by 
Hardy, Littlewood and Polya, yet contain a large number of results that have 
become known from developments in fields other than analysis. The style of 
presentation of the book is similar to that of Hardy, Littlewood and Polya. In 
most places proofs are omitted, but a hint or a discussion concerning relevant 
references is usually given. Although the selection of some of the contents re- 
flects the authors own personal preference, the book is certainly a useful and 
welcome addition to the literature on mathematical inequalities. 


Yisong Yang (L-NM-S) 


美国 (数学 评论 ) 对 《常用 不 等 式 )( 第 二 版 ) 的 评论 


Mathematical Reviews (MR) 95j :26001 : 

This is a much enlarged and improved edition of a monograph under the 
same title. The first edition was published in 1989 [MR91c;26001],and con- 
tained about 1600 inequalities collected from various fields with about 470 
book pages. The present edition contains more than 3600 inequalities and has 
about 800 pages. The style of presentation of materials remains the same as in 
the first edition. The author classifies these inegualities into 10 large families 


under the following chapter headings;1. Fundamental inequalities ,2. Basic in- 
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equalities, 3. Inequalities involving special functions, 4. Inequalities involving 
complex numbers and analytic functions, 5. Matrix and determinant inequali- 
ties,6. Sequence and series inequalities,7. Differential inequalities, 8. Integral 
inequalities. 9. Inequalities involving ‘operators. 10. Inequalities arising from 
probability and statistics. Chapter 11 discusses some commonly used methods 
in proving inequalities. In the Appendix the author also lists some 100 open 
problems. The importance of inequalities can never be overemphasized. Nu- 
merous inequalities are spread out in the vast literature. This book will cer- 
tainly be a very useful resource. It is clear that the author has made enthusi- 
astic and ambitious efforts towards a comprehensive collection of inequalities. 
As in the first edition, the proofs are often sketchy or sometimes only some 
lines of hint are given instead of giving a complete proof. However, readers 
with sound mastery of mathematical analysis should have no diffculty filling 
the gaps or convincing themselves of the results. Furthermore, the author 
makes frequent careful citations of the literature so that the original source 
may be consulted by the reader when there is such a need. This book may be 
used by researchers, mathematics teachers, engineers. I recommend it to any 
mathematics, science, or engineering library without hesitation. It will be a 
valuable addition to any mathematics book collection. 

The reader will find that there are no subject indices and author indices 
in the book. The way the literature is cited does not follow certain standard 
conventions widely adopted in scientific works. In the reviewer's opinion, the 
author could improve the book significantly if some of the unimportant ine- 
qualities were eliminated and other more useful inequlities were added with 
sufficient highlights. For example,it would be more useful if the book con- 
tained additional things, such as the Sobolev type embedding inequalities, ei- 
genvalue inequalities for differential operators, e,. g. Laplacian, isoperimetric 
inequalities. combinatorial inequalities,inequalities arising from graph theory， 
optimization, control,algebraic topology,and curvature problems. 

In conclusion ,this book has the potential to become a standard reference. 


Yisong Yang (1-PINY;Brooklyn, NY) . 


符 号 说明 


为 节省 篇 幅 和 简化 排版 ,在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 ,采用 以 下 省 略 符号 : 

NN,Z,R,C 依次 表示 自然 数 集 ( 不 包括 数 0) .整数 集 .实数 集 .复数 集 . m,n,k,j,n 等 
表示 自然 数 (不 包括 数 0) ,a,b,c,z,y 等 表示 实数 ,z,w',5 等 表示 复数 ,z 一 z 十 zz 一 工 一 
iysi? =—1, |z|= Vr y ,Rez = x,Imz 一 y,argz 为 z 的 辐 角 主 值 , 即 一 x < argz 
委 xi[Lzj] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ,{z} = z 一 [zx]. 


Da 表示 a 或 部 a4， on 表示 》) on 或 39a, IT 表示 本 os 或 
TIa ,其 中 j,& 的 变化 范围 由 上 下 文 判 别 ,在 一 个 不 等 式 中 含有 a,6b,c 等 字母 时 , >} 、 J 


分 别 表示 循环 和 、 积 . 例如 ,2) fCa) = Fa) 十 GD) 十 Fo Fa;p) = f(asb) +f(6， 
c) 十 fc,a)，[[ fa) = f(a)f(6)f(e) 等 ,( 第 三 ~ 四 章 用 得 最 多 ). 


expz 表示 er ,logz 表示 lnz( 以 e 为 底 ). 


] ; 若 之 ]1， 


0， 车 | f(x) | 二 1. 
1， 若 过 全 0 
9 l,zEA 相册 
z 的 符号 函数 sgnz 一 J0, 若 zx 一 0 paA(X) 一 表示 A 的 特征 函数 . 
0,T EA : 
一 ]， 右 二 0， 


十 oo 通常 用 co 表示 . 
R" 二 (rz 二 (TX): 一 之 zi 之 00,1 太 上 世 nn) 表示 维 欧 氏 空 间 , 对 于 z 


一 (A EE Rr". zj 一 (>) | TE |2)'2,. 0 一 《al s,Q) 为 多 重 指标 ， 其 中 Qagk 
二 1 


Qalal 
OZ 和 Gy 


(1 过 上 有 过) 为 非 负 整数 ,| a | 三 y aval 二 TTal,P 一 表示 微分 算 子 ， 


(1) -i (a € R'skE N),(() 一 特别 当 a 一 ”为 自然 数 
时 ， 
nl! 区 
Be 有 之 人 ， 
k 


0， 车 nn 过. 
C” 表示 7 维 西 空间 . 即 z 一 (zl 9°"° Ta) 所 CC” 时 ,x 9 9 Tn 均 为 复数 ,y 一 (yi yy 


€ CC ,x,y) 一 Dy zy 为 x,y 的 内 积 . 
若 无 特 别 声明 ,本 书 出 现 的 集 巨 均 为 测度 空间 (X, 》) ,zw) 中 可 测 集 . u(E) 表示 集 E 


2 符号 说 明 


的 测度 ,fE CCE) 表示 了 在 已 上 连续 ;| / 表示 积分 | f(z)dy 或 | ,f(z)dz, 积 分 区 域 由 上 


下 文 判 别 , 当 了 是 周期 为 了 一 2 的 一 元 函数 时 , |/ 表示 | f(z)dz 或 | “f(zx)dz.f € 


DCE) 表示 f 在 E 上 思 次 CL) 可 积 , 当 上 是 周期 2 的 函数 时 , 记 为 FE L821 之 pb 过 oo) 
| filec= sup{| f(z) |:xEE},， 车 f€ CCE)， 
LF | 


1 = 1 7 1d, 若 AFE LE),1 雪 户 <co， 


[fh = inf {sap | Fa fs (coldow (pm) 其 
uA)=0 xzEE-A E 


中 wz) 是 瑟 上 非 负 权 函数 .而 ‖ /| 表示 泛 函 的 范 数 . f€ BV[a,6b] 表 示 f 是 [a,6] 上 
有 界 变 差 函 数 ,f € AC[a,6b] 表 示 f 是 [a,b] 上 绝对 连续 函数 .数列 4a 一 (al,…,a,,*…) EE 
2(1 之 p< co) 的 加 权 范 数 记 为 Vals = ( 1a | 知 由, 式 中 必 一 Coreon， 
Vw > 0.1f 之 a) = 二 {x EE:f(rx) 之 a) 为 了 的 水 平 集 ,a € Ri!. 

数学 式 的 编号 :在 第 三 章 和 第 十 三 章 中 是 以 题 号 为 单位 ,例如 (27. 1) 是 指 第 27 号 ( 记 
为 No. 27) 中 第 一 式 , 而 其 余 各 章 是 以 节 为 单位 ,例如 (3. 1) 是 指 该 童 第 3 节 第 一 式 . 题 号 
后 “MC” 表 示 数 学 竞赛 试题 (Mathematical Competition) ,其 中 “MCM” 表 示 中 学 生 数学 况 
赛 试题 “MCU” 表 示 大 学 生 数学 竞赛 试题 或 研究 生 人 学 试题 ,“IMO” 表 示 数 学 奥林匹克 
试题 ,算术 几何 平均 不 等 式 记 为 AG 不 等 式 . 

引用 期 刊 文献 时 ,按期 刊 名 . 年 份 , 卷 号 (期 号 ) :页 码 次 序 ; 外 文 期 刊 按 国际 标准 缩写 ， 
例如 [305]1986 ,93(6) :466 一 468; 表 示 “ 美 国 数学 月 刊 ”,1986 年 第 93 卷 第 6 期 ,第 466 一 
468 页 .但 目前 国际 上 还 流行 另 一 种 格式 . 记 为 [305]93(6)(1986) ,466~468. 本 书 由 于 历 
史 原 因 ,对 这 两 种 格式 都 混用 . 对 于 图 书 的 著录 ,[56jVol. 2:112 或 [56]2:112 均 表 示 参 
考 文献 第 56 号 , 即 波 利 亚 、 舍 贵 《 数 学 分 析 中 的 问题 和 定理 》 第 2 卷 第 112 页 . [120]2 
(1) :161 表示 华罗庚 《高 等 数学 引 论 》 第 二 卷 第 一 分 册 第 161 页 . 
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$1 不 等 式 的 基本 性 质 


一 、 不 等 式 的 基本 性 质 


从 实数 的 有 序 性 出 发 ,容易 证 明 实 数 的 下 述 基 本 性 质 
1. ”三 分 律 :任何 两 个 实数 a,b 都 有 确定 的 序 关 系 , 即 
a<pa 二 ba 之 5 中 有 且 仪 有 一 个 成 立 . 
2, 对 逆 性 :a 二 5 时 bp 一 a. 
3. 序 的 传递 性 : 若 a 二 8,6 二 c, 则 a 过 <. 
4.， ”加 法 的 单调 性 : 若 a 过 5, 则 a 十 c 过 5 十 c 
推论 (1) 若 a 二 b,c 二 d, 则 a 十 cc 之 5 十 d. 
(2) 若 a 二 bc>ad 则 aa 一 < 二 0 一 4. 

注意 : 同 向 不 等 式 不 能 相 减 , 异 向 不 等 式 不 能 相 加 ， 
5. 若 a 二 b,c 计 0, 则 ac <. 

若 a 三 bc 二 0; 则 ac 半 红 . 
推论 (1) 若 a>2p 关 0c>d0, 则 ac > bd. 
b 


(2) 车 a >5b 之 0,d>>c>>0, 则 人 了 - 


(3) 若 a 之 6,0b 之 0, 则 二 一 广 . 


6. 设 a>>030 若 c>>0 则 o 六 ;车 c<<0, 则 < 一 产 . 
7. 设 z>y 若 eae>1 则 性 >>o 若 0<a<<1, 则 wa <a 
8. 设 z>>y>0, 若 a>1, 则 log.zr 计 logsy; 若 0 二 a 三 1;, 则 logsx < logsy. 


， , 风 刀 十 cc C 
9. 设 亿 地 且 65,d 同 号 则 地 <FTi<a (1.1) 
> 、 ， , 则 和 一 a 十 c 
推论 设 4a 过 b,c 之 0, 则 六 二 piel 
设 a; 为 实数 ,六 > 0,cs 之 0,1 声 上 有 声 n, 则 
min{ 中， 二 |< 人 2 < mex 信人 | (1.2) 
bi Dy bics Oi 五 。 


仅 当 序列 & 二 (ar) 和 D 王 (0 … 久 ) 成 比例 时 等 号 成 立 . 特别 , 当 所 有 = 工时 ， 
(1.2) 式 称 为 Cauchy 不 等 式 ; 若 cx 还 满足 盖 避 >… 二 避 盖 0. 则 (1.2) 式 还 可 改进 为 
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in [2 ,Ga in ya se . 加 
min(B |S minta, On } < $0 < < max (oo, 0 max (Br 人 
(1.3) 
四 上 
式 中 二 (26)/(20)'1 EkEn. 
7 一 1 j=1 
10， 设 ai 之 0,4 之 0,1 志 上 过 7, 则 
l/n 
in 全 [le Ga au 
min{ 下， 和 = 让 < max| 中 ， 到 上 (1.4) 


二 、 绝对 值 不 等 式 


1. |alb,b>00G—b 人 ah. 

特别 地 ,一 | aj 委 4 和 过 |a 1, 仅 当 za 委 0 时 ,左边 的 等 号 成 立 ; 而 仅 当 cc 兰 0 时 :右边 的 
等 号 成 立 ， 

2. lal>>5 二 0 针 a 记 5 或 a 二 一 6b. 

3. 三 角 不 等 式 : | a 十 6 | 委 | a | 十 | 5 1, 仅 当 ab 人 0 时 等 号 成 立 . 

推论 1 | a 十 5 | 宇 | al 一 151|, 仅 当 ob 筷 0 时 等 号 成 立 ; 

推论 2 设 {a,) 为 实 或 复数 列 , 则 


[0 < al 
DIE 


4. 设 z 二 工 十 iy 为 复数 ,xz 二 x 一 iy 为 xz 的 共 红 复数,; 则 |x| 志 |z|,|y| 志 |z|， 
max{|x|,|y|}<|lz|<2max{|x|,|y|}), 


1 
二 (| zz I+|y|) 志 |z|<|xl+|y|, (1.5) 
WV2 


| | x， | 一 | xz; | | 过 | zi 十 zs | 委 | zi | 十 | zx |. (1.6) 
仅 当 zzs 之 0 时 ,(1.6) 式 右边 的 等 号 成 立 ,而 仅 当 zizs 委 0 时 ,(1.6) 式 左边 的 等 号 
成 立 , 当 zi 关 0,zz 关 9 时 ,(1.6) 式 右边 仅 当 存在 c 二 0, 使 xz; = czl 时 等 号 成 立 . 
5。 Hiawka 不 等 式 : 
| aa | 十 | az | 十 | as | 一 | oa 十 aa || as 十 as | 一 | as 十 a | 十 | al 十 as 十 as | 学 0. 
(1.7) 
当 aar,ai 为 R” 中 的 向 量 或 实 赋 范 线性 空间 中 的 向 量 ,，(1.7) 式 仍 成 立 . 
([305]1965,72:753 ~ 754). 2000 年 ,Takahasi,S. E. 等 推广 了 (1.7) 式 并 证 明了 在 
Banach 空间 (X, | 用， 中 ) 中 (1.7) 式 与 下 述 Djokovic 不 等 式 等 价 : 
DE _ 1 ,|| hal + Da | 2h Dn 


(L303]2000,3(1) :63 一 67 和 [398]2000,1(3):343 ~ 350) 
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1963 年 Freudenthal, H 提出 : 设 ws € R". 对 于 什么 样 的 ”成立 


于 


>， | as | 一 >， | ai 十 ai | 十 2) |a;Ta;+tar |—*… 二 +( 1)™1 | Sas | 宇 0 
=1 1<i<jsm li k=1 
1997 年 Jiang-cheng 证 明 上 式 仅 对 nn 二 1,n 二 2(Minkowski 不 等 式 ) 和 二 3( 即 
(1.7) 式 ) 成 立 . (Vietnam J] Math,1997,25(3):271 ~ 273).n 之 4 时 上 式 不 成 立 . 
1964 年 Adamovic 将 (1.7) 式 推广 为 
DY ateal< nm 2D altl Dal. (1. 8) 
下 = k=1 


1&i<JjEn 


式 中 as € R”.([355]1964,1(16);39 ~ 43) 
6.。 Hornich 不 等 式 : 设 aas € R” 满足 


> ax 一 一 如 六 1， (1. 9) 
i=1 

则 
Datalola D2) |al. (1. 10) 
k=1 


注意 当 (1.9) 式 中 的 上 < 工时 ,(1.10) 式 不 一 定 成 立 . (L4j2. 25. 3 中 利用 (1.7) 式 , 对 
(1. 10) 式 给 出 了 一 个 简洁 的 证 明 ). 


三 、 超 距 不 等 式 

距离 空间 (X,d) 中 的 距离 4 满足 

三 角 不 等 式 dzz) 委 dzy) 十 CCyyz),zyyzE 和 (1. 11) 
其 加 强 形 式 d(x,z) 委 max{d(x,y),d(y,z)) (1. 12) 


称 为 超 距 不 等 式 。 当 d(zx,y) 关 d(y,z) 时 ,(1.12) 式 中 等 号 成 立 . 
四 、 不 等 式 延 拓 原 理 


X 的 稠密 子 集 .车 Yzx EA,f(7x) 过 g(xz),; 则 Yrx EEX,f(x) 这 g(x). (证明 见 [7?4jVol. 
1,57) 


$2 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 


著名 的 Holder 不 等 式 与 Minkowski 不 等 式 最 初 是 用 数列 形式 给 出 的 ,后 由 Riesz,F. 
将 其 推广 到 积分 形式 ,成 为 建立 上? 空间 理论 的 基本 工具 . 而 且 在 许多 领域 都 是 最 常用 的 
基本 不 等 式 ， 


一 、Héolder 不 等 式 的 基本 形式 
(一 ) Hblder 不 等 式 的 基本 形式 
1889 年 Halder 证 明 : 设 oo) 名 > 0 作 一 12 方寸 一 二 车 记 > 1 出 
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Da < Da) (Du). (2. 1) 

车 0 二 pp 二 1, 则 (2.1) 式 中 不 等 号 反 向 , 仅 当 {ai) 或 {64) 为 零 数 列 ,或 存在 两 个 不 同 
时 为 零 的 非 负 常数 c1 ,ci ,使 得 caf = ceB4,k 一 1,2,…,n,(2.1) 式 中 等 号 成 立 . 

注 ”Roger 比 Halder 早 一 年 即 1888 年 得 出 (2. 1) 式 ,因此 ,1998 年 L. Maligranda 提 
出 (2.1) 式 应 称 为 Roger 不 等 式 或 至 少 应 称 为 Roger-H6lder 不 等 式 , ([303]1998,1(1): 
69 ~ 83). 但 本 书 仍 按 惯例 称 为 Holder 不 等 式 . 

1. Halder 不 等 式 的 离散 形式 (有 限 和 或 无 穷 和 ): 设 a 一 (al,…,a,) 或 4 二 (ail,…， 
an，……) 为 实数 或 复数 列 , 令 


(2 | as |?)72)0 扎 六 < co， 
el =| 4 (2. 2) 


sup | ax | ， p= 
满足 条 件 二 十 记 = 1 的 p,q 称 为 共 亏 EE 指数 , 当 pp 二 1 时 规定 g 一 co. 若 1 和 了 尺 委 co, 则 
1 < lal, lel,, (2. 3) 
即 
(2 | ai 1 (2 | 61 71<p< oo, 


D2) abs | 二 (27 | ar DD Csup | b 1), p=1, (2. 4) 
3 [3 


(sup | a >» | 6 |)， p= co， 


车 0 二 pp 二 1, 则 上 述 不 等 号 反 向 . 当 1 二 p< 过 ce 时 仅 当 存在 实数 9 和 不 全 为 零 的 非 
负 实 数 cl ,cs ,使 得 对 所 有 的 ,cl ai1*= 二 co1b.1” ( 即 | | 二 cc|ax ||!,c > 0), 而 且 
arg(arbi) 一 0 时 等 导 成 立 . 

注 1 阁 记 p< 之 0( 这 时 要 求 所 有 a4 了 关 0), 则 0 < 之 gq 过 1, 于 是 ,将 p,q 互 换 ,a,b 互 换 ， 
又 归结 为 0 过 p 一 1 的 情形 . 

当 p 一 g 一 2 时 ,(2.4) 式 称 为 Cauchy 不 等 式 ( 或 Schwarz 不 等 式 ,Cauchy-Schwarz 不 
等 式 , 或 Bunyakovskii 不 等 式 ). 


注 2 当 2,4 为 满足 条 件 * 方 十 二 > lmin{ 六 ， ' 广 ]> 也 的 非 共 罗 指 8 数 时 ，H6lder 不 
等 式 仍 成 立 . 
证 明 如 下 , 设 方 十 二 一 > 1. 令 久 = 和 rd 一 和 则 方 十 了 一 1. 于 是 
-站 al” | > 全 as 1” | 


从 而 
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Dabl< (De) (|b) = (2 PASAY 
< (Dal) (DD on). 
设 0 天 7 世 思 则 存在 9 > 0, 使 得 十 二 一 士 ,而 且 


lol,< lal, lol,. 
注 3 4 二 (Qi,ar) 或 4 二 (41,…,as,…) 的 加 权 形 式 定义 为 : 


ads = (2 | or lw )”, Op<=o, 


al = sup | a | wn. 


式 中 WO 一 (mwl sn ) 或 w 一 《ol on 为 正 权 . 


Liapunoff 不 等 式 : 设 0< 二 pp 二 ;一 r, 则 ( 之， | as (we) 
大 一 | 


< (2 la rw) (2 | ae [we) 
Hilder 不 等 式 的 逆 命 题 : 设 > 1, 广 十 二 二 1,B > 0, 则 对 所 有 满足 
lalls= C02) lal yA 《2.5) 


的 a = tas) ;成立 
| a 1 一 >， | axbs | 委 4B 


的 充 要 条 件 是 eb1 ,= (2) | 19 <<B. 


(2. 3) 式 可 推广 为 : 设 a 之 0, 上 是 r>0, 之 0， 


、 
党 
De 


1 > 
pi 


(2 la) “< 工 (Da ) (2.6) 
j=1 4 


仅 当 交 二 一 二 且 矩阵 (an) 的 列 向 量 成 比例 时 等 号 成 立 . (2. 3) 式 还 可 推广 为 加 权 形式 ， 
设 1<p; 一 ,二 一 1 之 0, 则 


Dl ol)< HB lat) (2.7) 
2， Hilder 不 等 式 的 积分 形式 : 设 p,g eto 二 二 二 1. 


仿 


f= (|. | fz) rae) ,0 <p< ~ (2. 8) 


fl. = esssup| f(r) |= inf { sup | f(x) |}. (2.9) 
x€EE pA =0 rEE A 
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若 feEL2CE),g EE), 则 当 1 寺 pw 时 ,fg € L'(E),H 

lfsli< l,l gel;,. (2. 10) 

即 
| | fC gC7) | dr | | fiz) led “(| | gr) dz) ,1p 
eselas 人 opera 2 
(2.11) 

| | fC gr) | dz 去 (| | Ga) | dr) esssup | gz) 0 ,p= 1, (2. 12) 
E E XEE 


若 0 三 pp 二 1, 则 上 述 不 等 号 反 向 . 当 1 二 p< 二 时 , 仅 当 存 在 实数 8 和 不 全 为 零 的 实 
数 ci ,cz ,使 得 
cl | fr) 17 一 cs | g(x) | 和 arg(f (xr)g(r)) =B (2. 13) 
在 玉 上 几乎 处 处 成 立时 (2.11) 式 中 等 号 成 立 . 当 p 二 1 时 , 仅 当 存 在 实数 4, 使 得 | g(x) | 
之 Aa.e. 于 有 是 f(x) 关 0 时 , | g(x) | 二 4,(2.12) 式 中 等 号 成 立 . 
特别 当 p = 二 9g = 二 2 时 ， 
| fone ard fe an) | gr) Lid) (2.14) 


称 为 Cauchy 不 等 式 (或 与 (2.4) 式 类 似 称 为 Schwarz 不 等 式 等 ). 
将 (2.8) 式 中 了 中, 换 成 加 权 范 数 : 


fh = (An lta) < p< ~, (2. 15) 
式 中 w(z) 在 已 上 几乎 处 处 大 于 零 , 称 为 权 函 数 , 则 
fgslis ffl,lgl,, G 委 之 委 c)， (2. 16) 


即 
fg) Londr S| | fer) Paola | fox) Nol)de) (2.17) 
(1 过 pp 过 co) 称 为 加 权 Haider 不 等 式 . 

3. ”利用 抽象 测度 空间 C(X, 》) ,x) 上 的 积分 ,可 以 统一 处 理 上 述 离散 量 求 和 的 形式 
和 连续 量 的 积分 形式 ; 设 EE 交 , 令 


I = 0 fd p<. (2. 18) 
| fl = inf {sup | f(z) | w(xz)}. 则 
pA)=0 rEE-A 
Tfeslisoe Dfilyolgl,, (ape). (2. 19) 


特别 当 1 二 pp 二 吕 时 ,有 


{fel od 1 od | lwd™. 
Hilder 不 等 式 的 逆 命 题 : 设 1 过 p 过 十字 二 1,f 在 E 上 可 测 , 则 


Nfl sapt | fgodr |: Nel < ls (2. 20) 
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若是 半 定 的 (特别 是 a。 有 限 的 ) , 则 还 成 立 
1 71 = sup(| | fewodp 1: gl < 1). C2.21) 


(2. 19) 式 还 有 以 下 有 用 的 变形 ; 设 EE 上 的 可 测 函 数 了 满足 :对 所 有 在 EE 上 可 积 的 简单 
函数 g ,都 成 立 


[lo< clel,.. C2. 22) 
则 当 wz 为 半 定 (特别 是 = 有限) 时 ,FE LE) 且 fs 所 C. 

注 ” 设 X=U EE,E€ 对 ,wE) 一 co, 则 称 /是 ec 有 限 的 ; 若 对 所 有 A € >)， 
uu(A) < co ,都 存在 BE 》) ,使 得 BC A, 且 0 二 p(B) < ce, 则 称 A 为 半 定 的 ,每 个 c 有 
限 测度 都 是 半 定 的 ,但 其 逆 不 成 立 . 在 本 书 中 ,对 于 |‖ 781 的 情形 ,我 们 总 假设 y 是 半 定 
的 (或 a。 有限 的 ). 

(2. 19) 式 可 推广 为 : 设 1< pr < oo, > 六 一 ], 户 反 La CE), 则 TT E Li(E),EH 


| | TITx | wdn 过 1d, | fe mw dp) er. (2. 23) 
E ji ji dE 

4. ”关于 泛 函 的 广义 Hilder 不等式 : 设 久 为 任 一 集合 ,xT: XX-> Ri,z(t) >>0,1€ XX， 
泛 函 满足: 

1) Co) = 0; 

2) VA>0,fQ7x) = Aflx); 

3) ”车 0 二 zx02) 之 y020), 则 f(x) 志 f(9y); 

4) jz 十 y) 过 f(z) 十 f(y),; 式 中 (2) ,y(t) 守 0. 


1 之 pi 二, 土 =1, 则 
k=1 pr 


fC Tz DD < I x ln] (2. 24) 

5. 1985 年 邱 福 成 将 Holder 不 等 式 推广 到 正 线 性 算 子 上 去 , 称 为 线性 算 子 的 广义 
Helder 不 等 式 : 

设 个 : 工 [ae po] 一 工 La,p 为 正 线性 算 子 ， 一 Ce 过 a<=6b < 二 oo,f € Lr[abl,g EE 


Lfab],l< pe ,二 让 二 1, 则 对 [a 中 几乎 所 有 的 x, 成 立 


TO fg 1,2) ETO fl ,2 ET gl ,x ,<p oo; 

TO fe I,z) ETO f |x) esssup | glx) |,p=1. 

(证 明 见 [339]1985,5(3) :55 ~ 58) 

(二 ) Holder 不 等 式 基 本 形式 的 典型 证 明 方法 

Ha6lder 不 等 式 基本 形式 的 证 明 , 可 以 在 实 分 析 与 泛 函 分 析 的 许多 著作 中 找到 , 如 
[58],[64],[98] 等 ,下 面 对 (2. 19) 式 与 (2. 20) 式 给 出 一 个 简洁 的 证 明 . 

引 理 2.1 设 4a,b 之 0,0 二 4 过 1, 则 成 立 Young 不 等 式 : 
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ab Ma 十 (1 一 1)0. (2. 25) 
仅 当 a 一 2 时 等 号 成 立 
之 At 十 (1 一 和 A). (2. 26) 
邻 f(2) 二 一 在 ; 则 1 二 1 时 严格 递增 ,i > 1 时 严格 递减 ,所 以 ,fC(1) 委 f(1) = 
1 一 4. 此 即 (2. 26) 式 . 
(2. 19) 式 的 证 明 : 不 妨 设 ef ,= 二 jg| ,= 1. (否则 f,g 可 分 别 用 下 有 一 ， 
TT 和 一 代 壹 ) 在 (2. 25) 式 中 令 和 = 二 一 | flz) 1?,65 =| g(xz) |*, 则 


fel< yf +tiiel. 
两 边 乘 以 mw 之 0 a. 6. 并 且 在 下 上 积分 得 到 
1 
p 


Ji fe ods) | fidpti| ol eld = + lal: = 
a. e. 于 所 时 等 号 成 立 . 对 于 (2. 19) 式 中 


十 


=1= fll gil. 仅 当 | f1*=l gl 


1 

gq 

等 号 仅 当 满足 (2. 13) 式 时 成 立 . 

(2. 20) 式 的 证 明 : 若 了 上 一 0 ae 于 王 , 则 (2.20) 式 成 立 . 
fl;sis 关 0. 车 1 过 2 二 吕 , 则 由 Holder 不等式 (2.19) 式 , 有 


下 面 设 
[| aodu ls AH gl 从 而 
sup{| | fgodr |: lel < 1) < fl, (2. 27) 
为 证 反 向 不 等 式 . 取 g 一 二 所 Csgn1), 则 gl, 一 1, 且 
(2. 28) 


| “(sgnf) fudy = | fi 


Lf 


feed = | HE 


所 以 (2. 20) 式 成 立 . 
当 户 = co 时 ,对 于 外 g1,。 过 1, 由 Halder 不 等 式 (2. 19) ,有 
委 | | 


| | fgwar < fle el. 


男 一 方面 ,由 y 的 半 定 性 ， Ve>>0,jJAE >》 ,使 得 
a.e. 于 4, 且 0< 王 AAA) < 0. 


《2. 29) 


> | fl —e 

取 ”8 一 0A5(Sgn 户 po, 式 中 mr 为 A 的 特征 函数 ,w(A) = | wdp 
则 ”gl 一 1, 且 

| fewdp — -dy|,f Csng Dadu > | fl. 


由 se>0 的 任意 性 , 知 (2. 21) 式 歹 立 . 
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利用 加 权 AG 不 等 式 : 设 as 0, 名 之 90， 之 1 加 二 1. 则 


ITat < pa (2. 30) 
k=1 


k=1l 


可 类 似 地 证 明 (2. 23) 式 . 
二 、 Minkowski 不 等 式 的 基本 形式 


1、 Minkowski 不 等 式 的 离散 形式 (有 限 和 或 无 穷 各 ) (1896) : 设 a 一 (a1,…,a,) 或 a 
一 〈al, av…) 是 实数 或 复数 列 , il a 上; 仍 按 (2.2) 式 定义 . 则 当 1 稼 委 co 时 ,有 
hate), < lal,+t lol,. (2. 31) 
即 ; ‘2 jar + be 1) 二 < (2 | as |? ) "102 [6 [Ep 0, 
sup | atbh | supla litsuplb |), p= oo. 
当 p 过 1(p 关 0) 时 不 等 号 反 向 . 当 声 0 时 ,要 求 所 有 ap 和 ax 十 到 均 不 为 零 . 当 
PP 隆 0;1 时 , 仅 当 存在 不 全 为 零 的 非 负 实数 c1 ,cs ,使 得 Vk,cias 二 czb4 时 等 号 成 立 ; 当 pp 二 
1 时, (2.31) 式 中 仅 当 YA:arg a 二 arg b; 时 等 号 成 立 . 
《2.31) 式 可 推广 为 : 设 o 二 (aa,ap ),1 碌 j 声 m, 则 


ln,<» la ly1<p<. (2. 32) 
即 当 1 委 bp 二 oo 时 ,有 
到 | az 2 去 (了 | ex 2228。 (2. 33) 


注 在 (2. 31) 式 中 ， 将 轧 换 成 1/ ,得 到 常用 的 男 一 形式 : 
当 1 之 pp 二 %% 时 ,有 


《2 atbe dt)? 2) | arde) FC) | ob, Ye; (2. 34) 
而 当 0 二 思 二 1 时 ,不 等 号 反 向 ; 即 - | 
(2 | a + 6 117)? < ‘2 | as 22 十 DO), | 6 oo)2. (2. 35) 
(2. 33) 式 还 可 推广 为 加 权 形 式 : 设 psg > 01 二 二 2, 则 
(Pap | a 1)*})Y? < Ppa | ax 1*) 2. (2. 36) 


注 ”(2. 31) 、(2. 33) 式 中 关于 求 和 号 >， 是 齐 次 的 ,因而 它们 有 关于 各 种 平均 的 类 
似 . 例如 , 设 g(z) = log z,MeCa) = g 1(Dg (Cas)), 则 


< 


Mi (待人) 之 言 Mi as) 十 六 MB). (2. 37) 


2、 Minkowski 不 等 式 的 积分 形式 : 设 f,g €E LE),1 太 pp 志 吕 , 则 ff 十 g € LL?(E)， 
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lf+tels< lr,+ lel,. G2. 38) 
即 当 1 之 p< 之 吕 时 ,有 
| f+te ba | | fla + | | a lrdr). C2. 39) 
E FE 


当 0 二 pp 过 1 时 ,上 述 不 等 号 反 向 (2. 38) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 : 当 pp >> 1 时 是 存在 
不 全 为 零 的 非 负 实数 ci ,cs ,使 得 
Af(r)=cg(r) a.e. 于 EE; 
而 当 p 二 1 是 arg f(x) 一 arg g(x) a.e. 于 EE 或 存在 非 负 可 测 函 数 h, 使 得 fh = 
g a.e. 于 集 A= {zxz: f(x)g(zr) #0}. 
3. ”利用 抽象 测度 空间 CX, >》) ,w) 上 的 积分 ,可 以 统一 处 理 上 述 离散 形式 和 积分 形 
式 . 利 用 (2. 18) 式 , 有 


ftalos SNet el se) C2. 40) 
特别 当 1 和 < p 一 oo 时 ,有 
lfte lod < fd + | g lad. (2.41) 


当 0 过 pp 过 1 时 ,不 等 号 反 向 . 
注 ”因为 0 过 pp 过 1 时 ,(2.40) 式 中 不 等 号 要 反 向 . 所以, | .| 外。。 不 是 范 数 ,但 由 
于 这 时 成 立 与 (2. 40) 式 等 价 的 : 
上 十 gs 十 gl (0<p<1), (2. 42) 
故 仍 可 按 ad(f,g) 二 上 f 一 g | $。 定义 距离 ,使 L*(E) 形成 一 个 完备 的 距离 空间 . 当 0 一 p 
二 1 时 ,还 成 立 
fllot els,s < f+els, e200 Flyst | gly. 
证 若 p 二 1 或 f 十 g = 二 0 ae 于 瑟 , 则 (2.40) 式 显然 成 立 . 
车 1 过 p 过 吕 , 则 从 | f+gl?w 志 (了 | 十 |g1) |f 十 g 17”!1w. 和 Holder 不 等 式 
(2.19) 式 并 注意 到 (p 一 1)g 二 p (p,q 为 一 对 共 恩 指数 ) ,得 到 


17+g1 入 一 | f+ ode ll TAI 
t+ igly,l | fi+gl ly, = CF; gl wd | f+ g l?wdp). 
从 而 1 7 十 go m0 | f+g ld < fl, 二 gl. 证 毕 . 
1986 年 , 王 志 雄 通过 证 明 函 数 
f0) = (EA EN 十 22]%) 
(zi > 0,8> 由 在 [0,co) 上 递增 且 仅 当 包 二 2 二 二 和 时 大 9 为 常 值 函数 ,证 明 


(>) ze 和 (> xzo0rC(》zeyse), 式 中 r 一 寺 一 工 ， 
k=1 R=1 k=1 a 
仅 当 yi 二 … 二 y, 时 等 号 成 立 . 


Tw 
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取 ua 一 一 1,8 一 p > 1 ,Xx 一 一 人 ,ye 一 Cs Dw, 即 得 Heéelder 不 等 式 (2. 1). 


取 a 二 1,8 一 pp 之 1,z4 一 (ax 十 bi)? ,4 一 ar/(as 十 bi), 凤 可 得 Minkowski 不等式 
(2.31). ([34511986,3:;36 ~ 37) 
4， 广义 Minkowski 不 等 式 : 设 (X, >，， ,Mi) CY, D>), »p2) 是 两 个 抽象 测度 空间 . f 
在 c 有 限 的 乘积 空间 X XY 上 可 测 , 则 当 1 达 jp 二 时 ,成 立 
| | cz) | dy) “gp | 人 “<| (|, | fCz,y) ?dpe ) dp (2.43) 
仅 当 f(zx,y) = gilCz)S82(Cy) ha. 车 将 (2.43) 式 记 为 
fees lan ls < | fe od, (2.44) 


则 (2.44) 式 对 p 二 co 也 成 立 . 
证 设 p 是 YY 上 正 的 可 测 函 数 , 旦 el 委 1 


记  g(y) 一 | .1 7Gz,y) | dpa , 则 由 Fubini 定理 ， 
| scopepCp)dm = | | flrs9) | du ) py) dy 


= | | fCz39) | gly) dpa) den. 
由 Helder 不 等 式 (2.19) 有 
| | PCzyy) | py) dy < (| | fCz, *) ap ) eC] pC) dye) 
= | f(z, *) | ,ly |,. 
于 是 ,| | le | pd [< | foes lod: ol 
再 由 (2. 20) 式 , 得 
lal, = sop], ley | ovo: Hol < < fe hod. 
5. Minkowski 型 不 等 式 的 其 他 形式 : 
(1) ”乘积 型 Minkowski 不 等 式 : 设 a ,5 之 0, 则 
(te) > (ee)”"+ (I)™. (2. 45) 
证 “由 AG 不 等 起 ,有 和 


(JTery™ = min| De : [la= a>0). 
k= 二 1 k=1 


于 是 ,( 下 面 求 min 的 范围 是 DCe) = {c= (ov,c):. [Te = 1,c 之 0)) 
k=1 


(JI (er to0)" minY) Ct bc > nmin) ect +miny， et 


pe pe n R=1 k=1 


= CTlae)” + CHed. ([2]26) 
k=1 k=1 
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(2) Mahjler 不 等 式 : 设 XX 为 Hilbert 空间 , 若 函 数 下 满足 ， 
@ F(x)>>0,xz¥0; 
加 对 t 守 0, F(x) = P(r); 
® F(z 二 yy) 过 F(z) 二 TF(Yy). 
则 称 F(z) 为 z 的 广义 范 数 . 


G(y) = es | 称 为 的 极 函 数 , 则 内 积 


F(z) 
(zy) F(XG(Y). (2. 46) 
(3) 行列 式 的 Minkowski 不 等 式 : 设 4.B 为 ” 阶 正定 矩阵 , 则 
1Al 二 |B2 去 |1A 二 BO， (2. 47) 


式 中 | A | 二 det A 表示 A 相应 的 行列 式 . 
推论 设 A 为 nn 阶 正定 矩阵 , 则 Va: 盖 0, 有 


Du Al SI DnAs 1, (2. 48) 
k=1 k=1 


仅 当 任意 两 个 矩阵 A; ,A。 相差 一 个 正 数 倍 时 等 号 成 立 . 
证 明 可 用 数学 归纳 法 或 凸 函 数 不 等 式 , 也 可 用 高 等 代数 方法 . ([2j70, [345]1985， 
3:31 和 1987,8:39.[335]1991,3:64 ~ 66) 


三 、 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 的 改进 和 推广 


Hardy 等 在 名 著 [1] 中 再 三 强调 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 “ 极 为 重要 ”和 
“到 处 都 要 用 到 ”, 这 两 个 不 等 式 和 AG 不 等 式 就 构成 了 [1] 中 前 面 6 章 的 主题 , 占 了 全 书 
一 半 以 上 的 篇 幅 .L2J,[4],[L10],[22] 中 又 补充 了 大 量 新 的 研究 文献 , 一 百 多 年 来 ,对 这 
_ 两 个 不 等 式 的 种 种 改进 和 推广 的 工作 一 直 没 有 中 断 , 这 人 么 多 文献 已 无 法 容纳 在 一 本 书 之 
中 . 下面 仅 介绍 若干 重要 的 和 最 新 的 结果 . 


1 设 ax > 0,p; >0; 了) 二 宇 1,w4 之 1, 则 


j=1 pb; 
Do Tan) 委 I Co a%)s. (2. 49) 
k=1 j=1 j=1 k=l 


车 p> 0,p) 0G = 2 ,m), DY) < 1, 则 (2. 49) 式 中 不 等 号 反 向 . 
j=1 £ji 


证 明 (2. 49) 式 时 ,可 利用 第 3 章 No. 103 Jensen 不 等 式 . 


2. 设 osb 之 0, 广 十 亡 一 LT <1,p,g>0. | ce 1 。 由 (2. 2) 式 定义 , 则 


2 站 o8g| 这 委 el ol,t (Da?) Dato ) Ys, (2. 50) 
3 下 
(Daykin-Eliezer,[ 319 |]1968,64:1023 ~ 1027) 
若 p,q>0, 或 六 盖 0g<0r<0, 则 
[wl,< lal, lel,, (2. 51) 
当 训 <0,g9<0 或 如 >0,g9<0,r>0 时 不 等 号 反 向 ， 
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(Aczel-Beckenbach,1978[5412, 转 引 [34511983,3:24 ~ 28) 


3. 1968 年 Daykin-Eliezer 证 明 : 设 方士 可 一 = 二 ,Q= TT (aja rb jb ) itib ， 


jk=1 


C1) 车 0 二 a 二 1,0 二 刀 二 1 或 Q 二 1 上 且 二 二 1, 则 
Mo 1 CD af?6t) (aio) Ye. (2. 52) 
[3 [3 


(2) 若 由 之 1 到 1 或 Q>1 且 二 < 1, 则 
wl al, lel,. (2. 53) 
Daykin-Eliezer 利用 
Fr) = (Darb (7) | {Det (2 所 | 
的 凸 性 来 证 明 ,证 法 很 繁 ([319]1968,64:1023 ~ 1027). 1995 年 高 明哲 给 出 了 一 个 十 分 简 
洁 的 证 明 :因为 0 < at 所 1 ;0 < ob ~ 1 所 以 Cab 之 1. 从 而 CD 二 Casb1) (Card) 一 
(aigeD2 (asp Dr 对 k 求 和 ,得 到 
CD 2r/ pp 2r/ —r 
arb 过 2 (ab) 一 2 ?Or ?ag ) 
Q8 /be aipt \™? atbt \” 
x < — et) . 
(C7)< (a) (2 1) 
两 边 开 7r 次 方 , 即 得 (2. 52) 式 . ([350]1995. 3) 
1996 年 刘 证 将 (2. 50) (2. 52) 式 和 (2. 53) 式 推广 到 》1 工 一 1 的 情形 . ([344]1998， 
i=1 大 


28(4) :302 ~ 308) 
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4. 1990 年 郝 雅 传 证 明 : 设 ax 守 0,g; >0,Q。 = 219 之 l,j 和 m1kh&n, 


j=1 


则 


BDU) (Dr)", (2.54) 
~ 于 一 j=1 天 一 1 
仅 当 Cat)， (aa ) 9 (amk ) 中 每 组 都 是 常数 时 等 号 成 立 . 


推论 ” 设 a 记 0,g >01 扫 4 雪 2 0 一 >)o <<1 则 
k=1 


1% < 2 十 (1 一 之 /9 (2. 55) 
这 些 结果 还 推广 到 四 元 数 和 矩阵 上 .([342]j1990,5(4) :42 一 47) 
5. 1998 年 高 明哲 将 内 积 空间 X 中 的 Cauchy 不 等 式 
| zy) | zl yl (2. 56) 
改进 为 
| zy 用 委 ‖z 人 yy 有一 GCz,yz)， (2. 57) 
式 中 ”zl = wzsz),zeEX 为 任意 向 量 , 且 | zl = 1 
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GGCzyyyz) = Cel Gy,2) OO— yl Cr,2))’. (2. 58) 
仅 当 xz,y,z 线性 相关 时 (2. 57) 式 中 等 号 成 立 . 
([301]1999 ,234:727 ~ 734). (2. 58) 式 的 基本 证 明 思 路 是 考虑 Gram 行列 式 
(T,X) (zy) (zr,z) 
A= |(yz) (Cy,y) (y,z)| ,证 明 A >0, 然 后 将 行列 式 A 展开 . 
(ZX) (zy) (zz,z) 
利用 内 积 (zx,y) ,可 以 将 Halder 不 等 式 记 为 
zy Rr| ,yl ,czy EL* XLs. (2. 59) 


1999 年 ,Alfredo,N. 等 证 明 ,; 设 z= y|y1|"?,l 一 < 六 十 二 三 1, 则 当 1 二 zp 
过 2 时 ,(2.59) 式 可 改进 为 


lel ly ey > SC zls+ zl 5)? 一 z+zl?] 汪 0; (2.60) 
而 当 p 之 2 时, 成立 
0 过 [EAE 1zl 二 zl 一 外 xz 十 zl 说， (2. 61) 


(308]1999 ,127(8) :2405 ~ 2415) 


当 工 一 (zzo) yy 一 (or) €E R” 时 , (xz,y) 一 DJ ziys, | 本 二 | p 
ko1 


= Pal dn .dog | z= dog | zlog | w 1), 
广 十 二 一 11<t<oo, 着 zyER 一 0)， 则 
(|x|,|>y1) 
0 之 < (a,0), 2. 62) 
[ER 
-zl ly so 1 一 二 | 
Re Tals To gs ll pel» 


证 明 (2. 62) 式 的 基本 工具 是 利用 R 的 开 区 间 上 凸 的 可 微 映 射 的 Jensen 不 等 式 的 推 
广 . (Dragomir-Goh, Mitt. Math. Ges. Hamburg. 1997,16:99 ~ 106) 


6. 1991 年 Dragomir,S. S, 给 出 了 Cauchy 不 等 式 的 一 种 加 细 : 设 a; ,bs 为 实数 旦 
| as | 十 | Os | 和夫 0, 则 
2 2 
(as < DY a 4H CD 2) < (CHa) De). (2. 63) 
天 天 站 二 bx 的 天 


(Rad. Mat. 1991,7(2) :299 ~ 303) 


7.，” 胡 克 不 等 式 : 设 记 之 >0, 二 二 一 1,1 一 te 之 0 ,as ,5b, 之 0, 则 
an < HID TY (Db) yat)? 
—[( Dose,) Dla? 一 (De) Base) Fs». (2. 64) 
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相应 的 积分 形式 是 : 设 思 之 之 0, 志 十 广 一 1, (zyg(zr) 0,1— wz) t+w(y) > 0, 
则 


1 


/es < 9 二 加 (de (7 人 一 [gd|7 一 cs Do 了 5 (2.65) 
推论 ” 设 a 守 0,p 放 1,1 一 ej 十 en 守 0yn00m 二 1, 2 和 N 则 

N N N N N N » 
(>)abDzerD CD a AN CO a): — [ND aer — (Dyan) Ded TF}®. 

k=1 上 二 一 ] 到 一 】 上 二 1 k= k=1 


《2. 66) 
相应 的 积分 形式 是 : 设 了 上 关 0,FE Lr[a,b],l1 wr)+w(y) 守 0,zx,y € [a,b]， 
坊 二 1, 则 


(| Peer < (| foo 7 一 [C 一 oa fo— (| PUFFY. 


(2. 67) 


在 (2. 65) 式 中 取 w(z) 一 去 cos 下 一 2 ,得 到 


(| Peer < 和 (| 2)2{ (6— aa) (| 2 )22 一 于 (| re s EE) 
胡 克 不 等 式 克 服 了 Halder 不 等 式 在 使 用 时 的 缺陷 ,改进 和 推广 了 许多 重要 的 著名 不 


等 式 ,美国 “数学 评论 ” 称 为 是 一 个 “杰出 的 非凡 的 新 不 等 式 ” 例如 ,可 将 Minkowski 不 等 
式 改 进 为 : 设 Pp 之 1] ,ax ,Ds 之 0, 则 


{Dy Cast br)? (Pat) ?+O 6R) YC— 8(p)R’ (a,b), (2. 68) 
k 天 k 
式 中 当 p 守 2 时 g(p) 二 1/(2p); 当 1 三 2p 二 2 时 ,g(p) 二 (pp 一 1)/(2p), 
了 >) Caf to LD Car t+ ba) rer] — [2 at + bt)es] > as bs)? 
R(a,b) = — < 
(Sa Tor) 
3 


» 


1—e +e, > 0.(29]) 
1998 年 , 胡 克 又 进一步 证 明 ; 设 f,g 之 0,f € L?[0,6],g EL[o,O,p2g>>1， 
六 十 去 =1, | ow — wx) v0) | lx,y € [0,6]. 
FD = (| evn 
x {(， fy? (| 人 2 一 [| Fro) sa 一 (| (| go 了 df fa)”, 
(2. 69) 
则 对 于 ”0 过 4 过 4 声 55 二 1;2,… ,成 立 
F,(82) 守 F420. | (2. 70) 
(Acta Math. Sci 1998,18(2) :192 ~ 199. 另 见 [121]1 ~ 4) 
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1 
二 十 二 一 1 
p 


| 
、 | 


设 a 一 (ai dr 0 一 (CD GO 人 0,1 过 k << 7， 


p,q > 0. 则 
op lr Cal, lol, a po ,| arspe | Ys 


而 且 
flz) = | (ab) Dar | ,| Gab) n/pr | , 


是 对 数 凸 函数 , 当 > 二 oo 即 三 十 亏 二 1 时 ,f(z) 在 z 二 0 达到 最 小 值 ,从 而 改进 了 
Daykin-Eliezer 的 相应 结果 .( 王 中 烈 等 ,Congr. Numer 1992,87:119 ~ 128) 


8， (1) 设 ax 庆 0 二 1 mk 二 1,n,p; 之 0， ,1 


了 


h(t) 一 Hr2 Te) (ag) ]“ (2.71) 
则 是 i 的 递增 函数 . 特别 
h(0) 去 h(3) < hC1) (2.72) 


是 H6lder 不 等 式 的 加 细 . (Yang Xianjing,[301]2000,247(1):328 ~ 330) 
Pecaric,J. E, 证 明了 Holder 不 等 式 的 单调 性 质 : 


设 dr ,Os > 0 ,ur > 之 0, 广 十 地 一 1,1 < 户 < co, 则 
0 COO at) PO vB) 一 2)oais < 
kl k=1 k=1 


Dua) PC Wb) 一 Dab 《2.73) 
k=1 k=1 k=1 


当 0 一 上 < 天 1 时 ,不 等 号 反 向 . (Mat. Bilt,1993,17:69 ~ 一 74) 
Minkowski 不 等 式 也 有 单调 性 质 : 设 a4,5; 宇 0, 4 之 vw 宇 0, 若 p 宇 1 或 pz 二 0, 则 


0 过 (Daf) 十 (opt }— Dv ar + ba)? 
k=1 k=1 k=1 
去 {C2 uaf )” + (ubt )” 本 — Pyar be)?, 
k=1 k=1 天 一 于 
当 0 二 pp 二 1 时 ,不 等 号 反 向 . 
(2) 设 ( 和 ,Za ,1) 和 (CY ,zs »U) 为 正 的 测度 空间 UCT) 二 1,0 < vy) ~ co. 了 是 和 x 
Y 上 实 值 有 界 可 测 函 数 . 定义 A:R -> Rt 为 
h(t) = exp (fosT ,ewer dvly) |ax(z) } ， 
式 中 
G(y) 一 exp||, f(x,y) du(7)), 


H(z,y) = zy 一 | fC, dncz). 
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则 
hECR), hE0 WHOSB0 Vi€ER', 

h(t) 一 0 一 0 或 凡人 (区 一 0. 

h 是 [0,co) 上 严格 递增 且 严 格 凸 的 函数 . 特别 ， 
| exp (| f Cz9) dpCz) )du(y) ht) 


去 exp{| log(| ee du) jde(z]，0o<es<1 


Ha6lder 不 等 式 的 改进 往往 依赖 于 Young 不 等 式 (2. 25) 的 改进 . (2. 25) 式 可 写 


工 一 1, 则 


9., 
1 
0 之 0,1 拓 如 <co, 一 十 
Q50 -一 p p g 
(2.74) 


成 以 下 形式 ; 设 
ab 过 os» lpe. 
pb 2 
Hirzallah ,Omar 等 将 (2. 74) 式 改 进 为 
a2b? + 二 (a? 一 加 )2 去 (daz + pr)?, (2.75) 
r p qa 
一 | f(x) 1718 


式 中 > 一 max {p,q9) ,在 (2.75) 式 中 取 a 
上 FL 的 定义 见 (2. 18) 式 , 即 可 得 出 Holder 不 等 式 的 改进 : 


Le 15+ fal le lf od < FS el 


| sw)6 = | g(x) | /| gl,.,s 


(2. 76) 


([386]2000,308(1 ~ 3) :77 ~ 84) 
) ,或 函数 f.g 加 上 一 些 限 制 


10. 当 对 数列 了 一 (ZX1 9""" 9Tn ) ?y 一 Cyi sr Yn 


后 ,Helder 不 等 式 还 可 以 得 到 进一步 的 改进 ,例如 : 
1; 则 Cauchy 不 等 式 可 改 


(1) 设 0< 地 二 … 之 字 “0 RyRy 
进 为 
《 Diy) 二 Yi p> (zt i ) yr; 
4=1 4=1 k=l 
7k 二 1 2 一 k 2 
BIT (2. 77) 


(Dziys)’ 过 (Dy,;) Pe 
k=1 j=1 
且 仅 当 VY x 二 Rxi ,yi 二 y1 时 等 号 成 立 . 式 中 zo 一 0. (Liu Zheng,[301]1998,218:13 ~ 
21)Alzer,H. 则 进一步 改进 为 仅 当 vc 3/4,8 之 1 一 a 时 成 立 
(2. 78) 


DERRL 过 pb Gat Lziy, 。 
k=1 j=1 £=1 


(L301]1999 ,234:6.~ 14) 
(2) 设 1 二 p< 过 oo%， 1/p+1l/g=1,0<7 Rr ACE 
过 yi;B, = 3 
了 一 天 十 1 
(2.79) 


EL [3 
魏 (DY zp) Yad Dy + Cm —&) B's, 
zi 一 1 j=1 
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式 中 0 过 km 过 nn. ([151]) 
(3) 设 aisb 宇 0,8 = 二 1 … yn. (A), (Bi) 分别 是 fai), {Bi) 按 递减 次 序 的 值 , 即 
Al 汪 A 汪 hi,BI 宇 Bi 宇 … 宇 Bi 车 1 二 Pp 二 ,1/p 十 1/g 一 1, 则 


mk—1 


> ab < AD 2 BY 十 (k 十 1) 7 Be 9， (2. 80) 
k=1 


式 中 Br; 二 > B,， 而 & 是 满足 条 件 &B, < Be 和 (十 1) 了 之 BID， 
(0 之 上 牵 m 一 1) 的 最 大 整数 .1 委 冯 委 半 
车 0 二 pp 二 1, 则 对 所 有 a4,64 放 0,{Ai) 是 {as}) 的 递增 次 序 值 , {Bi) 是 {65,) 的 递减 次 
序 值 时 ,(2. 80) 式 中 不 等 号 反 向 . ([301]1984,102(2);435 一 441) 
(4) 设 f,g; : [a,61]— RR 非 负 递增 , 旦 ER EE Lr[a,b], 则 当 1 ~ p << co 时 ,成立 
Minkowski 型 不 等 式 : 
DY Cat YF Wad)" 去 (CB gt YF de, 
k=1 名 4 一 ] 
若 /递减 旦 gs(a) = 0,k = 1,…,n. 则 不 等 号 反 向 . (Sanja,V. ,[361]1995,20(1) :250 ~- 
255) 
(5) Minkowski 不 等 式 (2. 31) 可 写成 以 下 形式 : 
1 atort Ll a ll es 
三 和 ( ‘) | <3{(5 2 ) 二 (到 2 ) | (p > 1). 


Cooper 由 此 给 出 了 它 的 两 种 推广 ; 
四 设 / 是 [0;co) 上 四 的 递增 函数 , 记 F(z) = [fewDqz, 则 


Fr 俊 DF tb < 仁 Dre))+ Dh, (VmeN); 
k=1 k=1 


加 ” 设 f 是 [0,co) 上 严格 递增 的 是 函数 ,A(0) = 二 0, 则 
fF! | es 人 人 =” 2 | S) 站 ([317]2(1927) ,159 ~ 163) 


(Debi)’ < ent je ?4 )S (erty 
< (Di) Da) 


(Callebaut[ 301 112C1965) ,491 ~ 494) 
(7) 设 a ,bs 为 实数 ,0 过 zx 过 1, 则 


(2 ab 十 工 Ze 去 (Pa 十 2z 4%) 31 十 2z >)bib;). 
一 1 一 1 . kj 


浸 二 0 时 , 它 归结 为 Cauchy 不 等 式 (22]85 ~ 85) 


好 


1 
0 
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| 天 < 去 人 f7) 


(Elem, Math. 29(1974) ,150 ~ 151) 
(9)》 了 空间 中 的 Orlicz 不 等 式 : 设 f,g E L*[0,1],p 之 2. 则 存在 常数 > 0, 使 得 


[ | fCz) bdz 十 c|. | gCz) ldaz< | | zy) 十 吧 (Cz) ?dr, 


式 中 sgna 一 十 1.([104]117) 
我 们 问 :常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
(10) 设 i<p<2,fELlL:,gEL, ffl,>0, gl,>0. 


记 寻 二 max{t,0} ,; 则 
名 


Is 1 一 二 | 人 (有 ) (4) ,< | fe i 


Sam 
i eA ) - (TgT) 六 


当 2 之 jp 之 吕 时 ， 上 述 不 等 式 中 含 方 与 与 上 的 项 互 换 位 置 . ([301]343(2008) ,842 ~ 


852) 
(11) 4h;[a,b] -> Ri 是 p 一 c 一 Holder 型 函数 ,是 指 它 满足 以 下 条 件 : 
| PCz) 一 py) Iec|z—yl|*:, c>0, 0<p1l, zy € [ao 


设 f,g 在 [a,6] 上 可 测 , 且 二 是 方 一 < 一 Halder 型 函数 , 则 


o< (J 7) (a) (se) 


一 GE 
(285 十 1(22 十 四 "8 >”， 


2 和 (5 — a 1 
i gl $s, E L*¥[a,b], 二 
emt Drm Si’ & “ a Bh 


gE L™” [a,6b], 


(6 一 a)* | g 1 和， g € Li[a,bl]. 


([399]21(2008) ,388 一 393) 
11， 反 向 Hilder 不 等 式 和 反 向 Minkowski 不 等 式 : 设 1< 二 p< 二 吕 ,1/p 十 1/g = 1， 
寻找 常数 cm ,使 得 


Ca PD < co (2. 81) 


式 中 ai ,bi 人 0, 则 (2.81) 式 称 为 反 向 Holder 不 等 式 . 
这 方面 的 研究 也 有 很 长 的 历史 . 如 见 ([1][2]) 下 面 的 | a 中; 仍 按 C2.2) 式 定义 . 
(1) 设 a 一 {as} 0 一 {Ds} 为 实数 列 , 则 


一 到 Ce 一 5 十 ela 一 站 ellae 一 2 一 站 el 十 1ella) 
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和 2 lab ISICatolit+ hal, — ol) Cat+ol: CO— | ea 1: 十 6 ); 


— 志 (Clalit oli— latol max( al, lel; 


([331]1979, No. 634 ~ 677:143 ~ 147) 


} < 2) | axb | 


< 人 Halt hol lamol max{lal:, lol 


(2) 1989 年 游 光荣 证 明 : 设 0 二 mi CaM,0 和 mb Msl kn, 


1l/p+1/g= 1/r. 
全 若 zz,o>0, 则 
了 1 rq (Tz wp < | az ji, < 一 
Mm” MO 和 To 和 
加 若 如 >0,9<0r>0, 则 


| ap | (如 we (Maz rp, 

< Ta MY me 
国人 式 中 不 等 号 全 部 反 向 ，; 
© 车 p 二 0,g 二 0， 则 
lwl, May 
< TT 


@ 关 ; 一 二 其 当 乡 之 1 时 .成立 


mi 十 m; /pry DH Nig M2 \ pa 
(你 寺 内 人 [( 寻 > |als 二 (于) 451 


latol, < lal,+t eol,. 
而 当 0 < 之 p< 之 1 时 ,Dads+ ol, Watel, 


M+ My PU ye 2 \ yy 
< rm Lm Nel,t os” Nel,). 


(L356]1989,9(1 一 2):35 ~ 43) 


(3) 设 0 二 mi 志 a 夺 M0<m Rb Mk = 1l,. 


al lol, cl ol, 
式 中 
Mf? M3 — mf?my 


(2. 82) 


(2. 83) 


(2. 84) 


(2. 85) 


,ns1/p 二 1/g 一 1, 则 
(2. 86) 


Coe = LBM mo MY — rar Mo mg rT Cr Me MN — Me rr T° 
(Diaz-Goldman-Metcalf, SIAN Review ,1979,21(4) :550 ~ 557). 特别 , 取 p 二 9g 二 2, 得 


| adi | all, [els < 委 cs | ao li; 
1925 年 Polya-Szego 证 明 式 中 


上 IT AT， m1 D2 
有 才 时 2 ( m1 m2 二 你 迁 ) 
(2. 87) 式 右边 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 : 令 
Mi /ma: - M, /m2 


BT CM Im ) FM 7 mb Rh om) 4 CM Tr ) 


(2. 87) 
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则 k = Bn,l 二 Bn 都 是 整数 旦 有 个 ai 与 m1 重合 ,其 余 ! 一 n 一 上 个 与 Mi 重合 ,而 相应 
的 已 则 分 别 与 Ma ,ms 重合 . ([56]Vol. 1:74) 
1967 年 Shisha 证 明 


la lw /f/m 
abl jon < ( mz 全) 
1968 年 Ozeki 证 明 
2 
Callsiol2): — | 时 < MM — mma)?. 


1963 年 Diaz 和 Metcalf 证 明 


2 m: AM 2 M | 
全 十 算是 1 时 入 ( 河 十 各) 让 [22]121) 


设 1<<2< < 一 , 方 十 二 一 工 骨 


n 1 n 1 Mm n 
# mp gq ， 
( Zoo) (Z2 时 ) < Mr)’ 
站 十 


(人 oo (oto): 魏 jm Dab). 


(AM 1 3 CE mS 


委 M, 虽 


TL So + TMm > aiuy < (7 + ) Dab 〈[22]122 ~ 123) 
pb i a k=1 qa p 


更 一 1 


1986 年 邵 剑 波 证 明 : 设 0 一 ma 委 | CA | 过 MM ,0 之 mz < be | 二 Mi,l1 世上 nn, 则 


人 2 na CP) lhl) 
< WT 二 /加 各 )(2 oo D， 


仅 当 有 p 个 a 与 mi 重合 ,其 余 n 一 pp 个 a4 与 M 重合 ,而 相应 的 5 分 别 与 M; ,mz 重 
合 时 等 号 成 立 . 


证 从 假设 条 件 ,证 去 


Qk 


色 | 过 闪 ,于 是 


D2) {ms Ms | as Bo Cams MI M2) | as [+ mM | ob 1?} 


&=1 


Uk 一 了) 


一 > mM | 6b 全 一 加)( 
k=1 2 


从 而 


ms Mz 2) | as B+ mM DY | bl: < mm MiM) > | ape |. 
k=1 


k=1 外 二 


两 边 同 除 以 VmimziM1i M2 即 可 得 证 . ([344]1986,3:76 ~ 78) 
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1964 年 Diaz-Metcalf 对 (2. 87) 式 中 的 cs 作 了 改进 ,证 明 


2 
"mM. 1 人 Lali ja). (L301]1964,9:59 ~ 74) 
mmsy 十 MM 


1969 年 Barnes,D.C. 还 证 明 , 若 0 < 0 和 bi 是 
ai 十 at SIa Beithbn 26k= 2 一 1. 则 cs 二 (2n 一 DD/(n 一 2), 且 
仅 当 a 二 nn 一 关 ,bi 二 上 一 1 时 (2.87) 式 中 右边 的 等 号 成 立 , 
应 的 积分 形式 是 : 设 f EL*[0,aj,g € L[0,aj. 若 f,g 是 [0,aj 上 非 负 的 媚 函 数 ， 
且 0 过 Fl; 二 20,0 过 |g 中 ,过 0. 则 在 


filslgle el fe ll (2. 88) 
6 
, 当 p 这 1 时 ,cy,s 二 .而 当 | pl 过 1,19g | 二 1 时 ， 
中 当 p 寺 Cp (1 p+ ga p 
3 
Co 一 


(1 十 轧 )72(1 十 Var， 
([30111969,26:82 ~ 87 ,或 [41530 ~ 532) 

1986 年 , 陈 广 卿 利用 凸 函数 不 等 式 证 明 : 当 p14 之 0s 记 十 记 二 1 时 ,(2.86) 式 中 cu 
为 


CL Jv lye Za (zz) 
p a Xi flxi) 
cpa Cr cI CFCr) fro) 


式 中 f(x) = 二 xX? ,而 且 


| as |? 


[as |? 


Xz! 一 mis 本 j= 一 mex | : ([301]1986,1:54 ~ 57) 
(2. 87) 式 的 加 权 形 式 是 : 设 a ,6 > 0,wi 之 0 且 不 全 为 零 .1 三, 则 
Cala) Pao 
1 去 二 max (Let eb) ([2]45) 
到 了 4ara jbrb; 
Cabin)’ 


Zagier 不 等 式 的 加 权 形 式 : 设 f 与 g 在 [a,6] 上 递减 ,f(2) 一 g(6) 一 0, 非 负 权 函数 w 
在 La,6] 上 可 积 , 则 


Hl3 ali < max{ Fo)| gorao)| fo} l fel. 


(Pecaric,], E. ,[40411994,12(3):125 ~ 127) 
1991 年 楼 字 同 证 明 : 设 0 过 mm 志 f(x) 之 Mi,0 过 mz < 委 g(Cz) < Mr€ EE,f,gw 
EL(E),w 宇 0, 则 
fis, ll gz, CI fe ls 
离散 类 似 是 : 
als hols,, CHa li,,, 


§ 2 Halder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 23 


Mma 十 MM 


m1 ma Mi 


. ([353]11991,4:24 ~ 


式 中 0 二 ma 所 Mi,0<m 6S M,C= 


28) 
(4) 1990 年 刘晓华 证 明 : 设 p,g>0,1/p 十 1/g 二 1,0 < 之 mi a 过 Ml ,0 之 m2 过 b: 
委 Mi, 则 


alls lol, < 2 1 (2. 89) 
式 中 
_ (1 一 包 坊 
cp) = (pH) 一 ye pt (2. 90) 
它 的 加 权 形 式 是 : 设 0 二 mai/64 志 Mw 之 0, 则 
als, 6 ,,, 委 co 人 AES (2. 91) 


式 中 ja 上 = 二 (Dafwi)*?. (2.91) 式 的 积分 形式 是 : 设 (X, >》) ,1) 为 测度 空间 ,f,g 为 


XX 上 关于 jy 的 非 负 可 测 函 数 , 若 0 二 mw 志 f(x)/g(x) 声 M 在 X 上 几乎 处 处 成 立 ,f .gE 
L(X),1/p+1/g = 1,p,9 之 0; 则 


fl; ll gl ,Re cos CR) | fg | 1.,， (2.92) 


式 中 1 f1 。。 一 (| ao)I2.([301]1990,1;84 ~ 88) 


庄 亚 栋 (Zhuang Ya-Dong) 证明: 设 0< 二 mi 二 a 寺 M0 过 ms 寺 b 寺 Mi,1 寺 kn 
1/p 十 l1/g 二 1,1 < 之 pb 二 吕 ; 则 Ya,B 放 0, 成 立 . 


la hel, el li. (2.93) 
式 中 cs 一 (op) -np Bmax (re i ， 
让 过 证 明 (2.74) 式 的 反 向 不 等 式 : 
+26" < cysab, (2. 94) 


二 io Om a<M,0 Tm < 委 2 雪 AM. 
M? 


co 一 max Cmt + EMD /mM + 于)/ (Mim) ， (2. 95) 


利用 (2. 94) 式 得 到 反 向 Holder 不 等 式 的 积分 形式 : 设 0 二 mm 二 f(x) 志 Mi， 
0O<m 委 g(z) 魏 MyzE 开 , 则 
fl, lgl, < en | fg li. (2. 96) 
式 中 cps 由 (2. 95) 式 给 出 . ([301]1991,161(2) :566 ~ 575;1994,181:280 ~ 281;1995， 
196(3) :795 ~ 799) 
(5) ”加 细 Halder 不 等 式 : 设 ai,64 之 0,1/p 十 l/qg= 二 1,1 二 pp 二 %, 记 pVg= 


Djatpy? 
一 一 一 一 一 一 一 , 风 
(Da DD 
Rk & 


max{p,g},p A g = min{p,g}.S, = 
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2 加 加 ab || i 2. 97 
pVa! S,) 过 1 Ta eT- FAa! S,). (2. 97) 
(2. 97) 式 的 证 明 ,依赖 于 下 述 Young 不 二 直 的 加 细 | 
Fv <3etib 


(6) ”对 于 f,g 加 上 些 特 跌 的 限制 后 , 反 让 Halder 不 等 式 和 反 向 Minkowski 不 等 
式 可 以 得 到 改进 . 

例如 ,Barnard,R. W, 将 (2.88) 式 推 广 为 短 权 wm GD 二 和 指数 权 wi(z) 一 <e ”的 情 
形 , 即 设 f,g 是 E = [0,1] 上 非 负 巾 孙 数 ,wi (bb 一 上 ,ia 一 1] 则 对 于 1 委 尺 < co ,成立 


| fg io cl fl, |g |2,， (2. 98) 
式 中 cs 一 (3E 二 和 > , 仅 当 Fi == tg(1) 二 1 一 1 时 等 号 成 立 , 而 当 p 宇 1 时 ,成 立 
a 1 ’ p a 1/p 
| fe 中 之 GFT rer, Drd)®, (2. 99) 


仅 当 f(t) = 1 一 t 时 等 号 成 立 , 式 中 B(u,v) 为 Beta 函数 . 
设 fg 是 (0,co) 上 非 负 的 四 函数 ,1 二 Pp 二 2,1/p 十 1/gq = 1, 则 对 于 权 o (in) =@*， 
成 立 
| fg D1, Sepa || fl; | gs » (2. 100) 
式 中 1 8。 一 (| rpe doy. co 一 min 人 (PC 十 DG PC 十 1 .PCa) 为 
Gamma 函数 . 仅 当 f(z:) = 一 1,g(G) 一 上 时 等 号 成 立 . 
证 明 的 基本 思路 是 选择 适当 的 对 称 核 KK(z,1) ,将 f'g 表 示 为 形 如 | K(x,t) f(s)dt 的 


积分 变换 ,再 利用 极 小 化 过 程 .我 们 以 证 明 (2. 98) 式 为 例 : 令 


rz(1—i),0<zr 人 Atl, 
K(x,t) = | (2. 101) 
£1(1— 7x),0<ZiZrAl, 


并 设 u,v 是 [0,1] 上 非 负 可 积 函 数 , 则 
GD = | KeezywCzdzryeG = | Klar) vr)dr (2. 102) 


构成 了 [0.1] 上 所 有 非 负 四 函 数 的 一 个 稠密 子 集 . 
我 们 设 由 (2. 102) 式 所 定义 的 f,g 满足 正规 化 条 件 


[frra = 1,| gra 二 1， (2. 103) 


将 上 述 fg 代入 min| f(Dg (i)rdi, 并 利用 迁 术 


K, (xz,y) 
(Kz,x)K, (Cy,y)) 


1 
K(x,y) 一 | KC KG yr disG, (x;y) 一 
得 出 | CDg(DPd > mintG(z) + 0 ry <1) 


x| | VRC) /ROY yur) wy) drdy. (2. 104) 
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于 是 从 (2. 102) 式 ,(2. 103) 式 及 Cauchy 不 等 式 ,得 出 
1 一 | rcped 一 [FE Kozzkzaz]ed: 
[3 0 0 


= | ez[| Ks fr deldr 
1 1 1 
<| uo[| KG zd f 2 (Dd dx 
= [un) Koz,2)) dz. 
同 理 可 证 1 二 | ve) OKCy2))Ydy. 从 而 (2. 104) 式 变 成 


1 
| foward > min(G. (xy) :0 二 zy 去 1 
a 十 1 
2(a 十 2) 
([301]1990,147(1):198 一 213). 1993 年 ,Wang Hann Tzong 等 进一步 将 (2. 98) 式 
推广 为 


2 


再 证 明 min{G,(zx,y) :0 过 zy 委 1) 一 ( 


| fg li S00 | Ff), Hg . (2. 105) 
式 中 1 < p= co,1/p+1/g 一 1. cp,g 一 min{ci (pq),c1(g9,p) ,cs (p,q9)), 
( Va 十 g 二 1 
C1 p,qg) 一 ; 9 
(a 十 2)(a 十 3) VB(p 十 1,a 十 1) 
cs(p,9) 一 B(3,a 二 1) 


BClp+1lat+1) Blt+1l,ot 1 
Bp,g) 一 | 1 一 Dmdt 为 Beta 函数 . 仅 当 /(1) = trg(t) = 1 一 + 时 等 号 成 立 . 
([301]1993,176(1) :92 ~ 107,1998,225(2) :624 ~ 629. 另 [330]1992,23(2) :117 ~ 121) 
07) 设 f,8 是 D 上 正 的 可 测 函 数 ,DCR',0<w€L(D), wo(D) = | wlz)dz, 
车 2, 委 ca 大风 
rr A AR 
若 上 fs 和 cl fl,7 之 1,r 一 了 或 gq,1 志 p,q 二 吕 , 则 
alr mA A (2. 106) 


(8) 设 F,g 是 Lo0,1] 上 非 负 的 四 函数 ,0<> 委 1 委 2 轴 gg<co wx 为 L0,1] 上 权 
函数 , 则 
| pg 和 Cl。 (2.107) 
成 立 的 充 要 条 件 是 


| KO) | pe.* KG,s) los., 


C= sup, TRODRG SY) |. 


之 oo. 
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式 中 K( ) = Xx(l—y)，0 达 Ty 世 1 
人 -oa o0<y<r<l. 
((7)(8) 见 [329]116(1995),133 一 165) 
(9) Zagier 的 Cauchy 反 向 不 等 式 : 设 ai 疡 ai 人 人 ao 全 0 有 全 过 多 
> 0, 则 
(Dla) (DH) < cs >)aubkt 式 中 C2 = max{ar Dbi sb Das}. 
k=1 k=1 k=1 k=1 二 1 
仅 当 oa 一 … 一 av, 且 0 = 二 … 二 6b, 时 等 号 成 立 . (Alzer, 了 H. ,[360]1992,58(2);157 ~ 159) 
它 的 积分 形式 是 : 设 f,g 在 [0,o) 上 非 负 递 减 , 则 对 任何 可 积 函 数 F,G : [0,ce) 一 


[0 ,1 ,成 立 
(f,F)(g,G) cf,g), 


式 中 心 二 max(| fCz)dz,| gx)dz). (f,g) = | fon gc dz. 


([305]1995,102(10) :919 ~ 920). 1995 年 Pecaric,J.E. 给 出 了 它们 的 加 权 形 式 : 设 {a4}， 
{54), {ur},{vi) 均 为 递减 数列 ,wi 之 0, 则 


(DV wrarur) CC Dy wrbevs) co Dwrarbs) ， 
k=1 k=1 k=1 


式 中 co 二 maxf{z > wives Dywnur}. (L360]1995,64(5):415 ~ 417) 
k=1 


k=1 
he S| . 
(10) 设 实数 p; 满足 2) 二 一 过 ;0m 之 2,04 >0,7 = 二 1 ,mk = 1, ,n, 
j=1 £i 
则 仅 当 {p;} 中 只 有 一 个 p; > 0 而 其 他 ps 过 0CY& 关 让 时 


I lal ps 过 Ta | ,. (2. 108) 
j=1 


;1 


p; pb p; 

仅 当 从 二 妈 二 … = 全 (i,j 二 1,…,m) 时 ,(2.108) 式 中 等 号 成 立 . 
ayi Qayd Qa 

(Sun Xiehua( 孙 光华 ),[35711997,23(2):;241 ~ 252》 

(11) 1948 年 ,Toyamay, H, 给 出 反 向 Minkowski 不 等 式 ; 设 ax 守 0, 但 不 全 为 零 ， 


0 二 r 过 ss,; 则 
[> CD ap) ”J 
k=1 j=1 


[2) ( DY a) 
上 界 是 最 佳 的 ,2000 年 Alzer, H. 等 给 出 了 (2. 109) 式 的 加 权 形 式 , ([35812000,216(1 ~ 
3) ;253 ~ 256) 
(12) Cauchy 不 等 式 的 加 权 形 式 ， 
| ab | 1 和 | a | 2 ,w | 6 ll 2 


< (min{m,n})++. (2.109) 


车 Dabrw 一 0, 则 
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则 


Kt 


Pablo Shall ol 


若 > mw 一 1, 且 > aubx 一 0, 则 
k=1 A=1 


le ,hol 
(Tar:) + (mop:) < 
由 此 推出 


1 
als lols lial:. lel,; 
若 > os = 1, 则 


1 bp3 y， 2 
max x {os | CR 一 Boe ) 丘 3{ Uk |w 一 Wj 
i=1 


4 
加 


1<r<n 


一 坏人 we 


去 二 1 


1 


) 


2. ([330139(2008),291 ~ 301) 


3 


(13) 设 1 二 p< 二 %%， 方 十 本 一 1 0<<r<1l， 二 (al Qu)， b= (bi, ,b,), 


二 (11)， 《45b) 一 2》)axbi 为 a,b 的 内 积 ， 
k=1 


若 (e,p) 之 0， (esa) 过 27! (eye)， (e,0) 过 271 (eye)， 
Cliels— lali lel,s— ol,)>0, 


(a,b)'—(e—a,e—b)'<Clal, lblo)—{Clel,— lale cel — lbl)}"; 


(a,b) lal。 lb 
Cae pb) hel.— | al DT el 一 外 bl sy 
仅 当 aa = … 一 as 和 pi 一 …b 时 等 号 成 立 . ( 文 家 金 , 王 换 澜 ,[351]2008(1):8 一 21) 


12. 设 f,g 在 [0,1] 上 非 负 , 广 ,gi 是 [0,1] 上 的 外 函数 ,a,6 > 0, ci,cz 之 0. 


1 1 1 

| fe >BlatlbtD pa tD iB+ NF, lgl,, 
仅 当 f(x) 二 cx,，g(X) 一 cs 一 zz 时 等 号 成 立 ; 
若 0 二 pp,g 牵 1, 则 


(pa DF 十 1)7 
| /< tt ,el,, 


仅 当 f(x) = 二 ox, g(x) 二 coz? 或 f(x) 二 cl1 一 Xx)*, g(x) = cs(1 一 x)* 时 等 号 成 


(2) 若 0 二 p 志 7,0 二 gs, 则 


1 (pat DiC) ; 。 
| fe < et g++ | ls; lel;, 


E> 


若 如 这 rr>0, 9 二 0, 则 
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[re > 


([3011187(1994) ,306 ~ 323) 
13.” 设 f 是 [a,6] 上 非 负 可 测 的 凹 函数 ,0 二 a 过 B,; 则 


Bt1lP a /atl fs 
(7 < (7). 
取 a= 二 1,B8 二 pp, 即 p 之 1, 则 
pb 22 6 p 
| 六 < 天 5 sors(/) 
取 a= 二 pp,B 二 1,; 即 0 二 pp 过 1, 则 
(| 站 < H+ | po. (L2144) 
14, 设 f,g 是 [0,1] 上 非 负 凹 函 数 ,p,g 宇 1, 则 
1 1 1 
| fe 2p+t DIGtD l,l el, te 十 7GDg(GI)] 


(Borell 不 等 式 ). ([301]187(1994) ,306 ~ 323) 

15.， 设 f 在 [0,1] 上 非 负 可 积 ,fr 是 [0,1] 上 的 四 函数,a > 0. 则 当 p 之 1 时 ， 
[7 EF ror, 

当 0 二 p 声 1 时 ,不 等 号 反 向 . ([301]187(1994)，306 ~ 323) 


16.， 设 fg 在 [0,co) 上 递减 , 则 | fe 宇 士 (| 天) (| ), 式 中 


c= max{ /CO)| gg¢0) | C[221155) 


17. 设 是 方程 十 1 一 ( 吝 ) 二 0 的 根 (4 sz 3.939)，f,g 是 [0,1] 上 非 负 递增 的 


町 防 数 ,1 之 p,g 三品 , 则 
G) | fe 二 clfl, lel,, 式 中 


< 一 min (0 + p)s ,到 (1 十 g 计 ,1 二 p31 十 g)+ 1. 


着 p,9 之 和 1, 则 c 一 计 (十 PC 十 g)*, 且 仅 当 f 一 g 一 工时 等 号 成 立 ; 


车 之 4 或 9 过 4, 且 之 4y 则 c 一 序 (1 十 p), 且 仅 当 f(z) =z 和 g(z) 一 1 时 等 
号 成 立 . 

C2) 设 记 之 和 , 则 | 之 cf slel-, 式 中 c 一 诗 Q 十 D, 且 仅 当 /一 g 一 z 
时 等 号 成 立 ; 

车 p 莹 X, 则 c 一 去, 仅 当 /一 zz, g 一 1 时 等 号 成 立 . 
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G) | 让 关于 171- 1g1-, 仅 当 了 一 一 工时 等 号 成 立 [22]149 ~ 150) 
18, 设 fg8 在 [0,1] 上 非 负 ， 广 ,gt 是 [0,1jJ 上 的 四 函数 ,ap > 0. 则 
a (J (fe)< hs < 7) (ia) 
式 中 
Cc 二 (a 十 1)(D 十 1)B(a 十 1,6 十 1),B(w,v) 是 Be ta 函数 . 


_ (ae+DG 二 DID 
Ca 2zTD5TT 一 . (L301]187(1994) ,306 323) 


19， 设 a 守 0, 0 二 pi 声 1, fs 是 [0,1] 上 非 负 函数 . 
G) 车 5 是 [0,1] 上 的 四 函数 , 则 
In)< (+ Do) I cpr + 1 1 Al sa， 
仅 当 户 (z) 一 zx 或 (1 一 “时 等 号 成 立 。 
(2) 著 记 是 [0,1] 上 的 凸 函 数 , 且 fC0) = 0, 则 上 述 不 等 式 反 向 , 且 仅 当 f(x) 一 
ze 时 等 号 成 立 . ([301]187(1994) ，306 ~ 323) 


20. 设 在 [0,1] 上 ,f 非 负 递 增 ,g 非 负 递减 , fr ,g? 为 四 函数 ,a16 > 0， w 为 [0,1] 
上 正 的 可 积 函 数 ,p,q 宇 1, 则 


| fe 1, ch fF), lg ,.,, 
式 中 
1 1 -二 1 -二 
< 一 (| 1 一 ziokzdz)(| zeocz)dz) (|.a 一 Deokzydz) ， 
仅 当 f(x) = 和 g(x) 二 (1 一 Zz)* 时 等 号 成 立 . ([301]187(1994) ,306 一 323) 
21. 设 广 是 [a, 门 上 正 的 连续 函数 ,加 >>0 且 》) 六 二 1, 则 
k=1 Pk 
Tp yew eT pe 
[Hi)<ew < HF) 


点 二 


式 中 
二 6 了 It 站 
G() = 工作 GO) (Ce 上 
( 刘 证 ,[330]34(2003) ,383 一 385) 
22. 设 太 之 之 0, 之 抽 之 0,1<p<%, 广 十 廊 二 记 
zalls = {2 Ct —af))’. 
二 1 
则 


zoal,. Hy—el, a zi, yim Hall,. lol,, 
仅 当 zi65ls 二 yl lal 时 等 号 成 立 , 由 此 推出 
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Dzt—at yi cy — 6 S| zh,lyls— lal, lsl,, 


仅 当 生 一 时 二 A (> 0) 时 等 号 成 立 . ( 杨 定 华 , 徐 丹 ,[345]47C4) (2008) ,52 ,54) 
下 中 


23， ”线性 泛 函 的 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 . 
设 E 是非 空 集 ,L 是 线性 泛 函 的 集合 , 即 满足 条 件 ，: 
Li:frg €E Lcfieg) EL, cc € R!; 
Ls:l1 EL 即 若 f(2)= 二 1,1E€EE, 则 f EL. 
设 A:L 一 R! 是 正 线性 泛 函 , 即 满足 条 件 : 
AiiAl(co fi+eag) =cA(N +eoAlg), frgEL, cc ER， 
As: 若 FEL， 20 :EE, 则 AC() 宇 0. 


(1) 车 1<p 达 ~, 池 十 二 一 1， frgyw0, frw, grw, fgw, (fi+g)tw EL, 则 


A(fgw) 委 Ap » (Al(gw)}y 3 
(ACCf + gM) {AC 二 十 (ACgeaw)) 二， 
当 0 一 pp 二 1( 或 p 二 0) 且 Alg'w) >> 0,( 或 ALf?w) > 0) 时 ,不 等 号 均 反 向 . 


(2) 设 方 二 1 着 0<<m 区 ADC 过 M, zx EE, 则 当 1 二 p 二 2 时 ， 


A(Cgo) 之 ALACf?w)]? [CACgrw)]? ; 
当 0 二 pp 二 1( 或 p 二 0) 且 Al(g?w) > 0( 或 A(frw) >0) 时 ,不 等 号 反 向 ; 
若 1 二 po,0<mf(f+e)?, g(f+g)? 雪 M, 则 
[ACf + g)rw]? SALACPe) DS + [LACgrw) J] ), 
当 0 二 pp 二 1( 或 p 二 0 且 A(f 十 g)?w) >>0) 时 ,不 等 号 反 向 . 式 中 
A=| pl | gM nt mM? 一 Mo Me 一 me | 1. (L221135 ~ 136) 
YK3) 设 A,B:L 一 R' 是 正 线 性 泛 函 ，fi ,gi:E 一 10,co) 满足 : 


ft, (Dfi)’, gl (Dar) EL. 1<p<%,g9>0,A(gD>0, 
到 一 1 k=1 
则 


A(2 fs 

ED) <» 全 呈 矿 . ([301]110(1985) ,536 ~ 552) 
B(D)g:) 名 = 1 

让 二 1 


(4) 设 A,B:L 一 RR! 是 正 线 性 泛 函 ,fi:E -> [0,oo) 满足 : 
fl fis (Sh), (Of) EL. 
若 g 委 1 委 ”q 尖 0， 1 之 2p 二 0, 则 
ET [LAGDD 
B y 4 <2 [BOCDJT 
{(B[ (2 7) ]) 
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车 gsr 过 1, gsr 关 0,0 过 pp 声 1, 则 上 述 不 等 号 反 向 . (L22]158) 
24. Orlicz 空间 中 的 H6lder 不 等 式 
设 g 是 [0,co) 上 非 负 递 增 的 凸 函 数 ,p(0) = 0，p(ce) = co 在 (0,co) 内 不 恒 为 0 
或 co , 则 称 是 Young 函数 . 令 
px (s) 一 suptst 一 pb)， 之 0. 


tt A ot) og* (5), sst > 0. 


SNAD= | ,pd Ff Daz, (fs8) = | rco BDdz. 
定义 Orlicz 空间 为 | 
Lo(R") 二 (f:f 在 R” 上 可 测 且 NN,(4f) 二 %,， 4 这 0}. 
范 数 | 
1 fl = nf{ FCNe G7) DA> "| 
设 p,p* ,为 共 罗 Young 函数 , 则 成 立 Holder 不 等 式 : 
FFI < sup{ LE A lg EL,. < I fer 
([368]28(C3) (1979),512 ~ 513) 
25. ”抽象 测度 空间 (XX, 》) ,pn) 上 H6lder 不 等 式 与 Minkouski 不等式 的 改进 和 推广 : 
(1)” 设 (X, >) 和) 和 (了 ，>) pm) 是 两 个 。 有 限 的 测度 空间 ,x(X) 一 二 1,f 是 
XX XY 上 正 的 可 测 函 数 , 则 
JexpC| Inf dp) dre < exp{| in(| f dy) dp }. (2. 110) 
(Kwon,E. G. ,[359]1995,51(3) :369 ~ 375) 
(2)” 设 (X,》) ,pw) 为 测度 空间 ,A, BE 》) 旦 0<AA) 之 1 过 p(B), fi : (0,°%) 
一 《0,c0) 为 任意 双 射 函数 .p :和 一 R 为 非 负 可 积 的 简单 函数 , 它 构成 的 线性 空间 记 为 
Si,E= {zxzE€EX: g(r) 0), 记 ， 
pcw) -{ | 9 | di), CE) > 0, 
0， u(E) = 0. 


| ITwpdus Tz (Cp) V ot EE 1， 《2. 1117 
k=1 k=1 


则 户 必 为 共 辑 震 函数 , 即 f; Cx) = cuzw ,x 之 0,c4 为 常数 , 且 》) =1 


(2.111) 式 的 证 明 思 路 主要 依赖 于 下 述 结果 ， 

设 上 : (0,co) ~ (0,co),0<a<1<a+poa<p0 且 
ar(z) 十 pf) 委 Faz 十 py)zry0, 则 f(x) = 
(Mathowski,[362]1997,50(1 一 2):135 ~ 143) 
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Mathowski 在 1994 年 还 证 明了 下 述 Minkowski 不 等 式 : 若 六 在 0 点 连续 , 且 . 
prig tp) pp) tp 9) Gp E St (2. 112) 
则 当 1 和 且 g 二 co 时 ,Frz) = f(Dzr',x 宇 0; 而 当 0 二 gq 过 1, 且 (2.112) 式 中 不 等 号 反 
向 时 , f(z) = Fl)za, 作者 还 进一步 证 明了 下 述 广义 H6lder-Minkowski 不 等 式 : 


sce | gdn < | Lh (LJgdp, (2. 113) 

| ,gay E E 8 

式 中 及 : (0,co) -> Ri 为 凸 函 数 , 非 负 函数 f,g € L(E),E € 2》) ,ulE) >0, 若 六 为 止 函 

数 , 则 不 等 号 反 向 ,特别 当 h(t) = #2 时 得 Holder 不 等 式 , 当 天 二 (22? 十 1)? 时 得 到 

Minkowski 不 等 式 . 这 是 因为 当 0 二 pp 二 1 时 为 凸 函数 ,1 二 pp 二 吕 时 有 为 四 函数 . 
(2. 113) 式 的 证 明 思路 是 :定义 测度 v: >， -> [0,ce] 为 


_ Je 
vl(A) 多 A C E, 
aE 


则 《E， p> 了) 为 正规 化 的 测度 空间 , 且 . f/g EE L(Vv) ,由 凸 函数 的 Jensen 积分 不 等 式 ,得 到 
ac| fdv) <| 六 CE) dv. 
Eg E £ 


再 将 do 的 表达 式 代 入 即 得 (2. 113) 式 .([329j1994,109(2) :171 ~ 182. 进一步 的 改 
进 [302]1999,3(2),127 一 135) 
(3) ” 设 f,g 是 R! 上 有 紧 支 集 的 非 负 连续 函数 ,1 二 Pp 过 0,1/p 十 1/4 = 1, 则 


sup [fCz— weyay < lllel, <| suf Wad 2.114) 
1972 年 Leindler,L. 证 明了 一 个 更 强 的 结果 : 
| supt fz— We dz pig | fh lgl， 


当 f 是 [0,1/2p] 的 特征 函数 而 g 是 [0,1/q] 的 特征 函数 时 等 号 成 立 . ([369j1972,33: 
217 一 223, 或 [305](1991)98:650 一 652) 


(4) Halder 不 等 式 的 对 数 推广 : 设 0 委 a 一 1,pc>0,8 一 8 十 cS 一 所 + 


1 工 一 C 
二 ] ,定义 fg: [1,00) -> RI! 为 :f(x) 二 x*(logr)’;g(y) 一 加 2 十 logy) ,再 定义 
朝 : [1,co) xX[1,co) 一 R! 为 


fr)g(y), ZX 宇 1,1 过 yy 所 


H(z,y) 一 boc 1 
ry (0+ 二 logy) “rz 之 1,y 之 p， 


式 中 p= 二 max{l,e ?Xt) ,车 (X,p) 为 概率 空间 ,gp,y: 一 [1,0), 则 
[Gwe Wa HO gdp | gap). 
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(Ginibre,J. 等 [302]1999,3(4) :389 一 400) 
(5) Halder 不 等 式 的 Rado 型 推广 : 设 y 为 空间 XX 上 正 测度 ,y(X) 关 0,fi 是 XX 上 正 


的 可 积 函 数 ,g > 0,Q; 一 一 2 CO， 一 一 1 sp; = 不 之 ,1 二 rr 过 20,; 则 


LY ， | Tr? )rdu 


7 二 
TT(d rsaor 下 (， 三 ;dp 
k=1 


(Kwon, Ern Gun 等 ]. Korea Soc, Math. Educ. Ser.B Pure Appl. Math,2000,7(1):1 ~ 


6) 
四 、 若干 重要 的 推论 
1。 设 4a = (au) 为 实数 列 或 复数 列 , 令 ( 见 (2. 2) 式 )， 
lal = Oal ym.0<p< ,al = suplol 
网 数列 空间 忆 定义 为 ， 


1? 一 {a 一 《ai 0 | a | s < co )， 


cc 一 {Q& 一 (al，……a，…): limz。 存在 (有 限 )}. 1 
车 1 过 pi 二 pz 过 %, 则 
LiCl Cl CecC. (2.115) 
而 且 存在 常数 a, 使 得 |all。 委 call，， 
lim all,= lal.. (2.116) 


证 (1) 设 a=(a)E 入, 则 al 和 一 >) |ao|a<<co, 由 级 数 收 化 的 必要 性 ， 
lima, 二 0, 从 而 93m ,使 得 Vn no 时, | as | 过 1. 从 而 1a, |* 声 | cc |. 于 是 


上 a 中 如 < 也 | as | 加 十 5S) | a | 之 00,4 € lr. 这 表明 二 CC in. 


=n0 十 1 


(2) ”车 a EW, 则 YPp 之 posa EL 因为 1 a | 一 0(n 一 oo), 则 存在 | a | 的 最 大 


值 , 记 为 | au | ,于 是 Wal。 一 | au |. 又 因为 | & |< 1, 所 以 ‘12 私 卢 当 po 时 


递减 (从而 有 界 ) 记 为 2 1 全 |<< ce 
as 一 Mal& 
所 以 从 Val =| om | 志 als 志 VM al 和 VM ->1(p -co), 得 出 (2.116) 式 . 
2.、 设 (X, >),p) 为 测度 空间 ,EE€ >， ,wo(E) < co 委身 二 加 委 co, 则 
(1) CCCE) 所 工 ”( 开 ) CC LCE) CLNCE) CLCE); (2.117) 
(2) fi, ep pa) fl,,. (2. 118) 
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Cu CE)) WP lp2) ， pz < co， 
( 9 ) 一 
式 中 clpi,p {Cpe ， ps = co， 


(3) lim | fl ;= | Fl. (2. 119) 
证 设 1< pi 二 ps 一 ,由 Holder 不等式 有 
=) fa Fd" (| de) 


二 | Au) ra .两边 开 加 次 方 即 得 (2. 118) 式 . 


| fl; -=| | f l*dx = | | f dx < (sup, | fC7) | )p(E— A), 
两 边 对 YA CE 取 下 确 界 ,得 /1$ 志 if ls%p(E). 于 是 


1—p /po 


linsup | | fi lim(py(E))™ = | | -. (2. 120) 
男 一 方面 , 令 B= (xEE:|f(x)|> fl 一 e}. 则 1(B) >>0, 且 
fl, fa > fF 0 BY, 
于 是 ,lim inf fl, 之 | 了。 一 e, 由 e 之 0 的 任意 性 ,得 
lim inf | f 1 ,171-. (2. 121) 


从 (2.120) 式 ,(2.121) 式 得 (2. 119) 式 . 
注 (2.115) 式 中 的 包含 关系 正好 与 (2. 117) 式 相反 . 而 且 当 jy(E) = co 时 ,(2.117) 
式 不 成 立 . 
3， 设 (X,》) ,1) 为 测度 空间 ,EE > , 若 /geELCE),0<g 二 co, 则 当 户 演 9 
盖 0 时 ， 
《7 十 gs 十 ge (2. 122) 
而 当 0 过 pg 时 ,不 等 号 反 向 . 
若 = 为 复数 , 且 | = | 二 1, 则 当 1 志 pgq 志 2 时 ， 
[f+zgl?+ lf—zg ls CFs+zlgl|) ?tl CFI mzlgl,) |?, 
(2. 123) 
若 2 之 g 声 p 二 co, 则 不 等 号 反 向 ， 


1 
若 0 二 Pp 二 1,p 志 gq 志 2, | Rez | 之 一 一 一 , 则 (2.123) 式 成 立 ， 
V2—p 


(Pavlovic, M. ,|[ 301 |]1996,202.160 ~ 168) 
4. 设 0 二 p,g 二 o,f EL?ICE)N AE), 则 Vr: PP 二 r+ 二 q,; 有 了 EL'(E), 且 成 
立 Lyapunov 不 等 式 ， 


fl, fy fs， (2. 124) 
式 中 0 二 a 二 1 由 圭一 1 一 -+ 确定. 
r p q 
i 仿 p__? 一 2 工 工 一 .> < 
证 pi oar’ a 立 ; 则 ri 1,9l > 1. 出 Halder 不 等 式 , 有 
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Il 上 | Ai =- | | fl* .flo (| | f J ua (| | fl om yun 


= OW 1 = A 


两 边 开 > 次 方 即 得 (2. 124) 式 . 
推论 1 设 fE€ELD(B 六 ( 刀 ),0 过 Pp 过 0, 则 对 于 pp 二 g 二 0, 有 ffELDL(E, 且 


{fl Fe | fF. (2. 125) 
推论 2 设 0<=p<r<g 所 o,f ELE)NL(E).N feL(E),H 

| fl, 委 maxf | f|,, | gl,}. (2. 126) 
5， 设 l 克 pr&gqg<%,f EEL?(E) NILE),N 

[fl fl?+ Fh. (2. 127) 
证 邻 A={xE€EE:|f(z) I<1},B= (rEE:|fz) |>1). 则 E=AUB， 


而 且 
=) ret) fia) fat ha + 


注 〈2.124) 式 说 明 ‖f ,是 1/p 的 对 数 凸 函数 . 
利用 Holder 不 等 式 还 可 证 明 . fi? 是 p 的 对 数 上 是 函数 ,这 是 因为 设 0 达 a <i1， 
r 二 ap 十 (1 一 a)gq,; 则 


Fl = | f= 1 fd < 
< ha fla AYA. 
6 设 p(E) 二 1,f € 1L?(E),p >>0; 则 对 于 0 过 gq 过 pp. 有 了 ELL(E), 而 且 


a) | dog | /f Da < log Il sd1(。 jf lan 1), 8) 
1 

人 a |f ha D) -jos |fldn. (2. 129) 

(3) liml fl, = exp(| (log | fF Da. (2 130) 


提示 :利用 第 7 章 Jensen 不 等 式 和 (2. 118) 式 . 有 
exp(| log If Dan)< explog |f Dax= fl < Bs. 
注意 到 jy(E) 二 1, 即 得 (2. 128) 式 左边 不 等 式 . 


利用 初等 不 等 式 log: 之: 一 1,(0 <+ 之 oo), 用 4 一 二 全 代入 并 在 E 上 积分 ,得 


一 ga 和 _ 9 一 一 
jdog 7 一 gl71pe < Hi], | fd p(B =0. 


即 | dog| f1 a <1logl fl. (2. 131) 


另 一 方面 , 当 qT0 时 ,人 一} 递减 趋 于 log | 让 ,又 二 (| Fi 一 DELCE). 由 
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Levi 单调 收敛 定理 . 
,1 gy 1， | 让 "一 1、， 
im 二 (|, |f dp—D = | 大 dy | log | f | dz 
所 以 ， 
[og 1 fl dr = lm If lap 
E nd/ E 
> limsup 二 log(|。 |f ld = limsup log | fl,. (2. 132) 
从 (2. 131) 式 和 (2. 132) 式 即 可 推出 (2. 129) 式 , (2. 130) 式 ， 
7. ”函数 的 积分 平均 不 等 式 : 设 0 < wx(CE) < co,1 委 <co, 记 
_, 1 1 
N,(f) = reli Wa (2. 133) 
Ns (了 f) 称 为 f 关 于 集合 E 和 指数 p 的 平均 值 , 它 除 了 满足 H6lder 不 等 式 和 Minkowski 不 
等 式 以 外 ,还 有 关于 p 递增 等 优点 , 即 
(1) Hilder 不 等 式 :Ni (fg) 之 N,NaCg); 式 中 方 十 广 =1,1<p<o. 
(2) Minkowski 不 等 式 :NN,(f 十 g) 太 N,( 有 十 N,(g),1 寺 p< 之 %. 
(3) limN,(f) 一 | fF. 
(4) NN,( 放 关于 zp 递增 :1 < pi 委 名人 No (f) < N,Nf). 
(5) ”NN,《 放 关于 积分 区 域 玉 递增 , 即 设 Ei CC Ei, 则 
1 1/ 1 1/ 
Gl); | f ld “< CE 。 | fd. 


(6) (Ni CD) 为 如 的 对 数 凸 函数 , 即 logCNo CCP)2? 为 凸 函数;N,( 了 有 ) 是 1/p 的 对 数 
凸 函数 ,这 是 因为 
N,N < CN, CD) NH)’, (2. 134) 
式 中 0 二 a 二 1 由 1/r 二 (1 一 a)/p 十 a/g 确定 . 
注 1 我 们 可 以 进一步 考虑 /关于 和 zp 的 加 权 平 均 : 


_ el , 
Nf) = (hs|, {Ff wdp)', (2. 135) 


式 中 w(E) 一 [C0 dy) >> 0,a.e. 于 x EE. 它 与 N,(f) 有 类 似 的 性 质 . 


n 


注 2 对 于 离散 量 求 和 , 令 A.4p) 一 ( 方 站 呈 ) ，a >> 0 则 4,CP) 关 于 递增 , 即 ; 


k=1 


0 < pi pA,(D) ES A (ps). 
8， 设 0< 过 ulE) 二 o,f,g 在 E 虐 非 负 可 测 , 在 E 上 了 递增 而 g 递减 , 则 


1 
J eon < zw (fa) (et) 
证 :利用 fg 的 单调 性 ,得 到 
| | [fC2) 一 sc][gCy — gCz)1dp(z) dly) >0. 
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将 积分 拆 开 即 可 得 到 所 要 证 的 不 等 式 ， 
9. 设 1 二 p< 二, f,g € LE), 0 <ylE) (< 00, 则 


(| f+ald) SacE)Im (| Alan+| 1g lay). 
10， 设 1<=p 二 %， 方 十 吉 =1, je Lr( 一 cocol, g € LL(— ,00). 
令 F() = sup{f(z)g(y):z 十 y= 二 习 , 则 
| FODas > piaqt | fl ,+ lel Ceindler,[369]33(1972),217 ~ 223) 


11. 设 p,qsr 之 1， 广 十 地 一 1 十 了， JE 天 (coco)，gE (一 coco) fog 
非 负 , 则 
| 人 人 Cropsgc 一 o dz dy 站 Fl lgl. 
设 f,g 是 以 为 2x 周期 的 非 负 函数 , 若 将 范 数 改 为 
1 [7), 
则 去 | (到 | De ar) dy > | fl, lgl,. (22]168 ~ 169) 
12. 令 FG) =sup(Gzy):Mz 十 (1 一 1)y 一 当 , 则 
max | ”F(GDde > [所 [eraz as 


AE [0 
式 中 1 二 pg 二 0， 方 十 志 一 1.〈 证 明 及 更 一 般 的 结果 见 [369]37(1975) ,261 ~ 262) 
13. 上 述 No.10~11 的 离散 类 似 是 : 设 ak yi 之 0， 二 {QE ， 0 一 {bi }2_o » 


1 


al, = (Dat)’, pqsr 21 方 十 二 一 1 十 本， 记 A, = sup{axbj:k 二 j 二 n}. 


则 


(1) > A,>2)a), 1 51,; 


oo oo 


2 > 这 > > lall, lsl.. 


14. 设 1 -<<co,1 十 二 p,q 00， 


a 5b。 之 0, 则 


1 直 
十 训 一 了 i a1 = sup | a, 1, 车 


1 


[atololst DEFY 600] > pat al, ol. 


六 一 一 cc 一 一 co 


当 r= co 时 , 变 成 1 一 pg < co， 方 十 二 二 1, 于 是 


alo lo + DD suptob 之 prg* al I6l,. 


n= 一 00 
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(Leindler,[369133(1972),11 ~ 14,[354]128(1972) ,305 ~ 309) 


$3 平均 不 等 式 


平均 不 等 式 在 不 等 式 理论 中 处 于 核心 地 位 ,AG 不 等 式 ( 算 术 平 均一 几何 平均 不 等 
式 ) 是 Hardy 等 名 著 [1] 的 三 大 主题 之 一 ( 另 两 个 主题 是 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 
等 式 ). 1988 年 出 版 的 专著 “Means and their inequalities”[10] 达 459 页 ,但 仍 有 大 量 的 平 
均 不 等 式 未 能 收入 ,本 节 仅 介绍 若干 基本 的 结果 和 20 世纪 90 年 代 以 来 的 最 新 结果 . 


(一 ) ”AG 不 等 式 的 基本 形式 
1. 中 学 数学 中 , 常 称 以 下 三 个 不 等 式 为 基本 不 等 式 ， 


(1) Va < Casb > 0); (3.1) 
(2) 丘 十 和 之 2 (a,b 同 号 ); (3. 2) 
(3) ”206 之 a? 十 站， (a;b 为 实数 ). (3. 3) 


仅 当 4 = 二 5 时 ,以 上 三 个 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
应 注意 的 是 , 仅 当 4a,b 守 0 时 ,以 上 三 个 不 等 式 才 等 价 , 在 一 般 情形 下 ,它们 对 a,b 所 
要 满足 的 条 件 是 不 同 的 ,(3. 1) 式 等 价 于 Va 一 V0)? 之 0. 


2. 设 < 一 (a Qn) sa 宇 0,1 志 kn, 则 A, (a) 一 Da 称 为 cl，…，a， 的 算 
k=1 


术 平 均 ( 值 ),G, (a) 二 Yaiaz*…as 称 为 a1，… ,a 的 几何 平均 ( 值 ). 


GVA Sara <eate 全 十 ar (3. 4 
称 为 AG 不 等 式 , 仅 当 a = az 二 … 二 a 时 等 号 成 立 . 


AG 不 等 式 是 最 重要 的 基本 不 等 式 , 利 用 这 个 不 等 式 , 可 将 和 的 形式 缩小 为 积 的 形 
式 , 或 将 积 的 形式 放大 为 和 的 形式 ,因而 可 以 叙述 成 两 个 等 价 的 共 轿 命题 : 

(1) 其 和 为 S 的 个 正 数 之 积 ,在 这 些 数 都 相等 时 为 最 大 ,最 大 和 值 为 (S/n)"; 

(2) ”其 积 为 o 的 个 正 数 之 和 ,在 这 些 数 都 相等 时 为 最 小 ,最 小 值 为 ns. 

因此 ,AG 不 等 式 有 许多 独特 的 应 用 价值 ,例如 在 几何 学 中 求 最 大 最 小 问题 时 ,给 定 
表面 积 的 所 有 长 方 体 中 ,正方 体 具 有 最 大 的 体积 ;而 给 定 体积 的 所 有 长 方 体 中 ,正方 体 具 
有 最 小 的 表面 积 等 . 

AG 不 等 式 的 加 权 形 式 是 ， 


Ta CE) 2 
(le ) kl < 委 一 。 
二 1 


2 gq 
k=1 
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特别 ， 
G.(a,g) A,(a,g), (3. 5) 


式 中 G,(a,g) = Ta ,Aco) = Dgar, qe >0, D9 一 1 
k=1 n=] k=1 
通过 对 数 变换 可 以 将 这 两 种 平均 联系 起 来 , 记 lna = 《lnai ,… ,lna,), 则 
ln G, (a,9) 一 > ,gulnas 一 4.(lna ,aq). 
k=1 


即 正 数 ca ,… ,a 的 加 权 几 何平 均 G, (a,9) 的 对 数 等 于 al,，…a 的 对 数 lnal ，… ,1lna， 的 加 
权 算 术 平 均 . 


(3. 5) 式 的 进步 推广 是 : 设 ax 之 0,g; >>0,; 且 Dg = 1, 则 


Sag) < TC}, (3. 6) 
j=1l k=l1 k=1 j=1 
仅 当 
A 一 42 on 


， (J 二 1,…,m) 时 等 号 成 立 ([1] 定理 11). 

Da Da Da 

3. AG 不 等 式 的 证 明 : 早 在 公元 前 500 多 年 的 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 时 代 , 就 有 
正 数 al ,az 的 算术 平均 A;(a) 和 几何 平均 Gs (a) 等 概念 ,而 Gs(a) 过 As(a) 是 欧 几 里 得 
(Euclid) 证 明 的 . 1821 年 Cauchy 对 (3. 4) 式 用 反 向 归纳 法 给 出 了 一 个 精彩 的 证 明 . 此 后 ， 
对 AG 不 等 式 寻求 各 种 不 同 的 证 法 ,一直 是 人 们 研究 的 一 个 热点 .20 世纪 60 年 代 以 前 的 
证 明 可 参看 [1],L2j,[4j] 及 其 所 引用 的 参考 文献 . 20 世纪 80 年 代 王 挽 澜 教授 在 他 的 讲义 
“不 等 式 方法 ”中 总 结 了 53 种 不 同 的 证 明 . 事实 上 至 今 已 有 上 百 种 不 同 的 证 明 方 法 ,下 面 
仅 介 绍 车 干 典型 的 .简洁 的 和 新 的 精彩 证 明 . 

为 了 叙述 方便 ,下 面 将 (3. 4) 式 简 记 为 G, 二 A, ,并 设 a1，… ,a 是 不 全 相等 的 正 数 ( 因 
为 ai = 二 … 一 an 时 ,等 号 成 立 ) ,与 (3. 4) 式 等 价 的 两 种 形式 是 : 


若 Ta = 1, 则 > ax 之 7 
=1 k=1 

若 >w=1 则 TTa < (二 )… 
k=1 k=1 了 


(1) ”数学 归纳 法 :n= 二 2 时 ,归结 为 (Vai 一 Vaz)’ 0. 关键 是 如 何 从 G, 委 A, 推出 
Ci A An ?这 里 有 许多 不 同 的 技巧 ;例如 : 
”用 反 向 归纳 法 :1821 年 Cauchy 巧妙 地 分 为 两 步 : 第 一 步 , 从 nn 二 时 (3.4) 式 成 
立 容易 推出 n 二 2& 时 该 式 也 成 立 : 
al 十 "*® 十 cx 站 1 al 十 "2 十 as CA1 十 “0. 十 ax 
pa E 十 下 ) 


到 [Ca at 十 (areaak)1] 


之 
之 [Carear) tar as) -一 CS 
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由 此 推出 n 二 2” 时 (3.4) 式 成 立 ， 
第 二 步 设 n 关 2”, 则 必 存 在 7 € 入 ,使 得 nn 十 r+ 一 2”. 
(2 十 r)4。 (al 十 …… 十 ao) 十 (4 十 … 十 4,) 


A, 一 


ni+r : ni+r 
> [faa A A = (GA') TH, 
个 


即 4 六 伺 G 4 从 而 4 之 G. 
另 一 思路 是 从 A 之 Grn 推出 A, 之 G, 成 立 . 事实 上 


nA; 十 A call 十 … 十 av 十 A， ,, 小 
A, nn 二 1 一 元 于 工 之 《aias CA 二 » 


即 A 之 QA 从 而 A 之 01 一 Gi. 即 A, 之 G,. 
@ 令 妈 一 如 则 bhbo…brrr 一 1. 由 于 fa) 不 全 相等 ,所 以 fu) 也 不 全 相等 ,不 妨 


设 记 二 15， 之 1 记 c= 人 于, 则 由 G, 过 A, 得 到 
ntl 


yh 1/n 人 0 
7 = (Se b2 °°b,) Garth+t 十 6，. 


两 边 各 加 上 ea 十 Dri 一 全, 得 到 


a 
> nth tom a nn 十 1 十 (1 一 5B)(bn 一 1) 之 ?十 1, 即 Gut < Ai， 
ml 


k=1 


@ 不 妨 设 G, = 1. 由 假设 A, 之 G, 一 1， 即 21c > 2. 设 ai… :anami 二 1, 车 守 
1,as 委 1， 则 (ai 一 1)(as 一 1 委 0, 即 aas 十 1 委 a 十 az. 从 而 ai 十 … 十 as 之 1 十 alias 
十 as 十 … 十 ah 宇 1 十 n. (Ehlers,1954,[2]9 ~ 10) 

@@ ”利用 Young 不等式 :aYt6b!* (1/p)a+(l/q)b,， 1/p 十 1 一 1,1 一 如 一 co， 
得 到 

aa 人。A49 Cl/man 十 (1 一 TID)Aa. 

记 G=aAN ,A 一 (la (m1/nAm. 

则 ”An 二 (A, 十 A)/2 宇 (A,A) 汪 (GG) 一 (GE AT 即 Au 守 Gan. 

(Diananda, P. H. ,[305]1960,67:10077 

加 从 G, 志 A 证 Gm 二 Am. 即 要 证 

al 十 as 十 … 十 as 十 ashH 宇 (1 十 1)(aias aa vi) 击 ， 
由 C, 委 A, ,只 要 证 
ma ma 十 ah 之 《1 十 了 D(arwwami) 市 . 
上 式 可 改写 成 : 
7 一) 十 1 之 (nn 十 (全 一生 时) 市， 
az 


art} 
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令 | 二 ze , 则 上 式 变 成 


Qntl 
2zZ 十 1 之 (2 十 1)2z?， (3. 7) 
令 f(z) = 二 nx" 十 1 一 (x 十 1)x". 则 
fr) =nant Dr (ntlnr"! =nnt+1)zr" (zr 1). 
于 是 z+ 之 1 时 (7) 之 0,7 之 1 时 了 (zx) < 之 0. 所 以 当 z 汪 0 时 ,f(1) 是 最 小 值 , 即 f(x) 
宇 f(1) 二 0. 此 即 (3.7) 式 ,而 当 z 二 0 时 ,(3.7) 式 显然 成 立 . 
@ 不 妨 设 0 过 a 二 志 4iai 之 ij 则 a 过 A, 过 as. 从 而 
A.(Ca 十 as 一人) 一 aa 一 (ai 一 AAA 一 ao) > 0. (3. 8) 
由 于 aas，…ar: 和 ai 十 a 一 全 ,的 算术 平均 是 4A。. 由 归纳 法 假设 G,! 和 A,1 ,得 
到 Ax aas…ari(al 十 as 一 4。) ,两 边 乘 上 A, 并 由 (3. 8) 式 .有 
A’ > A,l(ai 二 a CO— A)arasnar!l aanaras ai. 即 人 之 G 
(Kong-Ming Chong. [305]1976 ,83:369) 


四 令 f(zx)= Ee: 二 十 工 (al pauz)e， 0 二 Zz 二 2, 了 (zx) ==0 有 唯一 驻 


点 z 一 Ga). 又 PFCz) 之 0. 所 以 ,由 归纳 假设 ,f(xo) 一 全 宇 0,，Yzx 宇 0， 


f(z) 之 f(z0) 之 0. 
特别 , 取 z = ar 得 Ga) 一 Amila) 一 Gra) 之 0. 证 毕 ， 
4 让 [人 


n n 
> 到 (Co .ar 十 (CA ) 
之 {(al… “Cn )* Can AD) }#. 
A a'rann AT! = GHATIS>A > Gn. 
(2) 设 ax 盖 0, 由 多 项 式 展 开 式 : 


. m (mm) 加 
(2%) > cm" (le) 


因为 
R(R 十 22) (十 (一 1)72) > ln mo 1)n = (mm 1)!1n™!, 
(k 一 1，2，… 7) ， 


(mn)! 
所 以 ,~ my > La 于是， 
(Pa)” > yl (Te)”, 
两 边 开 m 次 方 , 得 到 
n n” IT 
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因为 lim (mm)* 一 1, 所 以 
(Pa) wr (ea)>A.a) Ga). [317310(2)(1935) ,114) 
k=1 k=1 


(3) “利用 第 7 章 S 凸 函数 所 满足 的 Schur 条 件 : 
(x1 z=) ( 革 计 )> 0.( 另 见 [9]57)， 


zl Za 


当 a = max{ai} > a 一 min{ai} 时 
1<C hn 1<hn 
落 - 共 = 36. 人 (二 - 二 )> oa > 
9al Ada» n U2 LF 


由 S 凸 性 基本 定理 ,得 到 A, (a) 三 G, (a).( 详 见 张 小 明 等 [351]2006(4):345 一 354) 
(4) ”利用 Halder 不 等 式 的 积分 形式 : 设 a > 0, 利 用 二 = | sw dz, 得 到 


1 一 上 cordt 一 | ( TT ew )dt < TT (i de 
Dyas | 不 二 1 天 一 1 
k=1 


即 G, < A,. 

(5) Lagrange 乘 数 法 : 求 f(z) = (zz 在 条 件 zi 十 … 十 zs 一 4 下 的 最 大 值 ， 
作 辅 助 函 数 F(x) 一 (zz 十 AMCz 十 …… 十 Zn 一 G). 

下 对 工 ; 求 偏 导 数 F'。 二 0, 得 出 


f(z) 一 一 1 了 8 天 一 1,,n. (3. 9) 
对 大 求 和 ,得 到 az) 一 一 内 (Czl 十 …… 十 也 ) 二 一 Ana. 即 
f(x) 一 一 Ma， (3. 10) 


从 (3.9),(3.10) 式 得 出 zx; 二 分， 于 是 f 在 (全 ,…, 和 全) 点 取得 最 大 值 \/( 2)…( 生 ) 
一 二 , 即 /TIT 过 二 -一 二 Ca 十 wo 十 TX,). 
(6) ”动态 规则 中 的 函数 方程 法 : 设 乘积 ziz,…z, 在 条 件 zs 一 a 下 的 最 大 值 为 


f(a). 当 zx, 取 定 后 , 习 积 zx x2… x 在 条 件 > xz， 一 4 一 2 下 的 最 大 值 为 A (Ca 一 z)， 
于 是 广 (a) 一 a, 广 (a) 一 max (zf ia 一 z)) 和 一 2,3， 作 换 元 zi 一 ayi 肖 一 1， 
,得 出 广 Ca) 二 qa",(1), 从 而 


f.(1) = f(D Tmax yl y)"™! 


]= fr1 Cl) (nm 1)" 


n 
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又 有 (二 1; 从 而 f(D 一 二 了 .这 表明 在 条 件 了 二 1 下 ,xy…y 去 二 .此 即 (3.4) 式 . 


k=1 


(Bellman, R. ,Dynamic opramming, Prison 1957) 


(7) ”利用 不 等 式 e* 之 1 十 zx, 得 出 


n nn G” 
1 一 一 exp{ 六 健一 罗 一 本 exp{ 公 一) 之 证 (全 )= 久 ,此 即 6 之 A 
er exp > 4 n} 二 用 exP A- 之 二 (入) A 
(8) ”利用 不 等 式 er ln 于 是 
ai Clnaesk = 1,.… ,nn. (3.11) 


我 们 可 选择 权 系 数 g = 二 (gi,*… ,gq,) ,gs 之 0, 且 之 /gs 二 1, 使 得 


G,(a,g) = Tilag 一 6e. (3. 12) 


k=1 
于 是 从 (3. 11) 式 对 & 求 和 ,得 到 
> gas bp eS gilnas 一 e ln([[ ag) 一 e 一 [你 .此 即 (3. 5) 式 ， 
kl 1=1 k=1 k=1 


(9) ”利用 不 等 式 、lnz 过 xz 一 1 (z 之 0), 得 到 log 从 < 对 一 1, 对 k 求 和 ,得 到 


> log( 从 > < “Bw 一 二 0, 即 iog(I[ 全) 一 log( 名 > = mlog( 定 


从 而 log 守 过 <1, 此 即 (3. 4) 式 . 
(10) 人 ZX(2 一 XI)< 生 2 一 1,z 僵 0. 《3. 13) 
取 工 一 ( 鱼 ) 吉 , 则 从 (3. 13) 式 得 到 A* 之 a (2 
nn nl 
对 上 式 右边 逐次 用 (3. 13) 式 , 得 到 
六 > 


(Akerberg, B. ,[305]1963,76:997 ~ 998) 
(11) 利用 函数 的 单调 性 : 令 


CL ai， I 
1 £1 
n /n 
(To) 


则 f 在 [一 吕 ,co] 上 严格 递增 ( 当 al ,… ,a 是 不 全 相等 的 正 数 时 ) ,于 是 f(0) 二 了 (1), 即 
(3.4) 式 成 立 .( 王 继 岳 , 徐 源泉 ,L345 11985,6:45 ~ 46) 


f(x) 一 


(12) ”利用 凸 函数 的 Jensen 不 等 式 : 设 上 是 (0,ce) 上 的 凸 函 数 ,g; > 0, Sg, 一 1， 
Uk 汪 0, 则 


f(D qrai) 二 Dy qf (a1). (3. 14) 
&=1 &=1 
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取 f(x) = 二 Er. 邻 y= 二 log xz, 则 x& = 二 exp(gqilogzxi) 二 exp(gqiy1). 由 (3.14) 式 , 有 


TIag 一 exp( > qias) 二 DJ) grexpy, 一 PD) qr. 此 即 (3. 5) 式 成 立 . 
E=F k=1 k=1 k=1 
(13〉 利用 积分 的 性 质 : 不 妨 设 0 二 a 二 az 志 … 志 4s, 于 是 必 存 在 某 个 ,1 志 角 
之 nn 一 1, 使 得 ae < C， < ati. 用 A, 表示 A, (a,9g) ,GG 表示 G, (a,g) , 则 


A 2 站 1_1 g 站 1 _1 
下 一 + . 二 之 ， 
-1 21% 1 Gt 249 ,G10 


(14) ”概率 证 法 :; 设 4 二 (al ,as，…,a,) :as 之 0, 构 造 离散 型 随机 变量 &, 使 其 取 值 a 


的 概率 jp 一 as) 一 和 , 式 中 心 > 之 0， So, 二 1. 因为 f(z) = ln xz 为 (0,co) 上 的 思 函 数 ， 
史 一 1 
由 Jensen 不 等 式 ,Ef (8) 之 f(E) ,得 到 


> gelnas 过 ln( giai). 
k=1 k=1 


此 即 (3. 5) 式 成 立 . 

此 外 ,还 有 知 级 数 法 ,Bohr 的 优化 方法 ,Hurwitz 方法 ,Jacobsthal 方法 ,用 Bernoulli 
不 等 式 , 等 周 不 等 式 , 逐 步调 整 原理 , 反 证 法 、 排 序 不 等 式 、 图 表 法 ,微微 对 偶 不 等 式 、 物 理 
方法 、 和 矩阵 法 等 . 例如 [345]1984,12:45;1985,6:45;1987,10;28;1989,7;1994:3;1995 ,3. 
王 中 烈 , [357]1980,6:149 ~ 152; 王 挽 澜 等 , 成 都 大 学 学 报 ( 自 然 版 )1989,2:1 ~ 6; 
L305]1967,74:305 ~ 306;1981,88:192 ~ 194;[301]1980,76:209 ~ 212;[317]1935,10: 
114;[35011986,1:27. 


(二 ) ”AG 不 等 式 的 改进 和 推广 


1. AG 不 等 式 与 下 述 三 个 不 等 式 等 价 : 
(1) Rado 不 等 式 : 设 R,(a) = n[A,(a) 一 G,(a)]. 则 
Ri (a) < R, (a). (3. 15) 
仅 当 a, 二 G1 (a) 时 等 号 成 立 . 
证 R,(a) 一 Ri(a) 二 a4 十 (n 一 1)G, 1 一 nG, 之 0, 这 是 因为 由 AG 不等式, 有 


DC > (a.GT1)” = G,. 


(2) Popovic 不 等 式 : 设 P,(a) 二 (A, (a)/G, (a))", 则 
P, 1(a) < P, (a), (3. 16) 
仅 当 a, = 二 A 1(a) 时 等 号 成 立 . 
(3) ”Jacobsthal 不 等 式 : 设 a,65 二 0, 则 
na bn la t+, (3. 17) 
仅 当 a 二 4 时 等 号 成 立 . 
证 ?三 1 时 ,(3.17) 式 成 立 , 要 从 (3.17) 式 ( 记 为 命题 PCn)) 推出 P(x 十 1) 成 立 ， 
在 (3.17) 式 两 边 乘 以 a, 得 
(n— 1)a™! 十 ap" > na"b. 
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上 式 两 边 加 上 af 一 Bra 十 8 ,得 到 
Mr 叶 1 十 pt 闻 710 虽 十 ah 一 因 ra 十 pb > (n+ 1)a"b. 
这 是 因为 上 式 右边 的 不 等 式 等 价 于 (oa 一 ")(4a 一 外 之 0. 
推论 A,(a) 之 [A (ao] 且 an"， (3. 18) 
仅 当 A, 1(a) 二 a, 时 等 号 成 立 ， 
《以 上 不 等 式 等 价 性 的 证 明 见 [348]1983,8,[L350]1984,6) 
注 ”1986 年 杨 克 虽 用 数学 归纳 法 证 明了 R, (a) 的 一 个 下 界 估计 : 
R,(a) > (VM — Vm)’, 
式 中 二 min{ai as M 一 max(tal，…an}. ([350]1986,4;19 ~ 20) 
当 & = {a} 是正 的 递减 数列 时 ,还 可 改进 为 
R,(a) 之 Ce 二 Ye Van7 


1982 年 Rasa. 【1, 将 Rado 和 Popovic 不 等 式 改进 为 : 设 0 二 m 二 ai 二 Mk 二 1,"…*,n， 
则 


1 
Fy) < Rl) — Rea) SFM log’( Ga) 


(3. 19) 


m1 二 )log’ (cay he 


1984 年 王 中 烈 建 立 了 凸 函 数 f 的 Rodo-Popovic 型 不 等 式 : 
设 ah ,DL 盖 0, 令 也， 一 yo ,人 A， 一 请 Dab ,A,Cf) 一 言 2 pa ,为 (0,co) 上 
的 凸 函 数 , 则 


Bi[A， if) — fA BEA — fA) C3. 20) 
Ai 、 mi A,(f) 3 21 
(F255) < (FD5) : 人 


(L301]1984 ,100(2)7 :436 ~ 446) 
记 和 一 min{a ay，…a) 9M 一 max{aiyaz yy); 车 Yas 这 0, 令 C=M/m, 则 


A,(a) _ (CC 一 1)Csa 
~G,(la) ® elogC 


A, (a) 1 la CO l/n 
GCa) > max 了 十 下 G+ a .([10198,124) 


1990 年 ,Alzer,H. 利 用 定义 在 [0,1] 上 的 函数 f(z) = (3/e) (1 一 zx)e ”十 xe* 的 性 
质 ,证 明了 


A4,(a) 一 G(Ca) > (e/3)[A,(a)exp(— 


] 过 (Docev); 


G, (a) A (a) 
A, (a) G, (a) 


仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 ,e/3 是 最 佳 常数 . (L40411990,8(2):195 ~ 197) 
1988 年 张 先觉 和 1991 年 张 半 先后 将 Rado,Popovic 不 等 式 统一 推广 为 : 
nL[A,la) — a1G, Ca) < n+ DLA a) — XG (a)], (3. 23) 
式 中 4 之 0, 仅 当 aw 一 4"1G, (a) 时 等 号 成 立 . 


2 )]， (3. 22) 


) 一 G,(a)exp(— 
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特别 当 ) 二 1 时 得 Rado 不 等 式 (3.15); 当 和》 一 (会 ?2 ) 击 时 ,得 到 Popovic 不 等 式 


(3, 16). (证 明 见 [350]1988. 2 和 [99](6 ~ 9)270 一 272) 
1989 年 黄 礼 平 证 明 : 设 六 ,，…，,2 是 正 数 oa， ,as 的 任 一 排列 , 则 


A,(a) 一 Gu(a) 之 喜 吕 (Wm Vb, 
仅 当 如 6, 二 B641(1 < 二 有 去 站 时 等 号 成 立 ,其 中 如 一 已; 
A,(a) 一 Gu(a) 之 pe VD, 
式 中 二 [2 , 仅 当 如 6, 二 bb < 二 二 mm) 时 等 号 成 立 .([348]1989,12:3 ~ 5) 
2. 在 利用 G,(a) 过 A,(a) 时 , 若 a1,…,as 之 间 相 差 很 大 ,就 会 造成 很 大 的 误差 , 例 


如 设 内 之 0 六 几 二 co, 要 证 六 (oa 一 oo, 即 证 Gu(a) 过 o0. 著 用 AG 不 等 式 ， 
所 得 > ,4,(a) 是 发 散 的 ! 这 时 可 将 AG 不 等 式 变形 为 : 


引入 待定 的 参数 > 0, 只 要 [4 一 1. 于 是 


Go) = [Qiad) Oa) SE Pan. 
k=1 
选取 入 一 十, 即 得 (567]52 ~ 54) 
ail(2as) (na,) 1 1 < 
G， 一 Ee 。 (ka )， (3. 24) 
(a) 7 本 < fT 4 之 大 


3. 1981 年 ,Zaciu,Radu 证 明 


A,Ca) ww .Gag) 
(KD) < Gy 


特别 , 若 ai 二 … 二 a, 二 1, 得 到 Gi(5) 之 A,(6) ;车 嫩 一 … 一 一 1, 并 令 z 一 二 a， 
n 
就 得 到 Reutter,O 〇 . 等 的 结果 : 
(Di) 2 < [| (nr)™. (L363]1981,86(10) :376 ~ 380) 
k=1 k=1 


同一 年 ,Fink,A. M. 又 证 明 : 设 实 函数 g(x) 满足 . 
(1) gc € LO0,1); (2) gqg(0) 守 0,g9(7X) 二 1,z 之 1; 


(3) gH(1) = 0 < 二 m 一 1 (4) (一 D 中 zagem (dr 20,0 S11 
0 


(5) "| wa"™ (xz)dz 宇 (一 1)"qgm(); 若 zz 放 0 (二 1,…,n), 则 


Sz Teac E> aTTz, (3. 26) 
kl i=1 kt Ei 
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仅 当 所 有 zs 相等 时 ,等 号 成 立 , 特 别 , 取 gq 二 1, 又 得 到 G,(a) 志 A,(a). ([331]1981,716 ~ 
734;35 ~ 40) 


车 取 上 述 g 为 

1—(l—z)”,， 0 之 zx 忒 1] 
< 一 1 

1， rx>>1， 


又 得 到 Jodeit 的 结果 .〈[308]1976 ,61(2) :255 一 261) 
4. ”Carlson 不 等 式 : 
(1) 设 ax 宇 0,7 一 1;2，…73R 二 1,…,n; 令 


(Cr 一 (| oa) ,A 一 工 (273 , 则 
k=1 7 j=1 
(D6) < CIA ). (3.27) 
j=1 


(2) ” 设 正 实数 a1 ,…,a, 中 每 次 取 n 一 1 个 数 的 算术 平均 和 几何 平均 分 别 定义 为 
1 1 加 
一 i230 一 二 Jo) 六 鹃 


DG.< HITA): >3). (3. 28) 
k=1 


nn 


证 ”对 于 j 关 和 令 Ax 一 一 5( 了 da 一 4 一 a) ,Gi ~ 


一] 


LTTa) 志 .而 当 j 一 站 
jk iT 
时 , 记 An 二 AisGu = Gr. 则 DAn 一 mA [Gn = GG. 由 Holder 不等式 ,有 

j=1 k=1 


DG = DG)” < TG 
k=1 k=1 j=1 k=1 


j=1 


< I 2A = I ea) = "IA. ([8]161 ~ 162) 
j=1 


注 (3.28) 中 A,G; 不 应 与 At(a) 一 二 Ep 与 Gi(a) 一 Co 相 混淆 . 对 于 
后 者 ,成立 4A. (Gi) 委 Ga(Ai), 即 


过 2 Geoa) < TIA) 
&=1 


k=1 
仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 , (Kiram,K. ,[305]1994,101(4);355 ~ 357) 
5，。 Alzer, HH. 先后 证 明了 以 下 结果 ， 


_ A,(a) A 1(a) 
(1) F(n) n Ga) (n D oa) (n 守 2) (3, 29) 


严格 递增 到 e/2. (Comment, Math,Univ,Carolin,1994,35(2) ;409 ~ 412) 
(2) 设 cl ya， 为 正 数 , 记 a” 二 (ay ，… yan ) 。 


H, (a) 一 …,an 的 调和 平均 , 则 


k=1 Gk 
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A.(a) A,(a”) 


1<7 守 CD < (3. 30) 
车 n= 2, 则 右边 的 等 式 成 立 ,否则 仅 当 wa = … 二 a, 时 等 号 成 立 . ([372]1991,34,1992;: 
11 ~ 13). 王 挽 澜 利用 Schur 凸 性 理论 进一步 证 明 : 
A (al)C(a) AA a) (Co— AG,(a’). (3. 31) 
相应 的 积分 形式 是 
(sil) “pda < | "十 (1 exp{B | log a , (3. 32) 


式 中 二 tl > 1,f(z) 之 0x € [ayb]. 当 7 一 1 时 (3.31) 式 归结 为 G,(a) 
过 A,(a), 作者 进一步 提出 ,使 (3. 31) 式 ,(3. 32) 式 成 立 的 最 小 人 是 多 少 ?( 成 都 大 学 学 报 ， 
1994,2:1 ~ 3) 

6. HGA 不 等 式 的 加 细 ( 态 ; (a) 为 调和 平均 ). 

(1) ” 设 & 二 {as} 是 递增 数列 ,0 < a4 声 1,; 则 


CA 


1 1 十 4A,(a) 
H,la) 1+ [CH,(Ca)1! 


i A,(a). (3. 33) 


<6.(0)< 生 一 
I 


万 二 1 


相应 的 积分 形式 是 : 设 /在 L0,1] 上 递增 .0 < f(z) 委 1, 则 


! 上 
pr (3. 34) 
| f 1+| .了 | |e | 
(成 都 大 学 学 报 ,1996 ,15(2)) 


(2) 设 a >>0， 0 一 六 <g 委 1/2,a 一 (al 和 as) 令 


Saasp) = 2( Oaf)( > ar?) — (a) ,nN 
天 一 1 二 1 k=1 
nl2n— 1)G,(a) < S,(a,qg) A Sa,p) Cnn om 1)A,a). 
(Alzer. H. ,Vtilitas Math,1992,41:249 ~ 252) 
(3) 设 Uk p> 0, 则 


n 


， 1 
{G, (4a)}” 声 p> HFG cay | 


7.、 ” 替 平 均 不 等 式 : 


一 Ed 
< Sa. (L351]2001,1:17 ~ 19) 
n 


k=1 


(1) [G, Ca) 1%'® < [A, (a) J]? 过 CET[ aes); 
k=1 
(2) [AI Da. 
k=1 
提示 :考虑 f(x) 二 zx” 在 (0,co) 内 的 凸 性 . 


(3) 记 5,(a) = Dars on(4) = Tl ag ， 
k=1 =1 
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给 


1 S, Ca) 一 Cup。 ,由 
R, (a) = zcas LSCo)] ， QCa,b) 之 as 二 br 则 


四 R,(a)R,(b) < Ra+t). 
提示 :利用 AG 不 等 式 或 f(x) 二 zlnz 的 凸 性 . 
加 S,(at+)Q,ab) < Sa)S,.(b). ([305]1987,94(1) :77 ~ 78) 
8.， 设 al,…,as 是 不 全 相等 的 正 数 , 则 
A,(a) — H, (a) 


1< A Ga ~™ (3. 35) 
(L8140) 
9. ” Sierpinski 不 等 式 : 
A COLH, Ca SLG,C0) 1 SLA,Ca) dH (a), Cn 2 2). (3. 36) 


1990 年 ,Alzer,H. 对 以 上 不 等 式 加 细 为 
二 [G, Ca)]™ [G, Ca) — HC] SLTA TH, Ca) — [LG, a); 


LH, a)" [A, a) — G0)] < [GT — A LH, TY!; 


仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 . (Acta Math. Univ. Comenian,1990;158 ~ 159 ,1991.,175 ~ 
180). (3. 36) 式 可 用 数学 归纳 法 证 明 .([8]140 一 141) 
同年 ,Alzer,H. 还 证 明 : 设 0 过 a 过 1/2, 则 


1 1 1 1 1 1 
H., (1 — a) Ha) < GI a) Ga) < A a) A.(a)” 


式 中 A,(l1— a) 一 二 2 一 0,GG 一 a) 一 CI[[ (1 a) ,HOC—a) 类 似 定 义 , 仅 
k=1 k=1 


当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 . ([366]1990,22(4) :362 ~ 366) 
10, 胡 克 不 等 式 (1982) : 设 ff 是 (a,B) 上 的 是 函数 ,zz 一 (Zi s T2909""" 9 Tn ，***) 是 (a,B) 
中 无 穷 数 列 ,p = (pi,pz spns") 是 正 数 序列 , 令 


gn) = (Dp {A fx),p) — flAs (x,p)]}, (3. 37) 
E=1 
式 中 fz) 一 Cf zi), Flr), frr) i) N 则 
0= g(1) gS gn) Ee. (3. 38) 


梁 法 驯 用 (3. 38) 式 导出 了 一 系列 加 权 平 均值 不 等 式 : 
以 下 均 设 CE 一 (aiyaz yary…) 为 正 数 序列 ， 
(1)” 取 f(z) 二 ez 二 1n ai; 则 (3.38) 式 中 的 gCn) 为 


gn) = (Pp) {Ala,p) — Ga,p)}; 
k=1 


(2)” 取 f(x) = 二 ,zs 二 一 ln as 则 (3.38) 式 中 的 g(x) 为 


一 二 ; 
SC2) (2 Pp) (FD Ra 
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(3) 取 f(x) = 到 zs 一 二 , 则 (3. 38) 式 中 的 gCn) 为 


gln) = (Dp) (Ala,p) — HCa,p)}; 
&=] 


(4) 设 f(x) = 一 ln Zz, 若 取 立 一 a , 则 从 (3. 38) 式 , 得 到 


A,_1(a;,p) Anesp), 
Glasp) YG,(a,p)” 


车 取 x 一 1/ai ,得 到 


G, (a,p) Gi a ,Pp) A (a,p) A,1 (a,p) 
H, (a, pb) 之 Hi (a,p) 和 H., (a,p) 之 Hi (a,p)” 


([348]1984. 2 或 [33]60 一 61) 
11. 孝 蕉 传 不 等 式 : 


Cu (ay9) 所 1 [TITGz+aos] dr) < A,(a,g), (3. 39) 
k=1 


式 中 p>0,a1 之 0g 之 0, Dg 一 1. 
上 二 1 
证 ”在 加 权 AG 不 等 式 ”G,(a,g) 太 A,(a,9) 中 ,将 mx 换 成 + 十 ar(zx 之 0) ,得 到 


0<TTcz+ao 过 > g(r 十 ar) == 工 十 grax. 积分 得 到 
= 天 一 】 去 一 1 


上 二 1 


| CT ta) 六 :dz 之 上 [x 十 了 yquat] ”dz 一 lod gga) 一 1rA,ca, 
0 k=1 0 k= p i131 p 
q)]*; 另 一 方面 ,由 H6lder 积分 不 等 式 (2.23) ,有 
| II (z+ ad idr 一 | TEcx a) 和 dz 
0 k=1 2 1 
过 Jd Gtad da) 一 I lim = (G, (a,q)) ?. 
k=1 0 zj P p 
于 是 (3. 39) 式 得 证 . 
推论 1 Go <(p] [Tetad ddr) SA) (p>0 (03.40) 
k=1 
推论 2 设 内 二 0,2>0, 则 
m n ee EL Tn 一 17/ m nn 
> 1 ( 吉 . LI z+ ar] dz) "< 》 Sgan. (3. 41) 
j=1 k=1 k=1 j=1 j=1 k=I 


([313]1990,143(1) :43 一 46). 此 后 ,作者 在 [339]1993,1:84 ~ 88 和 冯 花 融 、 王 挽 澜 等 又 
作 了 进一步 的 推广 .例如 : 设 r 宇 0,4 二 > 0, 并 令 
/p 


J la,g,porA) 一 [2], CT ta te nmr) . 
k=1 
则 对 pp 汪 0, 成 立 
G,(a,g) < J(la,g,p,0,M) < (a9 p74) A,(a,g). 
( 汉 慈 横 , 杭 州 大 学 学 报 ,1995,22(3):222 一 225) 
1997 年 Kittaneh,Fuad 将 郝 稚 传 的 结果 (3. 39) 式 进一步 推广 为 : 设 r 之 1, 则 
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Due 去 [亲人 dr} ?< (oapw， (3. 42) 
当 r 过 1 时 (3.42) 式 中 两 个 不 等 号 均 反 向 . ([301]1997,214(1) :307 ~ 313) 
设 如 >00<r 委 loE)= 一 1reLCOBE),A>0,F 在 已 的 几何 平均 与 算术 平均 分 
别 为 
GCC 站 = exp{| logf Cz) dpCz)), A(f) = | fC) dn) 
则 成 立 | 


GO < (pf tf de) dy) <An. 
(Kwon,Ern Gun 等 ,Finite or infinite dimensional complex analysis, Fukuoka. 1999 ,233 
~ 235) 
12. Alzer,H. 定义 了 伪 AG 平均 : 
设 CG 一 (al 0 和 万 一 (pi 办 均 为 正 数 序列 . 则 


n 


A =a Dal), Ga,p) = a ll 
pi Es Qk 


k=2 


分 别称 为 a = 二 《ai ，… ,a,) 的 伪 算 术 平 均 和 伪 几 何平 均 , 并 证 明 ， 
Gelasp) Gala,p) 
Arilasp) A,la,p)’ 
仅 当 a 一 … 一 ou 时 等 号 成 立 .车 a 过 os 世 序 汪 一 2,… sn, 则 
A Ca,p) G,(a,p) 
Aill—a,p) ~ Gl—a,p)’ 
仅 当 ai 二 … 二 a; 时 等 号 成 立 . 式 中 A,(1 一 a,p),G, (1 一 a,p) 是 将 A (Ca,p),G, (a,p) 中 
的 ww 换 成 1 一 a. ([5416) 
13.， 设 4 二 (qi,…,4x) 与 6 二 (1,…,b,) 为 两 个 正 数 序列 , 则 成 立 几何 一 调和 平 
均 的 Minkowski 不 等 式 : 
(1) Ha) H,(b) < 了 (Ca 十 pb) 
(2) Gla) + G0) 魏 GCa 十 虽 . 
仅 当 (al，…a) 与 (51，…,b,) 线性 相关 时 等 号 成 立 . 
证 “在 [2]26 中 利用 拟 线性 化 技巧 证 明 , 以 证 (2) 为 例 . 


令 了 一 《之 一 (xz 9 a) 宇 0, [| x 一 1). 册 AG 不 等 式 , 有 
k=1 


一 ， 人 KZ 之 
G, (a) mip{ 2 本 } ,从 而 
一 » e (ax 二 Bb ) zh . . QZ > . Dr | 
G,(a+t 6) mip{ 2 TT } > mip( 人 } + mig{ 2 n } 
一 G, (a) + G, (2). 
14， Henrici 不 等 式 ( 下 述 (1) ~ (3)); 设 a = (al yan) 是 正 数 序列 , 记 
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wl nn 
P.(a) 一 和 Ta = TFGay 


gi 一 ITe ae 一 1 Ba,G,le) = Co), 
(1) 车 gsi 之 1, 且 a 之 (gi) 芝 , 则 

P,(a) 一 Q,(Ca) > P。 (Ca) — Qn Ca). 
(2) 车 gi 宇 1, 且 a 之 (81) 让 ,1 才 k 人 nn 一 1, 则 Q(a) 委 PCc)i; 
若 (1)(2) 的 条 件 中 的 不 等 式 全 部 反 向 ， 站 
(3) 设 0<a 世 ww 和 过 1C 上 界 16 可 放宽 为 EC 2 则 


A, Ca) 
A,Ca) 二 + [LG, (Ca) 
(以 上 见 [4]285 ~ 287) 
(4) [1 十 4(a)j]PCa) nn; [lt+G la)lP (la)>n 


二 P， (a) 委 


仅 当 ai = 二 … == a 时 等 号 成 立 . 


G) D&D FES < 内 Ca) :Akerberg, [379]1961,57:184 ~ 186) 


k=1 


(6) 当 户 之 1 时 ,了 ef 之 n[As(a)], 当 0 过 pp 二 1 时 ,不 等 号 反 向 . 


提示 : 求 条件 极 值 . 
(7) 设 户 >>0,9 为 实数 , 则 当 as 二 max{0,p/g) 时 ,成 立 


1 n 
2 Ea < HFG 
当 ae < p/g 时 ,不 等 号 反 向 . ([4]389) 
15. Kober 不 等 式 : 设 CR 之 0,R 一 1，…72 7 全 2, 目 (ax) 不 全 相等 , 则 


(一 2)A(a) 十 G(a) 一 二 (an) 0 


1<i<ys 和 > 
仅 当 对 茶 个 kas 二 0 且 a 王 … 一 ar 三 at 一 … 一 ar 有 时 等 号 成 立 . (证 明 见 [4]522 一 
523) 
16， 设 ws> 0c>0, 记 AiCa+o= 寺 >)(o+o,Gxa+o=fITcw 二 oo 六 ， 
k=1 下 一 


则 


G, (a) Gla 二 c) 
A,(a) 、A(a 十 ec 


17. 设 人 >0,a 一 (aa 1 二 aa 一 (十 aa 十 ao). 则 
(1) 1 十 Ca Gl 二 Ta) 1 二 A,(a); 

(2) 1+G,(la) G(T+a!) lA,(a)!; 

(3) ” 设 了 是 递增 函数 ,f(0) 之 0, 则 


(L305]115(3)(2008) ,268) 
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(ITs)(> reoo)< CCeDa)， 


> [1 十 f(ax) (Ta ) I TTG 十 flar)ai]. (22]73) 


18. 设 4= (ea)，as > 0, a? 二 (af ,"…,a?). 则 
(1) [A,(a)]? 守 nT?A,(a?) 十 (1 一 ni?)[G,(a)]? 成 立 的 充 要 条 件 是 
n 
2 全 5 
(2) ” 设 0 二 pp 二 1, 则 [4A,(a)j? 守 XAi(a?) 十 届 一 和 )[G, (a)jJz 成 立 的 充 要 条 件 是 
n i? 

< (5 一 1) 
([351]2009(2),168 一 173 及 其 引用 的 文献 ) 
(3) 设 1 入 2 芝 m 风 [4,(o] 划一 让 和 Co) 二 (1 一 一 言 )” [Ga 


(0) A A la™) < (1—i)A a") + 工 [G,(a)]. 


((3)(4)[351]2006(4):382 ~ 389) 
二 、 两 个 正 数 的 各 种 平均 


(一 ) ”两 个 正 数 的 各 种 平均 的 定义 

1987 年 ,Borwein 等 在 研究 了 两 个 正 数 a,b 各 种 平均 的 共同 本 质 之 后 ,将 正 数 4a,5 的 
平均 M(a,b) 定义 为 

NM:(0,ce) X (0,ce) -> (0,co) 的 二 元 连续 函数 ,并 满足 条 件 : 

(1) ”min{a,b) 委 M(a;b) 过 max{a,b), 即 M(a,6b) 要 位 于 4 与 6 之 间 ; 

(2) ”对 称 性 :M(a,6) 二 MGC8,a) 和 正 齐 性 :MGi , 妈 ) = tM (a,b)(t 之 0); 

其 中 条 件 (1) 是 本 质 的 , 而 条 件 (2) 通常 不 是 必要 的 . (L30511987,94(6):519 ~ 
522). M(a,6) 连续 条 件 可 换 成 单调 性 条 件 :al 过 az ;yb 志 刀 二 Mlai,b1) 委 M(as ,bs). 事 
实 上 , 正 数 a,b 之 间 的 任何 数 c, 在 某 种 意义 上 ,都 是 a 与 6 的 一 个 平均 值 . 

下 面 是 若干 重要 的 平均 : 设 4a,6b > 0. 

1. ”每 平均 (Hilder 平均 ): 


M, (a,b) = [Ce 十 52)]W,p 关 0. (3. 43) 
当 p 关 0 时 ,M,(a,b) 是 zp 的 严格 递增 函数 , 且 当 0 一 a 二 5。 时 , lim M, (a,6) — a, 
limM, (a,6) = 6b,Mo (a,b) 一 limM, (a,6) 二 Vap 二 G(a,b) 为 几何 平均 ; 
Mi(a,b) = (a 十 5)/2 二 A(a,b) 为 算术 平均 ; 


2 2 | 
l/a+1/b a++b HHla,b) 为 调和 平均 ; 


M,Ca,b) = [3 (0 十 如)]Y? 为 平方 根 平均 ; 


M (a ,b) 一 
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-一 2a 5 172 } 
Mla,b) = (i 为 调和 平方 根 平均 ， 


2. Lehmer 平均 : 


Llasb) = te (3. 44) 


a 1 十 0 


当 p 之 0,a 关 6 时 ,Lla,b) 是 的 严格 递 赠 函数 .La(a,6) 一 二 二 入 称 为 反 调和 平均 ;只 


有 Li (ap) = A(a,b) ,Lye (ap) = Gla,6) ,Lo (a6) =~ M_ (ga,6) = H(a,b) 这 三 个 平均 
既是 宕 平均 又 是 Lehmer 平均 . 
注 ”五 (4a,5) 与 A(a,0),G(a,6b) 的 关系 : 


加 [LGCa 2) EE 
有 (ab = Aa  ; 


Gla,b) 和 互 (Ca,6) 还 可 推广 为 参数 形式 : 
Gpalasb) = (pa (1—p— gab + ww), 
式 中 0 过 p,g 声 1， Goolab) = G(a,b); 


_ pa 二 T(r 二 sp—-qgabto’ 
百 (a,b) 人 ， 


式 中 0 和 过 加 和 过 7r,0 和 gg 委 5 万 oa po) 二 H(a,b). 

它们 之 间 的 不 等 式 见 “Seminar on Math. Analysis”(Cluj-Napoca,1988 一 1989:21 一 
28) 

3. 设 0 委 上 < oo, 我 们 可 以 定义 两 个 正 数 a,b 的 齐 次 平均 : 


K,(a,b) = 于 (al 十 a). (3. 45) 


特别 , 取 t 二 7 二 序 Q 十 YP) 之 0, 则 s 一 1 一 :一 译 (1 一 YB), 就 得 到 对 称 平均 : 


Qasb) 一 二 Cab' 二 ab"). 


K} (a,b) = Qo ab) = Ga,b), Kola,b) = Ki(a,b) = Qila,b) = A(a,b). 
4， ”广义 对 数 平均 (Stolarsky 平均 ): 


a 了 bsp 顽 0,1 
se "OP (3. 46) 
b， a = 5b. 
当 a 关 5 时 ,S,(a,6b) 是 p 的 严格 递增 注 数 . 
b—a 
-2 一 4 ， 6 
So a,b) = limS, (a,b) 一 | Ina” “7 (3. 47) 
一 bs a=b 


称 为 对 数 平均 (在 有 的 文献 中 ,So ,Si 分 别 记 为 上 ,E( 或 DD). 


-1( a /be) 2 b 
Sab) = lms, (aD) = ° ?7 (3. 48) 
pl b 


9 4 一 六 
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称 为 指数 平均 (或 恒 等 平 均 ) ;而 Si(a,6) = Al(a,b); S-_i(a,b) 二 G(a,b), 
5。 Gini 平均 : 


= (2 ， = sxp( 空 Inz 十 类 lny 3 49) 
Sw CTX,y) 一 (x ty) sa Ab;S (x,y) exp( z+y ). (3. 
Losonczi,L. 和 Pales,Zs. 证 明了 关于 Sw (zx,y) 的 Minkowski 不 等 式 : 
SS, (Xi Xz sY1 十 yz) A Sy (Xi ,y1) 二 Sw (Xz ,yz ) . 《3. 50) 


仅 当 a 十 5 宇 1 和 0 过 min{a,6b} 和 1 时 成 立 .([369]1996,62(3 一 4):413 一 425) 


Sua(z1y) 一 (于 十 汪 ) ” 称 为 广义 反 调和 平均 , 记 为 CCz,2) 或 C.， 


特别 地 :C1 一 limC, 一 (xX) ,co = min{asb)} ,ce = max{a,b). 
6. ”1989 年 杨 任 尔 、 曹 冬 极 和 Alzer, H. 分 别 将 对 数 平均 S,(a,5) 推广 为 单 参数 平 
均 : 


plart! — brt!) 
(p+1)(Ca? 一 02) 


当 a 关 5 时 ,J (a,b) 是 了 之 的 严格 递增 函数 . 
Jola,b) = lim) oa yb) 一 So(a,5) 为 对 数 平均 ， 


J (ao) = lim J ,a6) = min(a,b}; 
p>—o0 


Ja 2) = 访 夭 0, 一 1， (3.51) 


J~ (a,b) 一 limJ , Ca,b) 一 max{a,0}; 

poo 
J-(4a,65) 一 Gla,5b) 为 几何 平均 ;Jila,b) 一 Ala,65) 为 算术 平均 ; 
J 2 Ca,b) 一 五 (ap) 为 调和 平均 ; 


_. [GCa,6) 1 。 
J_i(a,b) 一 SC 人” 
及 Ca, 二 语 (4 十 YB 十 b) 一 h(a,6) 称 为 Heron 平均 ; 


2 2 
i 二 g(a,b) 称 为 形 心平 均 . 


(宁波 大 学 学 报 1989, (2) :105 一 108;[370]1989,20(1);186 ~ 189) 
7. 1975 年 Stolarsky 定义 了 双 参 数 平均 : 


J2(a,0) 一 


， (PV a), 
EC(p,g;a,06) (pr ary) LL (C3. 52) 
式 中 p,q 为 实数 ,pq(p 一 q) (a 一 8) 天 0， 
ECp,piasb) = exp(—1/p)* (Car /2 ) 一 ( 式 中 心头 0); (3. 53) 
一 有 一 对 Up p ppyli/p ， 
E(0,p;a,6) (Same ma) [So Ca?,6) 1 ?p80; (3. 54) 


E(0,0;a,6) 二 Gla,b) 为 几何 平均 ; 
E(1,2;a,b) 二 A(a,b) 为 算术 平均 ; 
E( 一 2, 一 1;4a,6) 一 H(a,b) 为 调和 平均 ; 
E(0,1;a,6) 一 So (a,b) 为 对 数 平均 ; 
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E(1,1;a,b) 一 Si(a,b) 为 指数 平均 ; 

E(1,p;a;6) 一 S, (a,6) 为 广义 对 数 平均 ; 

E(p,2p;a,6) 一 Mla,b) 为 稳 平 均 ; 

EE(p,gq;asb) 关于 户 和 9 均 递 增 . ([371]1975,48:87 一 92)1997 年 , 祁 锋 等 证 明 EE(p， 
gyasb) 分 别 关于 a,6b 也 是 递增 的 . ([301]1998,224:356 ~ 359)1998 年 ,Losonczi 工 等 证 明 
了 Minkowski 不 等 式 ， 

EC(pyg;ai assbi it 6) SE(p,q;a101) + E(p,qg;a2 pz) 
成 立 的 充 要 条 件 是 p 十 a 汪 3,; 且 min{p,9}) 1. 当 (p,q9) 天 (1,2), (ba) 天 (021) 时 ,上 
述 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 am /as = bi /bz. 

([308]1998,126(3) :779 一 789. 另 [301]2003 ,278(2) :274 一 284) 

1997 年 , 祁 锋 还 定义 了 双 参 数 加 权 广 义 平均 : 


1 
[XOIGA OL 5 
M,, (p,q;x,y) 3 ,(p—g)(r—y) 天 0; 
of) rd 
[ow 0 Inf a 
M,.(psp;x,y) 一 汪 9 万 ( 工 y) 天 0. 


| opGreoprd 


式 中 ,yz 六 ,9 为 实数 ,f,w 是 Lzx,y] 上 非 负 可 积 函 数 , 且 w(z) 关 0, 作 者 证 明 若 f(z) 单调 ， 
则 Mpaizyy) 关 于 加 ,g 均 递增 ; 若 f(z) 递增 (或 递 碱 ) 时 ,Mi(p,q;zx,y) 关 于 Zz,y 也 
递增 (或 递减 ).([377]1998,454:2723 一 2732) 

祁 锋 还 定义 了 双 参 数 的 非 齐 次 平均 : 


Es (p,q;r,y) 一 [2 zznr(G， y) 一 Ma2n(CG， 工 ) ) pq)» 0; 


um (p， y) WU2n (p , 工 ) 


。 一 1 。 Uznt1 CP»Y) — uanti Cp,T) | 
Ez, (ps,p;T,y) exp ( 王 zy 二 (DZ ， 坊 ( 工 一 y) 兴 0; 


已 (bp,0izyy) 一 Loopiryy)， 工 关 y 力 ERRI.Eo(bqizyz) 一 工 . 式 中 


(rr Un CP»Y) — Urn ( 力 ; 工 ) Vp 


Lz (Pp;x,y) = Dr ) ,pl(z—y) 关 0. 


22 十 1 ， (iny)2 (nx) 
2 十 2 ” (lny)241 — (lnz)™! ) :并 入 由 
Lz ( 力 ;ZZ) = ZX. un ts y) 是 满足 下 述 方程 的 画 数 列 : 


Qun (ty) 
at 


作者 还 证 明了 Es,(p,q;xs,y) 关于 p,q 及 关于 xz,y 均 递增 . ([330]1998,29(2):155 一 163) 
1999 年 ,Pearce,C. E. M 等 定义 了 更 为 一 般 的 泛 函 Stolarsky 平均 : 
设 g 是 某 个 区 间 I 上 的 严格 单调 的 连续 函数 ,f 是 g 的 值 域 上 严格 单调 的 连续 函数 ， 
4 是 [0,1] 上 的 概率 测度 , 则 z,y € I 的 加 权 泛 函 Stolarsky 平均 定义 为 


1 
FEFCpgizyyyp) = (| fe 8») 十 (1) g(x)) ldu(2) } 


Lz (0; XxX,y) = 一 exp 


一 (nt 1)u,(t,y) 一 Untl (1f,Yy) ,uo (tyy) 一 3 人 0 
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当 f(z) = zyg(z) 二 x? ,py 是 Lebesgue 测度 时 ,就 是 E(p,gq;x,y). 
([303]1999 ,2(4) :479 ~ 489) 
双 参 数 平均 E(p,q;a,5b) 和 Gini 平 均 的 另 一 种 推广 是 M 凸 函数 f: 设 M(xz,y) 是 区 间 
D CR 上 的 二 元 平均 ,车 Yx,y € DD, 定 义 在 D 上 的 函数 了 满足 : 
COMCzy)) SC MF) , f(y)), 
则 称 f 为 M 凸 画 数 . 
例如 设 f(x) = 一 关 (z>0)), 则 了 为 MD 且 
MGCzyy) 一 下 (pgizyy) 合 (加 十 g) (于 一 r) 之 03; 
而 /为 M 四 且 Mzyy) = Slr sy Spr m7) 魏 0.([54]7(19957)) 
2005 年 , 杨 镇 杭 定 义 了 双 参 数 齐 次 函数 的 广义 平均 : 
设 R+ 一 0,co)， 了 DCRXR，rD-R+ 是 zy 的 2 阶 非 负 齐 次 函数 , 且 连 续 ,一 
阶 偏 导 数 存 在 ,a,g 盖 0,a 天 pD, p,q € R', 若 (1,1) Ff DD, 则 定义 


(az ,6?) | 7 
fry | ， pg 加 天 0i 


H(p,p;a,b) 一 limH (p,q;a,6) = Gy,p (p=g 关 0),， 
a 


H,(p,q;a,b) 一 | 


式 中 
Crp 一 {GCa? pz) } 广 ， 
zf:(zyy)logz 十 yi (zy)logy 


Cr(Czyy) 一 exp| 


f(x,y) 
若 (1,1) € DD, 则 定义 
p_ pp) 
Hpr0r0D 一 人 ， p00， gqg=0; 
9 ,0 二 
roee0 = 人 | ， p=0,，g 关 0; 


Hj(o,0;a ,06) = limH,(p,0;4,0) 一 a’b’, p=g=0, 
pr 


式 中 
fe (0,1) 万 GD 
fC1,1) ? f01,1) 
若 f(x,y) 二 So(x,y) (对 数 平均 ) ,就 得 到 双 参 数 对 数 平均 E(p,q;a,6) 
(304]2005 ,6(4) :No. 101.[351]2010,17(1) :9 ~ 17) 
8. 正 数 4a,65 关于 权 w 的 加 权 平均 : 


M(w;a,b) 一 4 各, ~ 0. (3. 55) 


特别 地 :MM(1;a,5) 二 A(a,5) 为 算术 平均 ;MC / 冯 5a00) 一 G(a;0) 为 几何 平均 ;MC 5a， 
5b) 一 HCa,b) 为 调和 平均 ; 
MCL sa 6b) = L;(a,b) 一 ais 为 反 调 和 平均 ; 
a ?9 2 ’ a++b ” 
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MOC) ;54,5) 二 上 ,la,b) 为 Lehmer 平均 ; 


_— (Vab+b— 2a) _ (Va +o —aV2) mm 
取 炙 二 一 一 一 一 一 一 ,wz 一 , 则 
Vab +a—26 Ma +o —bvV2 


Mo ya,b) = h(a,b) = 本 Ca 十 VB 十 为 Heron 平均 ; 
M(ws ;a,5) 一 Ms (a,b) 为 平方 根 平均 ; 


2 时 2 
取 ws 一 一 每 二 加 一 3， 则 MCws a,b) 一 ga,b) 为 形 心平 均 . 


取 w 二 到 二 4 va 一 5, 就 得 到 1999 年 毛 其 吉 定 义 的 对 偶 Heron 平均 ; 
& 十 4 Wap 一 58 


hab) = oth VB+b .Ala,b) + 2G(a,b) 
e 多 一 6 一 3 


毛 还 证 明 

My (a,b) < h(a,b) > My (a,b). 
(苏州 教育 学 院 学 报 ,1999,1 ~ 2) 
取 


_ (p+ lala? — 6?) — plart! — brt!) 
六 (ait 一 有 it1) 一 ( 力 十 1)6(az mob) 


则 M(ws ap) 一 J (a,b) 为 单 参数 平均 
2009 年 匡 继 昌 定义 一 种 新 的 加 权 平 均 ; 


MA 二 naC aa 十 六) 十 27 Vab 
Kum,n) 一 m+n 2(m+n) 
它 也 可 以 在 (3.55) 式 中 取 
we = (m+ 2n)am— mb — 2n Wap 
ma — (m+ 2m6+2n Vab 


U5 


得 到 . 
若 定义 a,2 的 加 权 宪 平均 


M,(w;a,b) = ( 


1 二 Tw 
取 wmw 二 1,M,(l;a,6) 就 是 ab 的 帘 平 均 M,(a,5). 取 


_ 2a? — (ab)s — be 
ww 3 9 
a? 十 (ab)f — 26r 


人 


就 得 到 每 形 Heron 平均 : 
之 1 
h,(a,b) = (和 


p20. 


可 见 从 一 个 简单 的 表达 式 (3.55) 式 和 MM 《w;a,5) 出 发 ,通过 选取 不 同 的 权 w, 就 可 以 
得 到 许多 不 同 的 平均 . 
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9， 设 PCz) 二 了 (一 D109)zm+, 则 Toader 指数 平均 定义 为 
k=0 


卫 ,(z)er 一 P, 27)e7 ya 
er 一 6? 
而 Stolarsky 型 平均 定义 为 : 


P(x)e” 一 卫 3y)e>” 
P(x)e’ — P,(y)e” 


El(n,m;x,7X) 一 xX. 

(Pearce,C. E. M. 等 ,Octogon Math, Mag. 1997 ,5(2) :3 ~ 7) 

10. Moskovitz 方法 :连接 点 (a,f(a)) 与 (5, 一 了 (5b)) 的 直线 与 xz 轴 交 点 的 横 坐 标 称 
为 正 数 a,5 关 于 函数 了 的 平均 值 , 记 为 mj (a,5): 
af (b) + bf (a) 


F(X,y) 一 【人 TY Er TX) 一 并; (3.56) 


El(n,m;zx,y) = ( ) 吉 ,zx 关 yyn 关 m. (3.57) 


ml(a,b) = Fla) Ff (3. 58) 
式 中 三 : (0,co) -> (0,co) 为 任意 函数 . 特别, 取 f(z) = x? ,这 时 将 mj《a,5) 改 记 为 
masb) 一 Te. (3. 59) 
于 是 mi (a,6) 二 Lz(a,6b) 为 反 调 和 平均 ;mo (a,6b) 一 Ala,6) 为 算术 平均 ; 
mya《4,60) 二 Gl(a,6) 为 几何 平均 ;mi(a,6) 二 (a,6b) 为 调和 平均 ; 
当 4 关 5 时 ,m,(a,b) 是 2 的 严格 递减 函数 ,从 而 
H(a,b) < Gla,b) < Ala,b) < La,b). (3. 60) 


(L301 ]1983 ,90) 

11. 1990 年 ,Horwitz,A 利用 Taylor 多 项 式 来 定义 两 个 正 数 4a,b 的 平均 ; 设 P(x)， 

Q(z) 分 别 表示 f 在 点 a 和 6 的 n 阶 Taylor 多 项 式 , 当 Frt (zx) 汪 >0,x € [a,b],n 为 奇 

数 时 ,P,《z) 一 Q,(z) 在 (a,5b) 内 只 有 一 个 零点 ,用 M;(a,6) 表示 这 个 零点 . 当 n 二 1 时 , 相 
应 的 零点 记 为 

MCasb) = [Of (0 =f DJ [af (0) 一 Fe] 


Py = Pes (3. 61) 
Mj(a,b) = (| =/ “zydz)/(| f “Cz) dr). (3. 62) 


特别 ,f(zx) == x? 时 的 Mj(a,65) 就 是 单 参数 平均 J], 1(4a,6),(p 关 0,1). 而 p= 一 0 或 1 的 极 
限 情 形 分 别 对 应 于 f(x) = logz 和 f(x) = zlogz. 在 后 一 情形 下 得 到 对 数 平均 Si (a,b). 
设 f 严格 单调 ,f 的 值 域 包含 (0,co), 记 
Nasb) = f[M(f 1 (0), F100)))], (3. 63) 
此 外 ,车 f(a) = a,f(B) =5, 定 义 Bjla,b) 一 L[Mj(a,B)J. 式 中 二 Ls 是 通过 (a,a) 和 
(8,5) 两 点 的 割 线 . 
若 /是 (0,ce) 上 严格 单调 的 凸 函 数 ,让 的 值 域 包含 (0,ce) , 则 
Nil(a,b) < Nj(a,b) < By(a,b); (3. 64) 
若 为 严格 单调 的 止 函 数 , 则 (3. 64) 式 中 不 等 号 均 反 向 , 且 仅 当 a 一 5 时 等 号 成 立 , 特 
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别 , 当 f(x) = Vz 时 ,又 得 到 
H(a,b) 过 Gla,b) < A(a,b). 
(L301]1990 ,149:220 ~ 235) 
1999 年 Sandor,J. 定义 了 一 种 新 的 广义 平均 : 


lL f(r) w(x) dz 


M(f,w;a,b) = 9 (3. 65) 


| ecz?dz 
式 中 是 [a,5] 上 正 的 可 积 函 数 ,f 是 [a,6] 上 严格 单调 的 连续 函数 , (Czechoslovak Math. 
J. 1999,49(1) :53 ~ 62) 
12. ”高 斯 复合 平均 : 先 取 初始 值 a。 二 a,b 二 5, 将 两 个 平均 Ml(a,b) 和 和 Ca,p) 的 高 
斯 平均 迭代 定义 为 
ar = Ma ,bi) ,bart = 入 (ap )， (3.66) 
若 数 列 {a,),{5,) 的 公共 极限 存在 , 则 称 这 个 公共 极限 值 为 M,NN 的 高 斯 复合 平均 , 记 为 M 


C9 NGCa,p) ,或 简 记 为 MO N. 例如 取 Qntl 一 Ca 十 6,) 二 Al(a, ,0,) Di 一 anb» 二 
Gla;, ,b,)，, 则 


or >> 如 之 risa 一 也 之 也 (a 一 bm), 且 
A Gla,b) 一 lima, = = limb, (3. 67) 


称 为 a,65 的 AG 平均 , 它 与 椭圆 积分 有 密切 联系 . 例如 
A G1,z) = S14 一 (1 一 2 ) sin?t] 3 di) 1. 


若 令 G, 一 | dz  _, 则 
0 Maicosizr + bisiniz 


开 XT 
(1) 2a. < Cn = 2 


2 2 
(2) 令 c 一 v 国 二 页 , 则 co 一 六 (Qs 一) 一 了 之 Ca 


dast! ~ 4A © GCa,p) 
设 M, (a,5b) 为 寡 平 均 ( 见 (3.43)), 则 Mi Q M_ (Ca,0) = G(a,p) 为 几何 平均 . 
([305]1987,94(6):519 ~ 522,[301]1997,216:69 ~ 85;2000,252:167 ~ 176;Far 
East J. Math，Sci. 1998 ,6(6) :939 ~ 947. 另 见 第 11 章 § 1 No. 63) 
若 将 ba 一 G(as2) 改 为 bi 一 了 (ap 1 <a < 二 站, 则 0 二 Da 一 anh 


< [去 一 ao] (L317]1968,43 :429 ~ 432) 


13. 拟 算术 平均 : 设 p : (0,coe) 一 尺 是 严格 单调 的 连续 函数 ,a,5 汪 0, 则 
M, ab) 一 打 (2 7 ee) (3. 68) 


称 为 a,b 的 拟 算 术 平均 .特别 地 ;pCz) 一 z? ,得 Mi(a,6) 一 (2 二名)V， 即 为 宕 平均 . 见 
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(3. 43) 式 . (Haruki, H. 一 Rassias. Th. M. ,[326]1995,18 :749 ~ 756) 
我 们 可 以 进一步 定义 a,b 的 带 权 (0 委 > 委 1) 的 加 权 拟 算术 平均 : 


Mriap) 一 OIL[rp(a) 十 (1 一 ”PC0)]. (3, 69) 


特别 , 当 glx) = x? 时 ,就 得 加 权 宕 平均 : 


M,lrsa,b) = (ra? + (1—7r)b)?, (3. 70) 


Mr;a,6b) 二 ra 十 (1 一 7)b 就 是 加 权 算 术 平 均 . 
Mriayb) 一 limM, (ria po) 一 a'b!" 为 加 权 几 何平 均 . 
办 0 


Mi(r;a,b) = ya 为 加 权 调 和 平均 . 


aa 
7b 十 (1] 一 7 


加 权 短 平均 (3.70) 式 的 概念 由 Jeong Sheok Vme 和 Young Hokim 于 1999 年 引入， 


并 讨论 了 它 的 若干 性 质 . ([301]2000,252:167 ~ 176) 


14. 1998 年 ,Toader,Gh 定义 了 一 种 新 平均 : 设 g 是 (0,ce) 一 (一 ceo,ce) 的 严格 单 


调 函 数 , 令 
2r 
元 |， g[ (a"cos:0+ 6"sin’0)'"]dO,n 0, 
fla ,0b;g,n) 一 
1 2r 2 ,2 
支 | g(a 8p sin 2)d0， nn 二 0， 
0 
则 a,5 的 平均 定义 为 


Map) = g [fla,b;g,n)]. 
通过 对 g 不 同 的 选取 ,就 得 A,G,A 6 G 等 平均 .例如 , 设 g 是 二 次 可 微 函 数 , 则 
fAM, Cab) ,Ml(ab);gn) = flab;g,n) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
cite 十 ca， Pgq 关 nn， 
g(t) 一 
人 p+g=n 
式 中 ci ,cs 是 任意 常数 . (L301]1998,218(2) :358 ~ 368) 
15,， 1995 年 ,Seiffert 定义 了 两 个 正 数 a,b 的 另 一 新 的 平均 : 


~ e766 ., ab 
B(la,b) = 4arctg /全 一 zx 
C， Q& 一 0， 
并 利用 级 数 展开 式 证 明了 
Gla,b)A(la,b) < Sola,b)Bla,b) <A(a,b)K(1,4), 4 天 六 
(左边 不 等 式 见 [404],1995,13(2):195 ~ 198 ,右边 不 等 式 见 何 灯 ,[351]2010,1:55 ~ 58) 
16. 2009 年 医 继 昌 定义 一 种 新 的 双 权 平均 : 


去 1 
Kw ,as ,p) 一 (全 人 下 = 村 


2Cw1 十 oz) 
如 和 关 0， wisws 之 0 cl 十 oz 天 0. 


(1 十 ws 


a 二 wab)i 二 b> 
中 十 2 就 


特别 ,K(1, 人 ,1) 一 是 Janous 于 2001 年 引 和 的 广义 Heron 平均 . 
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([303]4(3)(2001) ,369 ~ 375) 


1 


玄 
KG 名,p) 一 (于 二 全 作 和 二 全 ) 就 是 含 参数 的 广义 Heron 平均 


([302]2008) 
记 Km,n,1) = K(m,n), 

K(2,1,p) 二 h(a,b) 为 害 形 Heron 平均 . (No. 8) 

KA,D = Ae 


= M} = K(1,0, 才 ), 


K(2,1) 二 h(a,b) 为 Heron 平均 ， 
K(1,2) 二 h,(a,b) 为 共 斩 Heron 平均 ， 
K(1,0,p) 一 M, (ab 为 宕 平均 ， 
利用 这 些 记号 ,可 以 将 李 明 、 孙 文 彩 证 明 的 不 等 式 改写 成 : 


Kdl, 0, 地 ) 之 开 (1,3) < KG,0,1) Kd,2) < K(,0,4) 


3 2 
~ 玫 (1,1) 过 天 (2,1) 二 Kd, 0,5) 过 K(3,D < KC,0,3). 
([351]2009,4.485 ~ 486) 
2009 年 何 灯 证 明 
2 3V2 一 4 | 1 加 
K(1,0,3) aol<K2D KID+ leo | 


1] | 1 -31 


([351]2009,3;288 ~ 295) 
17. Seiffert 平均 : 


a—b 


Bi(a;b) = 2arcsin(2 7) 
a, a=b 
(1) 1995 年 Seiffert 证 明 
Gla,b) < Sola,b) SB(a,b) < Si(ab) < 委 4Ca 0). 
([404]1995,13(2) :195 ~ 198) 
(2) 2001 年 Sandor 证 明 
(AG)+ < B, < KC(2,1). 
(L306]2001,76(1) :34 ~ 40) 
(3) K(1,1)<B<K(2,1l) (ap 盖 0，a 天 六. 
18. 2008 年 姜 卫 东 引 和 人 反 双 曲 正 弦 的 平均 : 
人 a 关上 b， 
N(a,b) = J2sh™ ai+o 


a, a = bb, 
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并 证 明 
4 十 2M _N Me 
SATFM AA: 
([351]2008(3) ;259 ~ 261) 


19. 2006 年 ,Toader 等 定义 了 两 个 正 数 a,b 的 三 角 平 均 : 令 


f(x) = sinz, g(X) = tanz. 
_ bf(b) ~ af l(a) a 二 +b TT 
Mi(a,b) 一 的 二 7 g( 7 )， 0a0E ["， 2 ) 
0 
bg (b) 一 ag(a) 十 log(SCose ) 
COSa 工 
M, (a,b) BO) — gtay ， abe |， 2 }: 


([30417(1)(2006) ,article 13) 
2007 年 , 姜 卫 东 证 明了 Mj 为 Schur 四 函数 ,M 为 Schur 凸 函数 ,并 由 此 证 明了 相应 


的 不 等 式 .例如 , 设 0 委 <2<< 广 , 则 


3a 十 D a 二 36 


3a 十 b a 十 36 
4 ” 4 4 


Ma < M( < Ab < Ml 


([351]2007,2:191 ~ 193) 

(二 ) ”两 个 正 数 的 各 种 平均 不 等 式 

下 面 不 妨 设 0 二 a < 天 5, 并 将 M,(a,b) ,Ls (a,6) ,Ss Cap) ,J 《a,b) 等 分 别 简 记 为 M,， 
Ls ,Ss ,J 等 . 

1. 1986 年 匡 继 昌 证 明了 下 述 插值 不 等 式 : 

a <M,<H<G<Qy,s < <Mo<Mi < 二 <Mi Si<A<g<M,< MM, 
<L < hb. (3.71) 


我 们 仅 以 证 明 M 过 [4 为 例 , 令 :二 之 ,Ms 二 就 变 成 (雪人) 之 了 和 (>. 
令 FG) = 二 一 35 十 32 一 28 十 38 一 31 十 1. 问题 变 成 证 明 当 1 守 1 时 ,了 (2) 严格 递增 , 通 
过 导数 的 符号 是 容易 证 明 的 .([350]1986,5:28 ~ 29) 

若 令 “了 = e(asy/b) 广 ,还 容易 证 明 ， 

H<D<S <G<Q, < 天 S <D'<A. (3. 72) 

([10]130) 

1996 年 Stolarsky,K. B. 将 (3.71) 中 MM 二 Li 推广 为 Ma 委 工 es. 并 证 明 这 个 结果 
是 最 佳 的 ,([301]1996 ,202(3) :810 一 818). 2000 年 ,Liu Zheng 则 证 明 工 :十 L_，* 2G. 
([301]2000,247(1) :309 ~ 313). 

Alzer, H. 则 证 明 Las < S 三 Li, 式 中 下 界 中 的 常数 5/6 和 上 界 中 的 常数 1 都 是 最 佳 
的 . (Ib. Rad. Prirod. Mat. Fak. Ser, Mat,1993,23(1):331 ~ 346) 

设 和 宇 0,0 二 a 二 6b,n > 1; 则 


a" b+A[Ca+6)" ma bl] 
2 十 A(2" 一 2) 


)< Me 人 


Gla ,60) ~ 


< A(a,b). ({305]11996, 
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103(6) :509) 
1996 年 ,Heinz-Seiffert,J. 还 证 明 : 


A—S, 一 于 (4 一 G)， 于 (G 十 24) < Ho < 一 Si 
若 0 二 p 一 方 ; 则 GHA? < H, < WG+pA; 


若 广 pl 则 NH, > (0—pG+pA. (L305]1996,103(8) :696 ~ 697) 


1996 年 Agarwal,R.P. 证 明 :0 妇 So 一 互 委 S。 (4 


1987 年 , 王 振 证 明 , 在 M, 委 疡 委 Mo 中 ,p 的 最 小 值 为 2/3,4 的 最 大 值 为 In2/1n3. 
([348]1987,11:3 ~ 4) 
2. 林 同 坡 不 等 式 (1974): 


2 
) . ([394]1996,32(6) :95 ~ 99) 


G=M, < 过 So < Mys, (3. 73) 
其 中 1/3 不 能 再 减 小 . 1982 年 王 中 烈 、 王 兴 华 用 带 余 项 的 求 积 公式 证 明 
GCM? < S < M, 作 一 1 六 于) (3. 74) 


([352]1982,9(2) :156 ~ 159;[326]1982,5(2) :337 一 343). 1988 年 陈 计 等 证 明 (3. 74) 左 
边 不 等 式 对 任意 实数 p 均 成 立 . (成 都 科技 大 学 学 报 ,1990,2:100 一 102) 
1980 年 ,Pittenget,A. O. 对 于 实数 ~, 定义 


a= ,p= (7 > 0,7 1); 
min{a,p} r>>0,r 关 1， 
Pp) = 2/3, -一 1， 
min(a,0}, r0; 
max{a,p} r 泛 0,r 关 1， 
ps = ps(r) = Jln2， r- 二 1， 
0), r< 妇 0; 
证 明了 
M, < S,<M,. (3.75) 


仅 当 a = 5 或 r 二 一 1,1/2 或 2 时 等 号 成 立 ,其 中 pi ,ps 不 能 再 改进 . 当 x 二 0 时 又 归结 为 
林 同 坡 不 等 式 (3.73). 若 a 关 5, 且 0 之 gq 过 1/3 达 pp 声 1; 则 Q, 二 5 二 MM,, 而 且 g = 1/3 
不 能 再 改进 . Q, 与 M, 可 以 比较 的 结果 是 : 设 a 关 5b, 车 0 三 q 达 1 且 q 志 Pp; 则 QQ 二 M,; 
车 gq 这 >1 且 9g 之, 则 不 等 号 反 向 .但 当 0 过 pp 过 gq 二 1 和 1 过 gq 二 pp 时 ,Q, 与 Mj 不 能 比 
较 . ([331]:678 ~ 715(1980) :19 ~ 23) 

2000 年 ,John,M. 等 证 明了 关于 对 数 平均 Se 的 反 向 Holder 型 不 等 式 : 设 0< 过 a 二 x 
二 8,; 则 

So b,x) So Cr,a)® < So a,b). 
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ln/z)  _ ln(x/a) 0,B41,C3) .401 ~ 409 
式 中 C1 一 InC(b/a) 9 C2 Te57a [373]Ser 2000 ， ,( ) : ) 


1995 年 Seiffert, H. 一 J. 证明 

So < SG ,A )Y? < Si1(G, A) < Si.([360]1995,64(2) :129 ~ 131) 
1996 ~ 1997 年 , 戴 立 新 等 证 明 :对 于 p > 0, 成 立 

GrMY? < So < Sona ,bi)r!; Slat ,bP)? < Sos 
([340]1996 ,16(2) :231 ~ 232; 托 州 师 专 学 报 ,1997,20(2) :27 一 28) 
注意 到 (3. 74) 左边 不 等 式 可 改写 成 

SCa?,b?) FS (at,6) 1 ! < So Ca,b), (pF 0). 
楼 红 卫 将 上 式 改进 为 

Sila? ,br) FS (a? po < So Ca,b). 

并 得 到 : 设 p>1,r 宇 2 一 1, 则 So(a,6) 一 [LS Cao) (宁波 大 学 学 报 ,1997) 

3。 Alzer 不 等 式 : 
(1) (GSS) < S, < (G+ S51)/2. (3.76) 
(C. R. Math. Acad. Sci. Soc. R. Can1987,9;11 ~ 16) 


(2) (GA)Y? 一 (SuS 272 < 二 (S, 二 SS1) 一 (G+A); (3.77) 
(3) G58,5) < Mn = (G+ A)/2. (3.78) 
([360]1986 ,47(5) ,422 ~ 426) 
(4) G<(S,S,) ?<S, (bb 兴 0). (3. 79) 
Alzer,H. 进一步 提出 猜想 : 

S, 一 半 (S-， 十 Sn) 一 A. (3. 80) 


([307]601:26014) 

1996 年 , 鲁 宁 证 明了 Alzer 的 上 述 猜 想 : 存 在 常数 尺 汪 1, 使 得 |p| 汪 > 尺 时 ,(3. 80) 式 
成 立 . ([344]1996,26(3):275 ~ 277) 

(5) Alzer 和 杨 任 尔 , 曹 冬 极 分 别 证 明 : 


GU LS, 二 地 (J 二 J) 之 A (p #0); (3. 81) 

(GA LS, 二 50 十 J) 二 可 (3G 十 4); (3. 82) 
式 中 第 一 个 不 等 式 对 0 二 pp 过 1/2 成 立 , 第 三 个 不 等 式 对 0 二 pp 二 1/2 成 立 . 

a<G/S <G<GOM 训 <S <h<iA<b. (3. 83) 


(306]MR89m:26030; 宁 波 大 学 学 报 ,1989,2(2) :105 一 108) 
4. Sandor 不 等 式 : 


(1) Si > 六 (4 十 Sn) (3, 84) 


(2) SS 人 < SSt!<M (六 天 0). (3. 85) 
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([36711990,40(2 ~ 3):261 ~ 270) 


5 1) Lo 一 A-G 二 圭一 o:. (3. 86) 
8B 8a 
(2) ”利用 第 七 章 Hadamard 不 等 式 的 加 细 , 可 推出 : 设 p 写 1,0 二 it 过 1, 则 
1 ay 一。 二 Ss <M; 
A < 二 DG 人 [A+1( 3 )] 一 [4 一休 1 je ”i 
1 1 A+t 人 (2 二 1 
志 二 roa 一 bo < S ([301]1992,167(1) :49 ~ 56) 
A ‘(a ) 


6. 设 f 是 [a,6] 上 正 的 可 积 函数 ,g 是 [G,A] 上 严格 递增 瑞 数 , 式 中 G 二 Vb ,A = 


b 
| reosgcvEc yh 


| fa 


(Seiffert, H. J. (1987) ,[306 JMR88g:26025) 
7. 设 户 >g>>” 则 
Glasb) < [SCal2 80 有 < 天 [Sea 20 < MCa,b) < [LSCa® 00 下 
< [SCa ,0 < My,(a,b). (3. 88) 
( 严 子 滩 ,[344]1989,2:67) 
8.， 令 日 = (ob 而 , 则 


g(G) = 


< g(A). (3. 87) 


A: 442 一 G: A’ A’ 
人 < 和 <B< 舍 < 全 ; (3.89) 
AS, 十 BS, 一 24: 一 B: -二 G2i (3. 90) 
2 _、 
给 二 2 一 Bs， < (3. 91) 
SS B~G 
(元 ) < (FY; 3- > V2 (3. 92) 
A:—G _lnB .A:—G’ 
A <G <6 ; (L404 JIV. 1997,15(1 一 2):51 ~ 55) 


9. ”楼 红 卫 证 明了 广义 对 数 平均 S, 的 下 述 不 等 式 : 
(1) 设 ae>1,2 盖 1. 若 尹 < 一 1， SO (1,460) 过 Sp(as5); 若 PP 之 一 1, 则 不 等 号 反 向 ; 


(提示 :考虑 1 守 1,z 放 1 时 f(x) = 二 一 一 元 一 的 单调 性 ) 


(2) 六 


S,(1,06) & LS. (1,0) LS. (1 入门 ， 
若 7 < 一 1, 则 不 等 号 反 向 , 仅 当 a? = 8 时 等 号 成 立 . (宁波 大 学 学 报 ,1996,(1) :1 ~ 7) 
1997 年 , 石 敏 琪 . 石 焕 南 给 出 了 S; 的 一 个 上 界 估计 : 
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2 十 2 


S, (ap < (p> 2). (3. 93) 
pi 


为 证 上 述 不 等 式 , 只 要 证 pp 之 2 时 , (br 一 a?)/(b 一 a) 二 1.([345]1997.5:37 ~ 38). 
它 与 1988 年 杨 镇 杭 证 明 的 S, 的 另 一 个 上 界 ;S,(a,6) 二 M1(a,5) (T3451]1988. 2) ,是 不 
可 比较 的 . 

1999 年 李 康 海 则 进一步 证 明 , 当 0 二 pp 二 2,p 关 1 时 , (3.93) 式 中 不 等 号 反 向 . 


([351j1999,1:7 一 8,[100]117 ~ 118). 于 是 得 到 S, 的 上 下 界 估计 : 设 包 > 2 时 ,成 立 
“了 


< Sayp) < 


pr | 

当 0< 二 pp 二 2 且 p 关 1 时 两 个 不 等 号 均 反 向 . 

10. ”Alzer,H. 证 明了 单 参数 平均 J,(a,6b) 不 等 式 : 

(1) 设 p 宇 1, 则 J,(la 十 5) 过 J (la) 十 J,(5). 当 pp 过 1 时 ,不 等 号 反 向 ; 


(2) 设 P< 一 评 ; 则 Jolasb) 之 Joba)Js(b), 当 pp 之 一 计时 ,不 等 号 反 向 ; 


(3) 设 7 之 ;之 思 < 一 去; 则 
(J (a6) 委 (CCa pb) ,a,b))', 
当 一 广 之 + 过 :之 p 时 ,不 等 号 反 向 . 


问 ;plnJ,(a,6b) 是 否 为 凸 函数 ? 
(Bayer, Akad. Wiss. Math. — Natur, kl. Sitzungsber,1988 ,23 ~ 39. (1989) ) 
11. 1988 年 陈 计 、 王 振 将 匡 继 昌 建 立 的 Heron 平均 和 霖 平均 不 等 式 Mi 二 hh < Mn 


推广 为 均值 比 的 形式 : 设 6 之 6; > 0 全 > > 0, 则 


My (ai ,42) hlai ,az ) M;,s (a1 ,a2) 
A 3. 94) 
My bib) ~ hb sbs) ~ Mas Cb sb) ‘ 


仅 当 银 一 至 时 等 号 成 立 .并 证 明 下 界 中 的 去 和 上 和 界 中 的 子 均 不 能 再 改进 . [350]1988， 
2:15 一 16) 
1989 年 , 陈 计 、 胡 波 证 明 : 当 0 一 a 之 6 < 二 时 ,使 得 


ab Si (a,b) Mab) 
MU al < Sa ~ Md a,i—b (3. 95) 


成 立 的 的 最 大 值 为 2/3,9 的 最 小 值 为 log: (8), 


2 1 十 V5、， M, (a,b) Si (a,6b) ~ 
而 当 弛 <p < log( 2) 时 , 0 a 1) 了 50-a,T 一 55) 个 能 比较 . 


(Facta Univ,1989,4:9 ~ 12) 


1990 年 胡 波 、 陈 计 证 明 : 当 0 过 a 过 5 之 二 时 ,使 得 
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M, (a,b) hla,b) M, (a,b) (3. 96) 
Mt al bh Ria,l-) ~ Ma,l— od) 


成 立 的 请 的 最 大 值 是 指数 方程 (3 十 V2)* 一 2 十 1 的 根 > 生 0.630, 而 9 的 最 小 值 是 2/3. 


Mys ab) 二 hla,b) < Mzjs(a,5b).《 宁 波 大 学 学 报 ,1990,3(C2) :32 一 35) 


12. 1987 年 , 王 挽 澜 等 将 林 辣 坡 不 等 式 (3.73) 式 推广 为 ; 


设 抽 之 名 之 0, 多 之 沪 之 0; 则 


Glal ,a2) So 《ai ,a2) Mi,s (ai ;G2 ) 
Ghai aa) 之 ， (3. 97) 
Gb ,b;) < So (bi ,b2) 全 Ms (bi ,D2 ) 


仅 当 估 一 作 时 等 号 成 立 . 
推论 ” 设 0 志 a 二 5 过 1/2, 则 


Gla,b) So (a,b) Mis (a,b) 3.98 
Gl(l—a,l1— 06) ~ al Mys(l—a,l—6) (3. 98) 


(成 都 科技 大 学 学 报 ,1988,6:83 一 88;1990,2:100 ~ 102) 


S, (a,b) 1 、 
公 一 户 1 Y -二 让 
13. 令 f(p) Ta’ PER, 则 当 0<a<b<5 时 ,f(p) 严格 递增 . 


当 十 之 a 之 5 二 1 时 ,f(p) 严格 递 碱 . 由 此 推出 ， 


当 0 之 a 之 5 之 序 时 ， 


ua Gla ,b) So (a ,0b) Si (a,b) 
I“ GI al Sd Tal ~ Sd—a,l—o 
一 Al(la,b) < 一 b 


AU~a,l—b) 1 一 a 
而 当 寺 和。 <<5 < 1 时 ,不 等 号 全 部 反 向 . 


问题 :如何 将 以 上 结果 推广 到 多 元 ?([330j2007,38(2) :177 一 181) 
14. 2007 年 Pachpatte 利用 他 建立 的 新 型 Ostrowski 不 等 式 证 明 


1/1_2 1 (b—a)’ (a 二 + 十 G) i 
| (去 总 钱 豆 |< 60 . (L330]2007,38(4) :335 ~ 339) 


15. ”Alzer 等 解决 了 1986 年 的 猜想 ， 
M, (x;y) < 3[S, x,y) 十 SiCzyy)]， 


式 中 p 的 最 佳 值 为 p。 一 ] 0 ([36012003,80:201 ~ 215) 


16， (1) p+(1 一 才 S, 天 S 天 又 十 (1 一 9)S 成 立 的 充 要 条 件 是 p 之 超 ,g 之 和 
工 
2 


(2) JG 十 (1 一 Si 过 So 二 gG 十 (1 一 q)Si 成 立 的 充 要 条 件 是 p 过 二, g 实 1. 
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(3) pA 二 DGS, 一 gh 十 (1 一 qg)G 成 立 的 充 要 条 件 是 p 委 0， 4 之 池 . 


(4) pA 十 一 起 G 二 Si 过 gh 十 (1 一 DG 成 立 的 充 要 条 件 是 < 阁 ， gy 之 2 


ee 
(上 述 (1) 一 (3) 见 朱 灵 [303]11(2) (2008) ,229 一 235,(4) 见 Alzer 等 [36012003 ,80: 
201 ~ 215) 


17. (1) 委 一 (GSs 广 一 S < 一 4+TG 一 S， 一 二 (G+S)， 
1 


(2) S <M+G—A; 
(3) HS <. 
(其 中 (1) 见 [22]40 ~ 一 41,，(2) 见 [371]80(5)(20077,397,(3) 见 [10]130) 


18. (1) 1 A — Sn ISH bb a) 


(BE) br !—ar!) (ba), p<0,p>1,p—1 
(2) 1As* 一 S1| 委 
(BR) (Car 一 br ) ba), 0<p<1 


(3) | inA—lnS | 过 工 ( 工 一 工 )G 一 o). 
8 a pb 


([330134(3)(2003) ,213 ~ 222) 
19. ”李世杰 证 明 : 
(1]) G+M,<2A; (2) 2G 达 A++H; (3) 4 十 G 委 Mo 十 万 . 
〈《[351]2005,2:201 ~ 202) 
20. Gini 平均 Ss 不 等 式 : 设 zy > 0. 
(1) 若 a>8>1 或 56a>1 或 ae 三 0 之 1, 则 
Sy ( 守 > 握 >*)< Sy (< Sw (x,y) ES Sw (Tt y,0); 


(2) 若 a>Pb>0 或 6>a>0 或 ae 一 5 过 0, 则 - 
Sy (Vrys Vry) SE Sylr,y). 
( 石 焕 南 ,[351]2007,1:14 一 21) 
21. 我 们 改 用 记号 : 
CQ 一 (aly az)， 8 一 (pp2)， 2 十 一 (al 十 pas 十 pz)， 


ab 一 (ap ,A202 )， a? 一 (af ,af )， 


则 Ala) = Ca 十 as) (as > 0) ,分 别 满足 ， 


(1) Holder 不 等 式 : 设 + 二 = 1, 1 一 六 < co, 则 


Ala,b) ZLACa) [ACD)YY. 
当 0 过 p 二 1 时 ,不 等 号 反 向 . 
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(2) ”Minkowski 不 等 式 : 设 1 二 p 二, 则 
[ACa + < LAG) + [CAG]. 

0 二 pp 二 1 时 ,不 等 号 反 向 . 

(3) ”车 a;b 同 序 时 ,还 满足 Chebyshev 不 等 式 : 

A(CaA(CD < Alab). 

杨 镇 杭 证 明了 将 上 述 A(a) 换 成 广义 对 数 平均 S, (a) 和 单 参 数 平均 J, 后 ,相应 的 不 
等 式 仍 成 立 . ([351]11(2)(2004) ,210 ~ 216,236 一 242) 

我 们 要 问 :将 A(a) 换 成 其 他 平均 ,例如 短 平 均 Mo, ,Gini 平 均 ,Lehmer 平 均等 ,是 否 也 
成 立 相应 的 不 等 式 ? 


三 、 加 权 平 均 不 等 式 的 一 般 形式 


(2. 135) 式 定 义 的 加 权 平 均 包 括 了 通常 的 离散 量 求 和 和 连续 量 求 积分 的 形式 ,为 了 
使 用 上 的 方便 ,我 们 还 是 将 以 上 两 种 情形 分 开 讨 论 . 
(一 ) ”高 散 量 的 加 权 平 均 


设 a 一 (al ，… an ) sp 一 (pi pr) sa 宇 0,p. 宇 0, 3p > 0， 
k=1 


& 一 1，…，7， 则 Ul" 0Qn 的 r 阶 加 权 平 均 定 义 为 : 


Peat 
M.,(a,p) 一 2 一 


7 加 


M, a,p) = (Tat ) ,r= 0; 
k=1 


,0 过 |r| 二 0%; (3. 99) 


M (ap) = min(aiy ya), M,Ca,p) = max{al,*"* ,an}, 

式 中 pi 称 为 加 权 系 数 ,p 称 为 权 ,特别 ,M_ 《a,p) 二 有 H,(a,p) (加 权 调 和 平均 )， 
Mla,p) 二 G,《a,p) 《加 权 几 何平 均 ),Mi《a,p) 二 A,(a,p) 《加 权 算术 平均 ); 
limM. (a,p) = Mo (a,p) » lim M. (a,p) = M_- (a,p), 

limM, (a,p) = M. (a,p), 
在 应 用 中 ,常常 将 加 权 平 均 标准 化 , 即 令 


gx 一 pr/ C21 pe) sk 一 1,2,…,n, 于 是 , > gq: 一 1, 从 而 得 到 CGI， ”37CCn 的 > 阶 标准 平 


均 : 
M,(asg) = (ga <1r1< co， (3. 100) 
k=1 
M(a,g)= | [a%， r=0. (3. 101) 
天 一 


其 中 Mo (a,g) ,MM (a,g) 在 (3. 5) 中 分 别 记 为 
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Gla,g) 二 [of 和 4,(a,e) 二 >)angt. 而 Mi Co,g) 改 记 为 
上 二] k=1 


特别 地 , 取 所 有 p; = 二 1, 即 qx 一 二 二 1,2,…,n. 就 得 到 7 阶 均 匀 加 权 平 均 , 简 称 为 
r 阶 平均 ,这 时 ,将 (3. 100) 式 改 记 为 


Mon = (FDad),0<|rl< co， 
上 二 1 


其 中 Ma, 一 1) = 一 = H,(a),M,(a,0) = TTad™” = G, (a), 
M,(a,1) = 3 = A,la). 
ki=1 
上 述 定义 中 的 有 限 和 可 推广 为 收敛 的 无 穷 级 数 ,还 可 进一步 定义 a1，… ,a 的 非 对 称 
拟 算术 平均 ， 

2 pple) 
2p: 
式 中 9 是 (0,co) 上 严格 单调 函数 ,p-! 是 gp 的 反 函 数 ,as 之 0,pi 之 0, 且 D》)ps 记 0, 特 别 地 ， 

可 标准 化 为 | 
Ml(a,p) = gyq9 ar)), (3. 103) 


M,(asp) = 条 ， (3. 102) 


式 中 国 世 0 且 >)gy = 1, 特 别 地 , 当 p(x) = x' 时 ,(3.102)、(3.103) 分 别 归结 为 (3. 99) 


和 (3. 100). 
祁 锋 等 将 (3.102) 进一步 推广 为 加 权 广 义 抽象 平均 : 


> 加 (as) 
Ml(p,a, fi,f2) = pp! 二 


D2 《ax ) 
式 中 ,p = 用 /fz 为 严格 单调 函数 ,pg 为 9 的 反 函 数 , 作 者 还 讨论 了 该 平均 的 基本 性 质 和 
单调 性 . ([344]1999 ,29(2) :169 ~ 173) 在 [301]j2002 ,270(2) :499 一 518 中 还 定义 了 另 一 
种 n 元 的 加 权 平 均 

Saar gar) 


二 1 


Dy wlar) 
k=1 


M(gpywa) = gp 


Cooper 定义 了 广义 平均 : 
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Mi(pya) = 9 公 2weo 
式 中 g(x,2) 定义 在 [0,ce) Xia, 外 上 .cp8 不 一 定 是 正 的 或 有 限 值 .2 关于 z 严格 单调 , 令 
yig(z,X4)} = 序 P(z'4). 若 2(Cz) 是 工 的 递增 (或 递减 ) 函数 ,yly,4) 是 y 的 凸 函数 ;或 
者 p(xzx,4) 是 z 的 递减 (或 递增 ) 函数 ,yl(y,4) 是 > 的 止 函数 , 则 NM. (gp,a,4) 是 4 的 递增 (或 
递减 ) 函数 . ([317]2(1927) ,159 一 163) 
设 工 = (xis Xn), Xe > 0, QG 一 (gi 9 sn), gr 之 0 且 

yw = 1， Ei 一 (DO0 且 Yo 1}. 

= 二 1 k=1 
dp 二 dja…dpn. 则 之 的 单 参数 平均 定义 为 


[D1], [Az dr)”, ”pp 关 0 


S, (zx) 


L 


exp| (一 D1 logA, Cz,q) dx) ， p=0 


F(z) = (n— 1) | M., (x,g) dy. 
(L305]92(1985) :99 ~ 104 和 Houston J]. Math. 24(1998) ,459 ~ 465) 
(二 ) ”连续 量 的 加 权 平 均 
设 EE 为 (L) 可 测 集 且 0 < ACE) 过 oo,f,w 是 E 上 非 负 (L) 可 积 函 数 ,w(E) = 


| .sczydau > 9, 则 了 关于 权 函 数 在 下 上 的 次 加 权 平均 定义 为 ， 


M CosE) 一 ( | fear)d) ,0 一 | | 一 co， (3. 104) 


_1 

ZB) 
1 

MCfsw,E) = exp( ty| nf Cz) zd), (3. 105) 


MCf yw,E) = inf(f(x) :x € E},M (fsw,E) = sup{f(x) :x € EE). 
在 所 讨论 的 问题 中 ,车 函数 都 定义 在 下 上 , 则 M,(f,w,E) 也 可 简 记 为 M.(f,w)，, 当 
w(E) 一 1 时 ,表示 平均 的 标准 化 . 特别 当 w(z) 一 1,M- Cj,1) 改 记 为 M,( 了 有 ) ,这 时 


Mi(7) = zt | = A (3. 106) 
M,(f) = exp{ Ey|s Ina) myerg (3. 107) 
MCA = -AS 一 HCO, 和 (3. 108) 
CF) dp 
分 别称 为 f 在 EE 上 的 算术 平均 、 几 何平 均 和 调和 平均 . 
limM,(f sw, E) = Mo fw,E); (3. 109) 
lim M.(f,w,E) = M_.,(f,w,E); (3. 110) 


limM,(f,w,E) = M.(f,w,E). (3.111) 


$ 3” 平均 不 等 式 73 


为 证 (3. 109) 式 ,可 以 对 标准 化 即 w(E) 二 1 进行 证 明 , 即 证 

limM,(f) 一 lim(| ccz)a) dD = Mf). (3. 112) 
设 太 >0. 太 一 em =1 十 rlnf 十 0(r)., 

M,(f) 一 (| 7/ wd) 一 exp[ 工 bn| f "wdp] 


= exp[ 工 in| C1 + rlnf + OC(r))wdu] 
= exp{ 二 In[1 十 ,lnfywdp + OC )1). 


所 以 ,HimM:CP 一 exp{| (lnf Jwdp) = M,C). 
间 理 ,可 以 在 标准 化 情况 下 证 明 (3.111) 式 , 即 证 
lim(| 7/ wd) 一 Mf). (3. 113) 


实际 上 ,MD = f= inf,{ sop, | az 1D). fl = fod 


(A)=0 zr€EE~A 


VACE,nA)=0,| fl;, = 上 | lwdun = 


-| |f wdp < Csup, | f(z) Dw(E-A)， 
两 边 YA :x(A) = 0 取 下 确 界 得 ‖ fi; 委 fs%p(E), 于 是 
limsup | fo < HFN him (EY = Nfl. 
另 一 方面 , 令 B= {x EE:| f(z) |> | fl 一 e). 则 p(B) 之 0, 且 
I fod > 0B) 
从 而 lim inf 有 fl, 之 7 -一 由 se>0 的 任意 性 ,得 lim inf 有 了。 之 上 1. 所 以 ， 
iml pl = 1 fl. 

与 (3. 102) 式 相应 的 积分 形式 是 : 

| ,pC Cz) oz) dy 
wlE) 
式 中 pg 是 下 上 严格 单调 函数 ,pg 是 9 的 反 孙 数 . 

特别 当 g(x) == z 时 ,(3. 114) 式 归 结 为 (3. 104) 式 . 

注 ”对 于 不 熟悉 Lebesgue 积分 理论 的 读者 ,可 以 将 可 测 集 已 理解 为 [a, 纪 ,( 工 ) 积分 
理解 为 (R) 积分 .我 们 比较 加 权 平均 的 离散 形式 (3. 99) 和 连续 形式 (3. 104) ,就 会 发 现 , 正 
如 Hardy[1] 所 指出 的 那样 ,对 于 渴望 避免 陷 人 不 必要 细节 的 读者 ,可 以 认为 适用 于 求 和 
的 式 子 ,经 过 简单 的 修改 ,将 求 和 号 改 为 积分 号 ,就 适用 于 积分 ,反之 亦 然 , 徐 利 治 [8] 则 
进一步 指出 将 求 和 号 改 为 积分 号 的 一 个 判别 标准 , 即 对 有 穷 不 等 式 而 言 ,符号 > ' 在 不 等 
式 两 端 出 现 的 短 次 必须 是 齐 次 的 , 因此 ,M,(a,p) 的 许多 性 质 都 可 按 上 述 标 准 推 广 到 


M,Cf ,wm) 一 9 > (3.114) 
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M,(f,w;E) 上 ,这 也 是 发 现 新 的 积分 不 等 式 的 重要 方法 之 一 ,而 且 积 分 往往 比 级 数 更 容 
易 处 理 ,事实 上 , 当 (3. 104) 式 中 的 py 是 计数 测度 时 ,就 归结 为 离散 量 的 加 权 平 均 . 下 面 讨 
论 加 权 平 均 不 等 式 时 ,就 对 离散 量 (级 数 ) 与 连续 量 ( 积 分 ) 对 比 叙述 . 

(三 ) ”加 权 平 均 不 等 式 

1. ”单调 性 : 

(1) ” 设 除 所 有 as 相等 或 某 个 a; = 二 0 且 r 志 0 外 ,由 (3.99) 式 定义 的 Ml(a,p) 关于 
r 严格 递增 , 即 对 于 所 有 a,B8: 一 吕 二 a 二 8B 二 ;成立 

RM (ap) < M,Ca,p) < Mela,p) < Mla,p). (3.115) 
证 ” 当 t 关 0 时 , 令 


k 


,FCD = 1 


f(t) 一 FD 


pe 


因为 f(z) > 0, 所 以 与 同 号 ,于 是 只 要 证 F(z) > 0, 而 这 只 要 考虑 FF (1) 的 符号 . 
因为 ”limf() = f(0) 一 Mo(a,p). 于 是 f(0) 委 f(1), 即 


a 5 Dpias 
全] 和 < . (3. 116) 
(lat ) Sp, 
天 
令 g 一 5 ,得 到 AG 不 等 式 (3. 5) 式 . 
天 
k 
推论 1 设 at 记 0 二 1,…,n. 朋 至 少 存在 一 对 i 关 j,a; 关 Qj; 则 
5) Hlnas - 2p: 站 /Dh 
eXp | 4 二 一 一 一 一 CC 外 下 
Sa Da (ei) 
3 
3 Prlna, Dpias Dprarlnas 
一 exp| # Qt 4 <<explj- 上 |. (3.117) 
ps 2 At Dpias 
中 
提示 :不 等 式 各 端 取 对 数 ,并 利用 lnt 的 凸 性 . 
特别 地 , 当 al,… ,a 是 不 全 相等 的 正 数 ,r 过 0 二 a 过 8, 则 
Mlasr) < M,Ca0) < Mao) M,Ca),P ,Rp 
La Tard” < Dad < Ba), (3. 118) 
A RE no 12 


HO) <GO<A(CD， 即 eT < < i Ba. 
到 到 
EE Qk 


(2) ” 设 w 之 0, | wx) dy 一 w(E) >> 0,f 不 是 常 值 油 数 ,inf{f(x) :zx € E} 二 0, 则 
由 (3.104) , (3.105) 所 定义 的 M,(f,w,E) 是 > 的 严格 递增 函数 ,进而 成 立 
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| LI nf Cr) dy 
exp < 


fz) w(E) oxo | olnf lz) dy 
[2B [Tem a 
E fOr) t E f(x)” 
| fC)otz) dy [wf In fd 
过 expl 
wlFE) wf 
E 


特别 地 ,有 HCf) 二 GC(f) 二 AO); 


l/r 1/s 


ole {le | < ,C0 过 rr < 3). 


wlE) wlE) wlE) 
仅 当 f(x) = 二 cc a.e.x € 时 等 号 成 立 . 
2. 1988 年 , 罗 承 辉 、 陈 计 证 明 : 
(1) 有 Rado 型 不 等 式 : 
(n+ DIM (arm) — Mn lan)] nLM, (Casri) — M, (a,r)] 
成 立 的 充 要 条 件 是 71 志 1 二 7;. 
(2) Popovic 型 不 等 式 : 


MTCayrz) tl ~ Mla,r;) 加 
(Wary)” > (Mam) 


成 立 的 充 要 条 件 是 rl 二 0 72 。 (对 鸣 34 期 ,31 一 35) 
3. ”1989 年 ,Alzer,H. 得 到 Rado 型 几何 平均 与 调和 平均 不 等 式 : 


设 0 之 a 之 亏 'q >0,Q, = Dg = 1, 
k=1 


A 


G,(a,g) = Ta ,G1—a,g) = [0 mad); 
k=1 


=1 


到 


Hag = (DL), Hl(l—ag) 一 (>) Ee); 
k=1 0 {1 a 


R,(a,g) 一 G,(l a,g) G, (ag), 


Glasg) Gn(l—a,g) 
H,(a,g) 五 (1 一 aa,9) “ 


S, (ayad) = nL 


则 

(1) R, 1(a,g) 过 R,(a,g); 
(2) SS, 1(a,g) SS, (a,g). 
(L374]1989 ,32(9):199 ~ 206) 
1997 年 Alzer,H. 又 证 明 : 


Dg a — G,(a,g))’ 过 A,(a,g) —G,(a,g), 
2M £1 


式 中 a > 0,a 一 (da an) ,qs 之 0， > gs = 1, AM 一 max{ai,"" ,an}. 
k=1 


(L401j,1997,27(3) :663 ~ 667) 


75 


(3.119) 
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若 加 上 条 件 0 二 ai 和 oa 委 … 委 ca 则 


C， SD Dale, — H,(a,qg)] < Ga,g) — H,(a,g) 


2a? ol 
(Mercer,[ 301 |]2000,243(1):163 ~ 173) 
4， 设 1 过 a 所 ck 二 1,…,n, 则 


Cc— 1) 
nlc 二 1) 


更 一 般 地 , 令 B, 二 n[A,(a) 一 Mla,7)]. 则 当 r 过 1,r 关 0 时 ,有 Bi 二 B,. 特别 , 当 
r 二 一 1 时 ,就 得 到 n[A, (a) 一 昌 ,(a)]] 的 递增 性 . 

(Math,Comp. 1975,29:834 ~ 836,1984,42:193 ~ 194) 

5. 1988 年 ,Pecaric,J. EE. 将 Sierpinski 不 等 式 (3. 36) 推广 为 加 权 形 式 : 令 gg 二 (qi， 


<9) EAC —G,(a,g)]. 
=1 


< A,(a) — H,(a) < We— 1)7. (3. 120) 


1) 9 > 0,Q, = Da, ZX 二 t= (zttiyn Tt, rist > 0. 
LM, Cx + £3g) ei LM ,z+ 
LM (zi;g)]% 
则 当 r 二 0 时 ,F(z) 递增 ;r 二 0 时 ,FGQ) 递减 ;而 当 1: 一 品 时 ,F(z) 一 1. (L301]1990， 
149(2) :497 ~ 512 和 Punime Mat. 1988,3:9 ~ 11) 
6. (1) 设 ax 守 0,a; 二 (aayQm) GG 二 1,…,m) 不 都 成 比例 , 则 


F(t) 一 


FG, a) < GC Da) (3. 121) 
j=1 


7 一 1 


若 gq; 之 0, 2g 一 1,7 汪 0, 则 


j=1 


M, (Ta < 了 Me (3. 122) 
j=1 了 一 1 了 
相应 的 积分 形式 为 


PG) < 委 G(>) 太 )， 
3 二 


仅 当 二 c》)fi 或 G(2》)fi) 一 0 时 等 号 成 立 . 式 中 >) 为 有 限 和 或 无 限 和 ,G(P 是 和 


在 五 上 的 几何 平均 , 见 (3. 107) 式 . 
(2) 设 a4 守 0,M,(asp) = (二 Daf) AuCaro 一 1 Eat “, 轧 ,q 为 实数 ,p 尖 0， 


大 一 ] 


演 
过 


[A, Ca) J < [MCa,p) jt? < 4 Cart?). 
(Kin Young-Ho,[L301]2000,245(2) .628 ~ 632) 


(3) 设 a 之 0,M,(ayn) 一 (二 了 af), 则 对 于 之 g, 成 立 
k=1 
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(4 DCM, a9) 去 (二 六 [MiCa, 信 ] 仅 当 a 一 4 一 … 一 0, 时 等 
k=1 k=1 


号 成 立 .( 唐 立 华 ,[351]2001,1:19 一 22) 
(4) ”Specht 不 等 式 : 设 0 < 之 pa 二 qgkh=1,,n， tt 一 g/p's 之 r,s 天 0 则 


M, (a,g) l/s £1 l/r a 二- 3 123) 
Mag) < (F—7 ( 5 ) C7) “ 4 


M,(a,g) 与 M,(a,g) 的 比 与 差 的 上 、 下 界 估计 详 见 14j104 一 107. 
1964 年 ,Goldman 证 明 下 述 不 等 式 : 若 rs 二 0, 则 
(g—p OMGag0)) — (gq —p fA la DT Ep — gp’, 
若 rs > 0, 则 不 等 号 反 向 ,利用 上 述 不 等 式 可 证 明 (3. 123) 式 . 
(5) ”混合 AG 不 等 式 : 设 0 二 rr 二 1, 则 


"(FPMan) < [A, Ca) J tm D(a TMD), 


k=1 


车 0 二 pp 二 4q 或 p 二 gg 二 0; 则 
1 . 1l/g 1 » 1/p 
(#7) < (#0 ) ， 
猜想 Vp 二 9 时 ,上 式 仍 成 立 . ( 马 统 一 ,[351]2003,2:7 一 16) 


7。 Lyapunov 不 等 式 : 
(1)” 设 a1,…,as 是 不 全 相等 的 正 数 ,上 且 0 二 5 二 rr 二 c; 则 g(rY) 一 rlnM Cap) 是 > 


的 严格 西 函 数 , 即 


1 去 


一 7g(B + pe Co). (3, 124) 


—6 
(2) 令 g(7) 二 rlnM,(fywyE), 若 0 二 5 过 rr 之 cy 且 M.(f ,wyE) 二 0, 则 (3.124) 式 


成 立 . ([1] 定理 18 和 196) 


8. 徐 利 治 不 等 式 : 
设 cl ,…，,a, 是 不 全 相等 的 正 数 ,0 二 :二 s. 则 7 阶 罕 平均 M, = MM (ayr) 满足 ， 
(a MM MM saM, (3. 125) 
dt s—t . 
当 M, = 二 M. (站 为 函数 了 在 三 人 
证 设 0 之 t+ 之 +r 之 5s 取 4 一 4 Cs, 则 0 过 4 二 1 由 (2.25) 式 , 有 


Wb? A+ mAb. a,b > 0). ) 再 出 (3. 124) 式 ,得 到 
MM, 一 NM DRMMD = MD? COM) 了 FF 二 (M2)W = M, .由 此 推出 


(全 二 人) 二 -一 MM 
一 上 3 一 
令 r 一 5 一 0, 即 得 (3.125) 右边 不 等 式 ; 令 rr 一 上 十 0, 即 得 (3.125) 左边 不 等 式 . 


(L811958 年 新 1 版 ,144 一 145) 
9。 Chebyshey 不等式: 
(C1) 车 VEk,j, ar — a;) Cb — b;) 宇 0, 则 称 a 一 《ai so Gn) 与 5 二 Cb yw) 成 似 
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序 ;车 不 等 号 反 向 , 则 称 a 与 5 成 反 序 . 设 4a,65 都 不 是 常数 列 ,r > 0, 则 当 a,65 成 似 序 时 ,有 


M,Ca,r)M,(b,r) << Ad (ap 7) 。 (3. 126) 
特别 , 当 a 与 5 同时 递增 或 同时 递减 时 ,成 立 

Daprin < oD a) Hb) < Pad (3. 127) 

k=1 k= j=1 k=1 


令 


中 天 k 
D; = Dab; — (ya)( 26), 
j=1 j=1 了 一 1 
则 当 a,2 成 似 序 时 ,成 立 Janic 不 等 式 : 
0<D<D,<" ED,, (3. 128) 
而 当 a,6 成 反 序 时 ,上 述 不 等 号 均 反 向 ; 仅 当 
二 qz 一 二 4 或 b 一 如一 … 一 6b, 时 等 号 成 立 . 
证 Do 一 D, 一 (an 一 QD) (0 一 4) 之 0. 若 a 才 a4 志 A,B8 志 bi 所 B,k=1， 
k=1 
…,7, 则 


(4 一 o(B 一 由 委 | D, I< AW BPLFl [FD). CGriiss) 


推论 1 设 0an 志和 a 一 1,2,…,m; 则 


" (To 


1 < 1 
ee 科 元 pe 


j= 


8 


二 


3 性 


特别 地 ,( 二 a0)" 之 二 9a?, 此 即 As(a) < M,Carm). 
k=1 


= k=1 


推论 2 ” 设 广 >0 二 4m0 之 a 二 声 下 忒 a;, 则 
T( 寺 福光 ) 坟 上》 oo , 式 中 B。 一 3b. 
j=1 7 £1 1 ks=1 j=1 
1985 年 ,Behdzet 证 明 : 设 如 gs 之 0, 令 
2D, (asbspsq) = (Dp)OC OV gab) + (Pg) dpiabi) 
天 下 天 k 


— (Opiad) (Dgb) — (Dra) Dpibe), 
[3 [3 & 二 
则 当 ea,2 成 似 序 时 ,成立 
D,(a;b;p,q) 宇 0， (3. 129) 
仅 当 a 或 65 为 常数 列 时 等 号 成 立 . (Rad, Mat. 1985,1(2) :185 ~ 190) 
特别 当 加 二 qs 时 ,(3. 129) 式 变 成 


(Oprad) CD pb) SD PO Pras). 
& & & k 
当 VY ps 二 1 时 ,上 式 变 成 Chebyshev 不 等 式 的 最 初 形式 : 
( 工 》\a)( 工 yo) < i had. 
1 £1 n il 7 £1 


Chebyshev 不 等 式 有 许多 推广 ,例如 1959 年 Popoviciu 证 明了 
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Flasb) = 2) 2) znaibe > 0 
的 充 要 条 件 : 
OD 设 a 一 《ai Go ) 与 b 一 Cp 0 同时 递增 . 则 F(a,b) 之 0 成 立 的 充 要 条 件 
是 
p23 0 1 ns 2 ns 2 DE = 0,7 一 1, ,Nn. 
i j=r k=—l 
或 四 设 e = (aa) 与 5 二 (51,…,b,) 非 负 且 同时 递增 , 则 FGa,b) 之 0 成 立 的 
充 要 条 件 是 
Dz 之 0,r 一 1], 133 一 ] … 7 


j=r k=s 
特别 当 7 了 天 有 时 zx 二 一 1,zwm 一 2 一 1, 就 得 到 Chebyshev 不 等 式 . (Gaz. Mat. Fiz. A. 
1959,11(64):451 ~ 461) 
设 m < ax Mi ,mz < be 之 Mi,1 三 上坟 n, 则 


1 亡 1 < 1 < lrn lran | 

一 bi 一 (一 Ob 过 1 (MI — mi) (M; — rm), 

语 % 一 mm)Q6 一 杰 
式 中 [x] 是 二 的 整数 部 分 . (Li Xin 等 ,[301]2002,267(2) :434 ~ 443) 

1989 年 Alzer,H. 证 明 : 设 n 宇 & 守 2, gq; 记 0, 0 过 a 直人 0 之 0 二 人; 


a Zab < ob , 则 


了 ， 全 QueCQ, 一 9 ) 
Ts QQ 一 9 


(3. 130) 


式 中 T 一 》) (gjajb;) 一 总 : >ga) C29257) ;Qs 一 7g;. (3.130) 式 中 人 TT,/Ti 的 下 界 
j=1 j=1 了 一 上 


m 一 1 


是 最 优 的 . (Southeast Asian Bull. Math,1989,13(2):97 一 100) 
Chebyshev 不 等 式 可 进一步 推广 为 排序 不 等 式 见 第 3 章 No. 86. 
若 0 二 my 志和 M， 0 二 mb Mi, 记 


A(W = Ba, Alb)= 1 Maw 
n 4p=1 nn il 


则 
(MI — mi)M™M, — 7 
~ Mm Mm, 
| ACab) — ACWACOD) | VM Vm ) VAM — Vma) LA A TT, 
(L3301]35C2004) ,117 ~ 128) 


| ACab) — ACW ACD) [去 工 2) A(aJA(CD， 


1mT < FM —m) (Me — ma)Q,. 
车 Q, = 1, 则 当 1 一 请 < co 时 


| T, | 计 (M 一 mm) Dg |as — > gas | 
k=1 k=1 
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二 CM — m2) { 之 /9 [a 一 as p 六 

([330]38(2007) ,37 一 49) 

(2) 车 Yzi,zs ER, 有 [f(zi) 一 f(x)jLg(zxi) 一 g(xz)j] 之 0. 即 f,g 在 EE 上 同 
时 递增 或 同时 递减 , 则 称 f,g 在 E 上 成 似 序 ,车 不 等 号 反 向 , 则 称 f,g 在 EE 上 成 反 序 . 设 权 


函数 w(x) >>0,zx EE EE, 令 
T(f,g;w) = Cw) feo) 一 (| Ad go). 
则 当 f,g 在 EE 上 成 似 序 时 ,成 立 
T(f,gyw) 之 0， (3. 131) 
当 f,g 在 上 成 反 序 时 ,不 等 号 反 向 . 
证 ”将 差 式 化 为 重 积 分 : 
T(f,g;w) = | | fonLec) gly) lw (Cx) wy) drdy. 
在 右边 积分 中 交换 z,y 位 置 ,两 式 相 加 即 可 得 证 . 
特别 地 , 若 Yz EE, 有 | 了 (zx) | 人 ml g (Zz) | 之 mr;, 则 (3.131) 可 改进 为 
T(f ygj;w) 宕 mm T(r arx—a;w) 之 0， (3. 132) 
([30111984,102(2) ,479 ~ 487) 
1999 年 ,Dragomir,S. S. 等 证 明 : 若 二 元 连续 函数 /f(x,y) 满足 条 件 : 
fr tf yr) 和 妥 jzz) 十 yy Yzys 委 [ao , 则 
F(wu) = [olaz] wn) fers zd — | ocr fr ydrdy > 0, 
Vw EE€ [a,bj. 此外, 若 w 连续 , 则 Flu) 递增 . ([331]1999,10:63 一 67) 


$ Toramrep = (0) (feo )+ CO (or) (ee) 


i (|. &oi ) 


车 f,g 在 E 上 成 似 序 , 则 T(f,g;wi ,ws) 之 0, 若 .Ag 在 已 上 成 反 序 , 则 不 等 号 反 向 . 
2008 年 , 文 家 金 . 王 挽 澜 用 降 维 方法 推广 Chebyshev 不 等 式 : 


设 0 之 aisb 世 序 ， 0<~p,g 达 1， ee 二 (1，…，1) ， 


车 4 一 (aas) 与 5 一 (0 六 ) 成 似 序 , 则 
Ch 


(Ce—a,e—b)® le—all,. le—6ll, 
车 1 二 p,qg 夺 2 且 4 与 b 成 反 序 , 则 上 述 不 等 号 反 向 . ([351]2008,1:8 一 21) 
(3) ” 反 向 Chebyshev 不 等 式 Griiss 不 等 式 
设 fg 在 [a, 所 上 可 积 ,oa 委 FGz) 过 Miyms 之 g(x) 过 Mi,r€ [a,b], 令 


si) fe — sr) fa). 


T(f,g) = 


b—a 
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| T(f,8) [< Mh — mi) Ms — ms). (3. 133) 


取 f(x) = g(x) = sgn(z 一 4 二 5) ,可 看 出 (3. 133) 式 中 的 常数 1/4 是 最 佳 的 . 


2 
车 对 f,g 再 加 上 其 他 条 件 , 则 (3. 133) 式 还 可 改进 ,例如 : 


[T0801 Pd a 
设 f,g 在 (0,co) 上 完全 单调 , 则 在 积分 区 间 (0,a) 上 ,下 式 成 立 
| TCOfs8) [< WM — mi) (Ms — ma) ;CHardy). 
加 ” 设 f,g 在 La,b5] 上 绝对 单调 或 4 阶 单调 , 则 
| TO 8) |< EM — mi) Ms — ms). (3. 134) 


上 述 常 数 南 与 布 都 是 最 佳 的 . 


注 1 绝对 单调 与 ” 阶 单调 的 定义 见 第 8 章 $1. 
@ 设 fg 在 [a ,go 上 有 连续 导数 , 则 


1TCPa | 过户 二 全 1 le. 


加 若 广 gE 在 La,oj 上 一 阶 单调 , 则 (3. 133) 式 仍 成 立 ; 
若 f,g 在 [a,5] 上 2 阶 单调 , 则 


| TOs8) |< FM — m) (Ms — ma); 
车 f,g 在 La,b] 上 3 阶 单调 , 则 
| TOs8) < 2 — mm) Ms — ma). ([22]297) 
®@ 设 f€ ACLa,6], EL[a,b],g 在 [a,b] 上 有 界 可 测 且 m 志 g(x) 二 M, 则 


| TCf,g) | YE(M— m) | fF 外 (L221301) 


设 f ElLrla,b], gE€ Li[as6], 著 1<< 思 <<o0, 广 十 立 一 1, 则 


1 
p 


| T(f,8) | <3 (wl.). |z—y| | If 0 ardzdy) 
x (ma).). | z—y| FP | gC) a ddy)” 
去 于 Go 人 ee 


若 P= 2 9 一 1, 则 
| TCf,g) | < 元 二 | zy (sup |f0) | FP | gC) | dt |dzd 
全 200 一 CD ayJa (sap， ) 并 > 
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FC-DONF lle 
车 1 过 Pp 志 0, 则 
0 一 a、， 22—1 .$F, 2 
Tha Is (Tr ) (gD) (之 二 IF ,le ls,, 


特别 光一 4 一 2 时 ,| TCf 8) < sf le lp=1,9= om 时 ,| TCf,8) | 


但 1973 年 Lupas 已 证 明 : 设 f,g € AC[a,b] 且 ff,g EL[a, 的 , 则 
| TCf,8) I< IF alg’ ls. 


2 


不 是 最 佳 常 数 . ([330]36(1)(2005) ,39 一 


42) 


我 们 问 :使 得 | TCf,g) | 过 CCp,D Pig 1 < ps<c 人 F 工 一 1, 2 尖 2) 


成 立 的 C(p,q) 的 最 佳 常数 是 什么 ? 
设 f,g 是 La,b] 上 的 是 函数 , 则 


TCf,g) > 6). -和 <)7w4z][|. (= 一 5 过 gcz)dz] 
当 f,g 中 至 少 有 一 个 是 线性 函数 时 ,等 号 成 立 , 它 的 离散 类 似 是 : 
设 a 二 {ar},5 二 {&} 是 凸 序列 (定义 见 第 11 章 $ 1No. 37) , 则 
Pap — (Pe) (4%)> 却 za De De 
当 a, 中 至 少 有 一 个 是 算术 序 列 时 等 呈 成立 ([22]262,272) 
注 2 Griiss 不 等 式 (3.133) 可 作 如 下 推广 : 设 f,g € L,(E),m 魏 f(x) 所 Mi ,mz 


T(f,g) = (| wd few) 一 (| fe] go), 则 


| T(f,g) [Mm ) Ms — ma), (3. 135) 


证 记 F=| fw,G 二 gw. 因为 | 。 = 1, 于 是 


TCf,g) = | .gfo— FG -| P(g— Gow. (3. 136) 


由 Cauchy 不 等 式 ,有 了 T(f,1) = | :ow 一 Fr 之 0 


另 一 方面 ,TCp ,站 == Mi 一 外 (Fm) | — NF mo 
(MF)(EF mi). (3. 137) 
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再 由 Cauchy 不 等 式 ,有 
TCf,g)* = Rm ml 
< -Fo [| — 6]= T(f,f)T(g,g) 
SM PDF-m) MOG—m) SFM mm) LM 一 mo 
考 信 Tong'o = -证 | few — [zs | [sl] 


式 中 在 E 上 非 负 可 积 ,w(E) = | wr)dz, 


1 
2 


| fF 2 = (| [Po 


设 Pg' eE AC(E), 则 


| T(f,g;w) | 去 7 IF ag’ Nas 
设 大 E AC(E),m < g(x) Ma.e. 于 E, 则 
| TCf ,gw) | 去 YS 


M—m) | fF | 2,07. 

( 据 [22]301 ~ 302 改写 ) 

注 3 (3.133) 式 的 进一步 推广 见 第 13 章 No. 7. 

(4) Karamata 不 等 式 : 设 fog 在 (0,1) 上 可 积 ,0 二 mi 二 f(z) 过 Mi ,0 < ly 
g(r) RM,,r € (0,1), 


~V mimzst+ VM 2 之 1, 则 


Vi + > 
二 过 | tt 和 (3. 138) 
“ fg 


(Acad. Serbe Sci, Publ,Inst. Math,1948,2.131 ~ 145) 


(5)” 设 fi,gi 是 [4,6] 上 正 的 连续 函数 ,有 六 与 g; 同时 递增 或 递减 , 则 


IT (£2)< 0- an ai Hl . ([22]251) 
‘gh 


k=1" a 


(6) ” 设 f,g 是 [0,a] 上 正 的 四 函 数 . 则 
(7) (|.#)< al fg. ([361]17(1991 ~ 1992) ,211 ~ 247) 


10。 次 对 称 平均 不 等 式 : 设 4 二 《al ,…,a,) 为 正 数 序列 , 即 VY ai > 0,1 志 有 入， 
a 的 次 对 称 函 数 正 ,Ca,&) 定义 为 
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Elak)= 2») T[e ， (3. 139) 
1&i < "<i j= 
式 中 性,… ,ii) 取 遍 数 集 {1,2,…,n}) 的 所 有 -组 合 ,而 a 的 & 次 对 称 平均 定义 为 
E, (a,k) LA 1 区 
P, (a,k) 一 n , 式 中 一 盖 人 (3. 140) 
(4) (1) ki(n—k)! 


特别 地 ,P,(a,1) 一 A, (a) 为 a 的 算术 平均 . P,(4a,n) = G,(a) 为 a 的 几何 平均 ; 


1/k 
[A, (a) J: — 4LE, (a,k) 
Q, (ask) = (3. 141) 


RI /mn 
一 天 (8 
称 为 a 的 次 剩余 对 称 平均 (2 二 二 门 ,特别 地 Qte,2) = M,(as2) 一 (车 aj)* 为 


k=1 

a 的 2 阶 罕 平均 .我们 在 第 3 章 No. 132 还 要 讨论 E, (a,k) 的 有 关 不 等 式 . 
(1) Maclaurin 不 等 式 ( 对 称 平均 值 基本 定理 ) : 
Gla) 一 Pa Pan—m—1)Q… Pla,2) Pla,l) = A,(a). (3.142) 
(2) [A,(a) [LG, a)l? < P,(a,k) qh,a) + (1 — gq)G,(a), (3.143) 


式 中 zp 二 ji 已 二 与 4 一 一 )(] 和 Di 均 为 最 佳 值 . ( 文 家 金 、 石 焕 南 ,成 都 大 学 学 


一 】 
报 ,2000,19(3):1 一 8) 


(3) “ 文 家 金 等 证 明 :使 不 等 式 
M, (a,p) < P,la,k) < M,Ca,g) (3.144) 


、 2[lnn— ln(n— 1)] 
成 立 的 p 的 最 小 值 为 0,q 的 最 大 值 为 nn nn 


(西南 民族 学 院 学 报 ,2000 ,26(3) :244 一 250) 
(4) Ala) Oan) Qan C1) Qa3) RRQ,2) = Ma,2). 


(3. 145) 
( 张 日 新 , 文 家 金 ,成 都 大 学 论文 集 ,2001) 
《3.142) 式 与 (3.145) 式 中 的 等 号 仅 当 a 二 as = 二 … 二 4, 时 成 立 . 
(5) 1982 年 , 莫 颂 清 用 数学 归纳 法 证 明 
FEP,(a,R)] 2 [PCaki DENTLP, Ca,k— 1)!. (3.146) 


式 中 二 1,2,…,n 一 1. 规定 P,(a,0) ==1, 由 此 推出 (3.142) 式 . ([345]1982,12:25 ~ 27) 
(6) 我们 还 可 考虑 对 称 函 数 的 各 种 推广 和 变形 , 如 1979 年 Detemple,D. W 和 
Robertson,J. M. 定义 了 a 的 广义 下 次 对 称 平均 : 


一 1 
Py (a,k) = (人 ) > IIas) . (3. 147) 
7 一 1 证 十 十 一 各 蜀 二 
并 证 明 当 《之 1 时 ,下 式 成 立 
LP? Cas) & Pi (asp—1). Pi Ca 十 1); (3. 148) 


Pz (a,l) <[P? (2 < LP? (Cake 
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而 对 于 7 之 3, 只 证 明 


EP: (a,k)]: < Pa 一 1) 。P (a,k+t1) (3. 149) 
对 & 一 1,2,3 成 立 .1995 年 张志华 则 进一步 证 明 (3. 149) 式 对 任意 有 & 成 立 . (湖南 教育 学 院 
学 报 ,1995) 


1998 年 关 开 中 则 进一步 证 明 : 
D [Px Ca,k) 1 EP Gaskt 1 3 


卫 。(a 6b,k) P» (a,k) P: (b,k) 


© Gh 12NAE Io DD Plak {Pre 1 (3150) 
并 猜想 (3. 150) 式 对 Vk € N 成 立 . (重庆 师 院 学 报 ,1998,15(3) :40 一 43) 
1987 年 孙 家 寻 证 明 ，; 
CP: Casb) 1 < LP: Cask 1)J. (3. 151) 
我 们 要 问 :P,(a,k),P* (a,k) 与 Q,(a,k) 有 什么 关系 ? 
Er (Ca 一 II Wa, (3. 152) 


l&i<"<i<n j=l 


称 为 E, (a,k) 的 对 偶 式 . E,(a,k) 与 Ex: (a,k) 都 是 Ri 二 {X= (xi)… ,Xi) :Xi 守 0,1] 志 上 
过 n} 上 递增 的 Schur 凹 函数 . ([9]59 ~ 60, 石 焕 南 ,东北 师范 大 学 学 报 ( 自 ) ,2001,33( 增 
刊 ) ;24 ~ 27)Schur 四 函数 的 概念 见 第 7 章 $ 1. 

E,(a,k&k) 的 另 一 种 变形 是 Hamy 对 称 函数 : 


Flak)= 2) (Ta )1 ， (3. 153) 
l&i < <i en j= 
aah) = ,1 kn (3. 154) 
CD) 


1981 年 , 张 运筹 证 明了 与 (3. 142) 式 类 似 的 不 等 式 : 
Gla) 一 oa 妇 o(a 和 一 1) oa,2) A oa,l) = A, (a). (3.155) 
([348]1981. 4) 


将 (3. 153) 式 中 的 去 换 成 正 实数 a， sia 一 《aa 9 ;Qn ) * 妆 一 (zi "°° Tu) 9 Qj yi > 0 
我 们 得 到 Hardy 函数 : 


H, (xz,a) 一 一 >» (I ). 


l&i <ei ol jj 一 


文 家 金 提 出 了 Hardy 函数 不 等 式 的 若干 猜想 . 例如 , 证 明 或 否定 H, (x,a) 
去 TT 外 Dz ): ([351]11(3)(2004) ,392) 
4 一 《al yan) EE RI 的 第 3 类 次 对 称 平均 定义 为 


IT) 一 I 1 a, (9 
" .lL( k ft )] 
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TC) > LAC) TLG, CT™?. 
式 中 少 一 “二 为 最 佳 系 数 . ([351]2006 ,4:345 一 354) 


nn 


(7) ”Fan Ky 不 等 式 : 设 0 二 ai 去 二 必 二 1,2,…,n, 则 


TT。 TTda-。 

2 (3. 156) 
(Dlad” (C2)(1—a))’ 

炎 一 ] k=1 


仅 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 . 二 志 as 牵 1 人 时 不 等 号 反 向 .这 是 [2]5 引用 的 Fan Ky 未 发 


表 的 结果 ,可 以 用 反 向 归纳 法 证 明 . 这 个 有 趣 而 有 用 的 结果 引起 了 广泛 的 研究 兴趣 . 


记 CQ 一 《ai ,a 一 Cl, 


ul Cn 


) ak > 0， 


1 一 & 一 人 一 ae 1 一 ca 1 十 4 一 人 十 ap 十 Go). 
利用 对 称 函 数 E,(a,&) 的 记号 . (3. 156) 可 改写 成 


Ga) E,. Ca ,n) Elasl) _ A,(a) 
G, (1 一 a) 五 ,(1 一 ay7) 五 (1 一 ,1) A,(1 一 CD) 


1993 年 ,Alzer,H. 给 出 了 Fan Ky 不 等 式 的 加 细 


4,(1 一 a) 1 一 GCCL 一 4) Ala) 人 41 一 a) 一 1 一 Go(a) ACa) 
Gl—a) 全 1 一 AL 一 ao 全 Ga” Gl—a) 1 一 ACa) GCCa) 


仅 当 所 有 a4 相等 时 等 号 成 立 . 并 进一步 指出 , 仅 当 n 二 2 时 ,有 
1—~G(l—a) ,1—G:(a) 
I AT Ta) Si—Aa)’ 
仅 当 a1 == az 时 等 号 成 立 .而 当 n 之 2 时 ,上 式 两 边 不 能 比较 . (L308]1993,117C1):159 ~ 
165) 
同一 年 ,Sandor,J. 给 出 了 Fan Ky 不 等 式 的 一 种 推广 : 设 zx 之 1, 则 


D1 过 


(3.157) 


n 


1 n " 1/n 
2 TT > FO 式 中 G, (zx) Cll) . 


特别 , 当 x; = 二 1,0 < a < 去 时 ,又 得 到 Fan Ky 不 等 式 (3. 156). ([306] MR93e: 
十 


26015) 


1996 年 ,Kwon,Ern Gun 将 Fan Ky 不 等 式 推广 为 : 


A (G0) AsCa)GCL 一 0 
A Ta)G, Ca) A lI—aG (a) 


Gl (a) 
G1 (a) 十 Gl (1 一 a) 


([39511996,35(3) :665 ~ 670) 
1997 年 ,Alzer. H. 证 明 ， 


( 委 ( 


(nC— 1)(A,1(a) 


G, (a) ) 


) 入) Ga Toa 
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. ax -一 A,(l—a)—G,(l—a) max 
TEN 1 一 ak A, (a) — G, (a) > geen 1 — a 


8(1):1 ~ 6) . 
2000 年 ,Mercer 证 明 : 设 pp 宇 1,0 过 qj 过 入 和 2 之 0, 且 of 十 避 二 1, 则 
A,.(5)G,(a) 过 A,(a)G,(5). 仅 当 Vas 相等 时 等 号 成 立 . (L301]2000,243(1);163 ~ 173) 
王 - 王 不 等 式 :1984 年 , 王 挽 澜 . 王 鹏 飞 得 到 了 (3.157) 的 加 细 : 
E, (a,n) E,(a,n— 1) E, (a,k) 


. (Indag. Math. 1997 ， 


1/n i se. Nl a0. 
(Ea) < (Eamn—1’ < < (Ea,ge) < 
E, (a,2) 1/2 FE, Ca,1) 。 
< (F(a,2)) SSE)’ 3. 158) 
E,.(l—a,DE,(a,k) i FE, (a,k) 1/k , 
(Fa DE a < (Eda >2; 
了 Ca) 二 Coca) (3. 159) 


再 (1 一 ca) 全 GCC1 一 Ga) 
式 中 万 ,Ca) 是 a 的 调和 平均 , 仅 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 . (L334]1984,27:485 ~ 497) 
联合 (3. 157) 与 (3. 159) 式 , 得 到 : 若 a = (aa)，0<< < 魏 1/2,R 一 1 和 2, 则 


H, (a) G, (a) A,(a) 六 力 4 
二 < G0) < Ca5) ;类 似 地 ,可 得 到 


H,(a) G, (a) Ala) 
BOD GUD Ata)’ 


1 1 1 1 1 1 
Hos) HAO Gd Ga) AAA A 


上 式 中 将 1 一 a 换 成 1 十 a 仍 成 立 . (Govedarica,V. 等 ,[301]2002,270(2):709 一 712) 
1982 年 , 朱 尧 展 将 Fan Ky 不 等 式 推广 到 V as 之 1 的 情形 ,得 到 
Ge 全 2 即 
Elasn) ys _E(a,l) 
FE,(l++a,n) EE,(l 二 +a,l1) 
([345]1982,11:30 ~ 32) 
1986 年 , 陈 计 对 (3. 160) 式 作 了 加 细 : 


Ei(asn) ~ E,(a,n— 1) 二 , E, (a,1) 
(BATan’ < (Edram- DD << Fda,: 


([347]1986. 1) 
1998 年 , 王 挽 澜 用 极 值 方法 对 Fan Ky 不 等 式 的 下 述 加 权 形 式 (3. 162) 给 出 两 个 证 


《 (3.160) 


(3.161) 


明 : 


G.(a,g) A,(a,g) 
GITag) < A Ta,g)’ (3. 162) 


式 中 之 0,Q= 了 gg4.0 过 a 过 1/2,1 志和 声 n. 为 此 定义 4:(0,1/2] 一 Ri 为 f(x) 


= of li. jogl— 
ql 1—z log 并 


二 ]. 易 证 fi 在 zxi,。= ax 处 达到 最 小 值 ， 
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fi(ar) 一 一 alog( a 从 而 f= > 在 z。 一 A,(a,g) 处 达到 最 小 值 : 


四 人 A， (1] 一 a,q) 
fixe) = Qlog Ho Cg 


再 利用 一 olog 4 < — Qlog 全, 即 得 (3. 162) 式 . 其 次 定义 gi: (0， 
k=1 & 


4-1, Ra 二 oo,( 三 一 
pl R 为 gi (zx) gr (i I 


用 类 似 的 极 值 方法 ,又 证 明了 反 向 Fan Ky 不 等 式 : 


一 六 1—z 
[+log 元 ) 


_ Gag) Te 1 _ xo 
Ga > TA PI mm 
A, (a,g) 1 _M 
> A Pn nm (3. 163) 


一 工 _ 工 (一 i . 一 .。 
式 中 xo st1 1402) ray) } ,m= min{ary'" as} M = max{adl, 


a,}. 仅 当 m 二 M, 即 所 有 as 相等 时 以 上 等 号 成 立 , 作 者 还 对 以 上 结果 作 了 进一步 的 推广 
[301]1999,238:;567 ~ 579) 


、 H. (a,g) Cn (ay9) 、 。 a 
1990 年 ,Alzer. A 证 明寺 aro5 avg) 过 Ga,g , 仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 , 式 


中 0 一 as 去 1 > 0, dg 一 1.([326]1990,13(2):295 ~ 298) 
更 二 
我 们 还 可 以 考虑 更 一 般 的 加 权 有 形式; 设 a 宇 1,a4 这 0,0 二 a 三 B, 则 


> qs (ans 一 1)° ' OLACR — 1)8 8 
| | . (3. 164) 
Dy gas Dy qrat 
天 一 1 k=1 
提示 : 令 勾 二 a4 一 1. 记 
F(z) = uA 十 z)* 一 A 二)?. 
k=1 
证 之 宇 0 时 F(x) 递增 . 
1999 年 ,Alzer,H. 证 明 : 设 0 二 aa<8<1la € [a,Bl, 令 c= 4 和 一 ) ,ca 一 
a 


2 
GT 人 7. 风 


(9) < < (会 人) 


([392]1999,129(2):221 ~ 228. 男 见 [301]2002,269(1);129 ~ 136) 
若 将 (3.156) 式 改 为 


TIat TT Ga)? 
后: 二 4 
2 2 一 ai 
&=1 k=1 


， (3, 165) 
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式 中 0 过 ai 之 汪 . 当 p 一 1,4 一 n 时 , 见 第 3 章 No.76(1). 我 们 可 以 进一步 则 :p,q 满足 
什么 条 件 时 ,(3. 165) 式 成 立 ? 
利用 宕 平均 M, (ayr) = CL Pap 和 M,(I 一 ai 门 一 (之 > (1 一 ao，(3.156) 
k=1 k=1 


还 可 写成 
M(las0) GG,(a) 过 M,(a,1) 
M.(1—a,0) G (1 一 a) ~M,(l—a,l) 


于 是 ,Segaiman 提出 猜想 ; 当 p 二 9g 时 成 立 


M., (a,p) M., (a,q) 
M.,(l—a,p) M,(l1—a,g). 


1974 年 ,Chan,F 等 对 于 0 二 2*/p 二 2*/q 或 p 十 gq 之 9 的 情形 给 出 了 反例 ,而 当 p 十 
g 二 0>p 或 0 过 p 过 1 之 gq 帮 2 时 证 明了 (3.166) 式 成 立 . (L308j1974,42:202 ~ 207) 

当 p = 一 1,g 二 0 时 ,(3.166) 式 归结 为 (3.159) 式 . 

1989 ~ 1990 年 , 王 振 和 陈 计 又 先后 证 明 当 一 1 委 了 <g 委 1 时 (3.166) 式 成 立 , 而 z 
二 0,g 二 4 了 时,(3.166) 式 不 成 立 . (Mathematica Balcanica,1991. 5) 

1987 年 , 王 挽 滴 等 证 明 , 若 加 上 条 件 :0 二 a 志 @z 志 下 声 as 芝 1/2, 则 (3.166) 式 对 
于 包含 原点 的 开 区 间 Ca,p) 内 的 任何 p,qCp < q) 都 成 立 , 同 时 ,进一步 问 : 对 于 给 定 的 
人 a1) ,如 何 确定 a,8? 是 否 还 有 使 (3.166) 式 成 立 的 其 他 区 间 ?( 成 都 科技 大 学 学 报 ,1988， 
6:83 ~ 84) 

1988 年 ,Alzer,H 将 (3.156) 式 推广 为 


(Ge ) < (二 全 全 ， 六 (Ws) 


式 中 0 之 a 过 1,n 之 3. 同 时 利用 优化 方法 证 明了 反 向 Fan Ky 不 等 式 的 另 一 形式 ， 
Da ， 


wo < et ) << | (3. 168) 
2 (10) 人 “ 


式 中 S, 一 yw "Bi = Se. (L367]1988,36(2 一 3):246 一 250.[301]1992,163:317 ~ 321) 
此 一 1 An 


(3, 166) 


(3.167) 


1993 年 , 陈 计 提 出 由 (3.153) 式 定义 的 Hamy 对 称 函 数 F,(a,&k), 当 0 二 a 碌 1/2 时， 
是 否 也 成 立 


F(a,n) F(a,n— 1) . F.Ca,2) F(a,1) 
F,(l—a,n) < F,(l1—a,n——1) < F,(l1—a,2) < F,(l—a,1). 


(3.169) 


([348]1993,7:39) 
1995 年 , 陈 计 证 明 :0 之 + 之 1,0 之 as 牵 序 时 ， 


(G, (a))’ — (G, (1—a))’ (Ala))’ — (A a) < Ma,2))' — (M,(1—a,2))". 
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(3. 170) 
当 r 二 0 时 ,不 等 号 均 反 向 ,并 提出 猜想 : 当 r 之 n 时 ,上 述 反 向 不 等 式 也 成 立 . 
([350]1995. 5) 
1993 年 ,Alzer,H. 证 明 ， 
H,(a) — H,(l1—a) < A,(a)— A,(l—a). 


(0 a ) 仅 当 所 有 w 相等 时 等 号 成 立 . ([36711993,46(3) :257 ~ 263) 
1964 年 ,Levinson,N. 利用 f(z) 一 fl(2a 一 xz) 在 (0,2a) 上 的 严格 止 性 ,其 中 f(x) 


之 0, 证 明 对 于 Oz, < aqe > 0,Q， 一 > qu, 下 式 成 立 
g=1 


7 n 


Daf) 一 大厅 2 or) 二 站 Dgf C24 一 zu) -f(D a2a— 1)). 
nk=1 n nn k=1 


k=1 六 大 一 ] 


(3. 171) 
车 Fa (z) >0, 则 仅 当 z = … = 二 x 时 等 号 成 立 . (L301]1969,8:133 一 134,1992， 
163:317 ~ 321) 
当 /是 (0,24a) 上 的 3 阶 凸 函数 时 ,(3. 171) 式 仍 成 立 . 
1992 年 ,Dragomir,S. S. 将 (3. 169) 推广 为 : 设 /: [0,a] -> R! 使 得 g(x) 一 f(x) 一 


f(a 一 xz) 为 [0,61 上 的 媚 函 数 ,6 志 a,0 志 z 志 bq 这 0;,Q, 二 》 gq: 二 0, 则 
k=1 


Ep 一 二 ya 一 zo) < 妇 FL gr) 一 F( 坏 ga 一 z))， 
Q 个: n=l Q, 大; Q, Et 
(L30111992 ,163(2):317 ~ 321) 


11. 混合 寡 平 均 不 等 式 : 设 Qe sd 盖 0,1 过 声 . 令 Q， 一 >79. 若 Quea。 < Q.ake， 


k=1 
2 之 上 有 忒 7 一 1, 则 
lu 1 rNs/r V/s 1 1< sNYr/s 1 
ap A | 魏 (2 | (3. 172) 
对 >r(s 天 0) 成 立 , 且 仅 当 所 有 as 相等 时 等 式 成 立 . ([30311999,2C2):175 ~ 181) 
12. 加 权 AGH 不 等 式 的 推广 : 设 Q 一 《al 0 ) sd 二 (gi Go) , 式 中 ag 之 0， 


gg > os 二 mw 二 1. 
我 们 已 知 , 加 权 算术 平均 A, (a,q) 、 加 权 调 和 平均 瓦 ,(a,e) 和 加 权 几 何平 均 G, (a,q) 分 别 
定义 为 


A(a,g) = Dgqrars Hlasg) = (DF) ,G6, a,g) = Tar. 
k=1 k=1 Qk k=1 


Au(a,g) = Aslayq)) —G,(asg);S(ag) = > qiqj (Va — Vay). 


le&i<ij<n 


(1) ”1963 年 ,Diananda,P. HH. 证明: 
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wi) 0) BE 
1 nn 天 n 9 RE 上 只 
之 < 妇 一 - ， (3. 173) 
1 一 min (9 1) Slag ) min {g's} 
Ts 1<A<n 


式 中 g 二 (gg 1)1g 4 之 0;1 志 & 志 n, 9 一 1, 上 下 界 均 可 达到 ,([319j1963,59: 


k=1l 


837 ~ 839) 
(2) 1993 年 ,Dragomir. S. S. 证 明 : 设 0 二 a 过 MM. 则 


G.(a,g) < M exp(iA, (0 —D -MP aexp-D < < A, (a,g). 
仅 当 Yas 二 M 时 等 号 成 立 . ([404],IV ,Ser.11.1993,11(1):9 ~ 12) 


(3) 王 中 烈 不 等 式 : 设 f(x) 一 C64x 二 各)*, 式 中 bi 宇 0,0 0 全 09a 一 (al sn) 


人 
p= (pi pa), ar Pe > 0,1 过 kn. 邻 Q, 一 Dj ps,As = A,(a,p),G, = Gla,p), 


7 一 1 


HH, 二 Hi(a,p). 1979 ~ 1980 年 , 王 中 烈 先后 证 明 : 


@ QfA) EQSG,) SE Dpf an), (3. 174) 


仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 . 特别 , 当 61 二 0,6b: 一 wa 一 1 时 ,又 得 到 加 权 AGH 不 等 式 : 
H, 过 G, 雪人 A,.([357]1980,6:149 ~ 152) 


QH Q HE Qe-1 
@ 若 户 之 p: 之 sa. 之 力 。 > 0,ai 之 as ,并 令 gk) 一 A 9 p(k) 一 全 
和 k 
则 

(2) 过 8g(3) 芝 (nO—1) < gn); 

ss 有 SS (3.175) 
1 守 9g(2) 宇 9(3) 宇 之 gl(n 一 1) 之 242) 

仅 当 对 某 个 适当 的 有 ,al = as 一 … 二 a 时 等 号 成 立 . 其 中 ai 之 az 的 假设 只 在 证 明 g(2) 


汪 1 时 用 到 ,但 这 不 是 必要 条 件 . ([33111979,(639 ~ 677) ;94 ~ 96) 

回 若 0 二 a 二 1, 不 妨 设 0 过 a 之 方 , 记 人 A = A apiG = G0 —a,p); 
F, 一 Q,{4A(G, 十 G CO—G). 则 FF,. (L301]1980,73(2):501 ~ 505) 

13， (1) 记 g(7) 二 n[A(a) 一 Mlay7)]. 若 7 二 1, 则 g(n) 之 g(n 一 1). 

(2) 记 g Gx) 一 nn[As(0) 一 2G,(a)]. 则 当 4 汪 0 时 ,gn 和 ) 之 g0n 一 1,X5). 

((1)(2) 见 [221710 ~ 711) 

(3) I nA 一 oa > (G0) (nA Ca) 

k=1 


( 张 小 明 ,[351]2004(1) :25 一 27) 
(4) 设 ai 六 0, ac 一 (ea 1+a 一 (1 十 ao 十 ah 一 1 委 盖 委 0 委 盖 
1, 则 


M, (a,ri) 之 RM (a,r,) 
RM CI 十 am) MGL 十 ayrz) 
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仅 当 克 二 二 0 或 a1 = … 一 a, 时 等 号 成 立 . (浙江 师 大 学 报 ,2005,28(2) :140 一 143) 
14. 设 a 一 (al av)， an > 0. 
(1) 设 ni 二 0 二 2， 


— 27 1 
Y i 9 < 1， 
当 ntr >0 时 ,0 人 4S 二 7 1-—=<0< 
当 记 十 坟 之 0 时 ,0 过 4 过 二 ,1 2 og 之 1, 则 
ni 72 Se "NAT? nro mm) 到 1， 


[M,Caysr DT IM, Gar < Ga) < [LMCa,rm)] LM, Ca, ra) }. 


1 一 工 ,8 一 1 一 是 最 佳 常数 ， 


n 


(1— 2) pl2r— 1) 
7 一 1)72 十 (1 一 力 ) rnr—np) 


(1L 一 1 人 )[G(Cc) ?+ AM, Ca,r))? < LA, a) 1. 


n(r+1)—p 
(r 二 1)(n+tp) 


[G, 0) 过 (一 人 [ECc) +ALM, Ca,r)]?. (L35112006,4:396 ~ 406) 
15. 对 于 固定 的 a 一 (al an)， p= (pis ,pn), Qe » pi 0, 记 


(2) 设 0<<p<l<r, XS max , 则 


(3) 设 0 二 pp 二 rr,4 实 , 则 


G, 一 (DD pr) {CM, C7) — CM, Cr2)), risrz 天 0. 
一 1 


车 至 之 1 和 三 之 1 ( 即 % 志 nn 起, 则 Gs 之 Ge 
1 

若 产 之 疡 ,上 
368) 


16， (1) 设 f,4 是 [a,6] 上 正信 连续 丁 数 ,| s(z)dz = 1， 太 的 加 权 算术 平均 和 几何 
平均 分 别 为 
ACfsg) = | 7Gzaczdz， Gd1g = exp{|. a Clogf (zydz). 


1 
宇 ni, 则 不 等 号 反 向 . ( 吴 善 和 ,Taiwanese J]. Math. 13(1)(2009) ,359 ~ 


设 0<m& f(x) <M, rE€ELa,bJ, 0<m 人 eM 车 p>>0,p 关 1, 则 
CPLAC(f ,gD — GF, RA ,gg — Gf ,q) SC PLAC, gq) 一 GOCFa)]; 
(2) Ci(p)LA,a,g) — G,(a,g) | < A, (l(a? ,gq) — G,(a?,g) 
CpLA, a,g9) — G, (a,g)]. 


式 中 g 放 0， 7》g 一 1， 9g 一 (qi,…,qs). 在 (1)(2) 中 的 常数 Ci (2) .Cs (pb) 均 
k=1 


为 : 
pM*!, 0<p<=1 


prim?!, 0O~<p<=1 
prm?!, p>1 ” 


C1(p) = 
1(p | pM*!, p>>1 


?9 C2 (p) -| 
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([351]2004,3:296 一 301) 
17. 设 了 是 [1,co) 上 递增 函数 , 记 
rt 直上 mm 1 
G(f,m) = (II f07)) 
2002 年 , 郭 白 妮 和 祁 锋 提出 ,是 否 成 立 


Fa 十 RE 十 1) GCF,0) fantk) 全 
fn 二 kk 十 1 十 m) GC(f,m) 让 (Foretm)) “ 


已 知 f(x) 一 az 十 5 (4a,b 之 0) 时 上 式 成 立 . (L330]34(3)(2003) ,261 ~ 270) 
四 、 保 序 线性 泛 函 的 平均 


设 记 为 非 空 集 ,X 是 具有 下 述 性 质 的 实 值 线性 泛 函 g : EF 一 R! 的 集合 : 
DD fg €E Xafieg EX,c,c: ER 

©@ 1EXC 即 zz) 一 1zEE>EX). 

若 工 :和 一 六 满足:LG) 一 1 ,而 且 

@ 线性 :Le pcsg) 王 ciLCP 十 ceLg)，g EXclcs ER!; 
@ 人保 序 性 :E X,f(zx) 守 0,x € E>L(f) 过 0， 


则 称 工 是 保 序 线性 泛 函 . 
设 f(x) >>0,zx € EE,p 为 实数 ,f?* €E XX,logf EX. 则 工 的 平均 定义 为 
LC(f?), 0， 
M,(f,L) = 7 Pp (3. 176) 
exp{ 工 (log fn}，, p= 0， 
车 f*logf E X.p,9 为 实数 ,还 可 以 定义 上 的 双 参 数 平均 : 
LO 7) 
(FTF) » P99， 
B,,(f,L) = Lf ?logf) (3.177) 
og 
expt{ LF?Y )， p gs» 


M,《f,L),B,.s(f,L) 包括 了 许多 著名 的 平均 .例如 , 取 EE= (1,2,…,n},f(k) 一 as >> 0， 
EE.L(F = 3 ,这 时 B,.,(f,L) 就 是 下 述 Dresher 平均 ， 


Da |™ 

| ， pq; 

2 al 

k=1 

D,,(a) = (3. 178) 
] D> aglogas 
exp 全 一 , P= a, 

Dat 
k=1 


关于 保 序 线性 泛 函 不 等 式 有 以 下 基本 结果 ， 
1. Holder 不 等 式 : 设 0 二 a<=1,f,g;,f",g!* EX, 则 
Llf "g'*) {LN (L(g))™; (3. 179) 
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2， Minkowski 不 等 式 : 设 1 过 pp 二 吕 ,L :XX 一 Ri 为 保 序 线性 泛 函 . 
| f—gl*, | fhl?,|h—g|*€X, 则 
LO fF—gl EL fh tL hm— g |)?; (3. 180) 


3. Lyapunov 不 等 式 : 设 0 过 rs 之 tp 二 了 (一 2),q 一 £57) 则 


t—r s 上 一 了 

M.(f,L) < M,C(f,L)M,(f,L)', 
再 由 AG 不 等 式 , 得 

M.,(f,L) < pM,(f,L) aM(f,L). (3. 181) 
4. 设 L: 久 -> Ri! 为 保 序 线性 泛 函 ,1 p 三 0,f,g0,f?,g8?，| ff 一 g 1*， 

| f—g|l EX, 并 HE | f(z) g(x) |<L(U fg1),r€E. 则 

| LF — Lg) |SLO fF—g1). 

5。 Dresher 不 等 式 : 设 用,f; : X 一 R! 为 保 序 线 性 泛 函 ,gi ,ps : 一 [0,00) 满足 : 


gtd gd) GD gp) EXO<9<I 委 力 广 (内 ) >01 委 有 魏 4 则 
k=1 k=1 


《 2 
NZ) 六 AceD 3182) 
2 (Fig ) ” 
fa Dp) 
k=1 


式 中 4 一 7 (L301]1986,118(1) :125 ~ 144) 


6. 对 任意 实数 p,g,r,s,D,,sla) 委 D,,,(a) 成 立 的 充 要 条 件 是 min{p,g} min 
{rs} ;max{p,g) 志 max{r,s}. Dp,s(a) 由 (3.178) 式 定义 . (L301]1988,131:265 一 270) 
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$1 含 自然 数 n 与 阶乘 n! 的 不 等 式 


一 、 关于 7 求 和 或 方 宕 的 不 等 式 


1 eT 党 
1. SS, 2 z+ < lim(S， lnn) 为 Euler 常数 . 
我 们 已 知 ,limS。 一 co 但 {1S,} 发 散 的 速度 很 慢 . 例如 10 一 10° 时 ,13 < Sn < 20 ,而 


且 当 {pi} 是 素数 集 时 , 仍 有 >) 去 二 ce, 事实 上 ,对 于 给 定 的 ”了 到 素数 pi ,…,p, ,使 它 至 
少 能 整除 一 个 不 大 于 的 自然 数 ,利用 不 等 式 (1 一 zx) 过 ee (0 和 zz 委 1/2) 推出 
> < 开 袜 加 = "< exp( 2). (1.1) 


二 


< 证 明 见 [305]1971,78.272 _ 273) 
然而 , 若 在 $. 的 表达 式 中 去 掉 分 母 中 含 9( 或 5) 的 各 项 之 后 , 剩 下 的 S; 一 80. 事实 
上 , 设 4 是 一 个 mm 位 数 , 即 10”' 委 2 委 10" 一 1. 当 SS 中 的 为 1 位 数 时 ,相关 的 S; 中 
留 下 8 项 , 当 上 为 2 位 数 , 即 = 二 X10 十 时 ,由 于 不 取 0 和 9,kz 不 取 9, 所 以 ,S2 
中 形 如 于 文 订 二 大 的 项 共有 8X9 个 ,…… 辐 理 , 当 & 是 za 位 数 时 ,相应 的 S; 中 留 下 的 项 
至 多 还 有 8 X 9” ” 项 .于 是 ， 
1 


9 、; 
2 了 一 了 J 一 
Sx <8xX1l+8X9X+8xX9 x ort “十 8X9 X To -< 8X2, 0) 一 80， 


此 外 , 设 自然 数 1 ,ns,… ,ms 互 不 相同 且 都 不 能 被 大 于 3 的 素数 整除 , 则 
S 一 >) 二 < 到 3. (1. 2) 


事实 上 ,S 中 每 项 都 可 写成 2" X37 的 形式 . 其 中 ,r,s 为 非 负 整 数 , 取 t 二 maxfr's)， 
则 
< 2 5) <2X 羡 一 3. 
车 而 过 过 … 过 m4 志 m, 其 中 任意 两 个 的 最 小 公 倍 数 大 于 m, 则 


1 
Ok 一 一 之 一 十 过 2. 
6m 


了 一 1 


(L77165,453 一 455) 
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我 们 进一步 问 :o; 的 最 优 上 界 是 什么 ? 

由 于 S, 具有 这 些 奇特 的 性 质 , 这 些 性 质 常常 用 做 各 类 数学 竞赛 的 试题 , 例如 见 
[99]5:62 ~ 63;[381446 ~ 451;459 一 462. 另 一 方面 ,任何 正 有 理 数 都 可 用 调和 序列 1， 
序 ,…, 二 ,的 不 同 项 的 有 限 和 来 表示 ,这 是 因为 任何 正 有 理 数 可 以 写成 既 约 分 数 gq/p 
的 形式 , 它 可 表示 为 调和 序列 中 某 项 1/p 的 4 项 求 和 : 


有 一 二 十 … 十 土 
p p tT p 
右边 第 一 项 不 动 ,而 将 其 余 9 一 1 项 作 恒 等 变换 :二 一 -二 了 十 =j 寺 进一步 可 把 这 个 


恒等式 应 用 于 那些 重复 的 加 数 , 如 此 下 去 ,直到 和 中 所 有 的 项 都 成 为 不 同 为 止 . 
在 许多 问题 中 ,常常 涉及 S, 的 上 下 界 估计 ,但 是 ,不 同 的 证 明 方 法 会 得 出 不 同 的 信 
计 , 而 同一 估计 也 有 多 种 证 法 . 
| (1) ln(n 二 1) < 5,<1++lnn. (1. 3) 
(Schl6milch 一 Lemonnier 不 等 式 ( 简 称 为 SL 不 等 式 ), 见 [4 1251). | 
事实 上 ,利用 积分 


n= |i dintl—S, 
1 x 工 
易 证 0 一 无 一 斑 , 即 


到 十 Im < S, < 1+Inn. (1.4) 


S Sr 一 S 
各 | ,人 公 -一 nn ttl 2 
1992 年 ,Alzer,H. 等 对 (1. 3) 作 了 各 种 不 同 的 加 细 : 令 zx, 一 了 Isa’ 一 了 二 Ima 


则 zx, 严格 递减 收 僵 于 1,y: 严格 递增 收 钙 于 1, 而且 ys 三 1 < 之 z,. 
作者 进一步 证 明 : 设 ws 盖 0, 令 mm 二 ya 之 m 牵 nn, 则 


二 (1 十 生 1 as or 
In{ 志 (1 十 全 )) < 一 之 了 < In()， 


左边 不 等 式 需 设 wa 这 ae 二 kn. 当 a4 一 1 魏 有 入 时 ,就 是 (1.3) 左边 的 改进 . 
([301]1992. 168(2) :319 ~ 328) 


(2) Tinn < S, < Inn 十 mn(1 十 于)， (Ivady). 


(3) 十 mo 上 1 < 一 S 一 疗 七 lnz( 杨 必 成 等 ,[34711996,(3) ;1 ~ 8)， 
(4) af 十 Dr 一 1) <S, < 一 2 一 (一 1) .7 页. 
(n> 2) ([MCU |],[L661447,452) 
证 ”利用 AG 不 等 式 : 
1 1 
nS GDX( 十 序 )X…XG 十 过 ) 


了 n 
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> \/G+DXG 二 二)X…XGL 二 二) 一 (2 十 1)1"; 


S G 一 加 1 1 1 
Nn On k=2 ,os VD) 一 -二 
nl 71 >[d 32Cl a) 《1 二 n i, 
1 lo lm cl 
(5) 区 BE lInn—c < 2 (1.5) 


Franel 不 等 式 . ([ 56 ]Vol. 2. 251) 


1 1 
mia S$ Inn < 7 


([305]1992,99(7) :684 ~ 685) 


实际 上 利用 Euler-Maclaurin 求 和 公式 ,我们 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 : 


一 | 1 1 Bens 1 
ST ntcta 1mtia0n 2520m + gm 1m Om)? 


(1. 6) 
式 中 B, 是 Bernoulli 数 ( 定 义 见 第 6 章 § 1). (区 继 昌 ,河西 学 院 学 报 ,2002,18(2);:1 一 8) 


(6) lIn(n 十 一 3) < (1.7) 


24(n Ty <S, 
(Young. R.M, ,[325]1991,75:187 ~ 190. 另 见 [305]1993,100(5) :468) 
提示 :考虑 工 之 0 时 f(z) (Cz 十 1) :一 InLz 十 (17/2)] 十 lnLz 十 (3/2)] 的 导数 . 
(7) 设 al,…，,a。 是 互 不 相同 的 自然 数 , 则 

S, 过 > 党. (1. 8) 
(IMO20,[38]459 ~ 460) (1. 8) 式 有 多 种 证 法 ,如 
QD 用 Cauchy 不 等 式 : 

2 


窑 扩 -办 全 大 < 入 入 < 仿生 Dw 


式 ). 
@ 利用 第 三 章 排序 不 等 式 (No. 86), 设 刀 ,…,6b, 是 ai, av 的 重 排 , 使 得 5b 一 5b 
< < 从 而 有 处 之 &. 于 是 ’ 
. 人 1 
立 驴 关 包 下 关 疡 去 . 

利用 Abel 变 换 , 可 将 (1.8) 推广 为: 设 a1，,…,a 是 nn 个 互 不 相同 的 自然 数 , 则 当 p 汪 0 
时 ,有 


ak 


Sa >， Hz， (1.9) 
k=1 


而 当 p 汪 0,g 声 0 时 ,有 
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kt < Safk'. 
仅 当 a = 二 上 时 等 号 成 立 ,([99]1991,6 一 9:191 ~ 199) 
(8) < Se < ns 
(9) cS5,+S,— Sl 


下 界 * 还 可 改进 为 1 gam 1)2 


([77154) 
(10) “2% s,s, 
7a 十 7 n 


1 
n 二 1 


特别 ,m 一 时 ,得 吝 之 Su 一 S, 过 1. 它 可 改进 为 In(2 一 


za(2 市 一 1) CS, —S, nl 2+); 
9 
一 S， > 区 这 (之 2). 


_1, 1 ,.,， 1 ,1 
S27 Si An 了 二 1 1 3 i 二 p> 
([38]447, [MCM |) 
1 | 1 | se。 上 | 1 
1< FITTT3 二 十 和 TIT 芯 2 


(1. 10) 


(1.11) 


(1. 12) 


(1.13) 


)= SS, 一 S, < ln2 和 


(1.14) 


(1.15) 


提示 :利用 AG 不 等 式 Vtn 十 1)(3n 十 1) 过 也 [Gx 二 DD 二 (34 二 DD] 将 (1. 15) 式 中 


间 式 子 首尾 对 应 的 两 项 相 加 ,得 到 


1 ， 1 2(2n++1) ~ _2 
n 二 1 32 十 1 (n(n 2x1 
1 1 . ， 1 


从 -一 
(11) ~ 五 ,(R) Sp_1 SS, 1 n 十 元 二 | nk 一 1 


3 二 4 , 则 H,(k) > 1 十 <， (Kirov 不 等 式 ) 


设 0 委 


证 “利用 -一 工 十 工 (op 之 0 夫 站 ， 
a 二 bb a 


1 1 


2H,(k) = (二 1 ) 十 (一 + ) 十 … 十 ( 


nk—l 2 十 1 nk—2 


4 4(k— 1) 
nk TI I> 人 二 


注 ”我 们 可 进一步 证 明 


| 1 1 , 1 .1 
InCk1 na) ~ n n+l kn 


> n(k—1) 


一 in 十 -4 ). 
7 一 工 
从 而 


lm( 坟 十 站 十- 十 矶 一) = lnk. 


> 2(1 十 a). ([4]251 ~ 252) 


(1.16) 


(1.17) 
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(12) 设 uc > 一 1, 则 
at+n 1 1 aw 十 7 
in- i aati (1. 18) 
2006 年 , 周 永 国 证 明 , 当 asb 放 0 时 ,下 式 成 立 


») 1 一 n 
三 { & 十 怒 [e+ 多 e+ 


Ed 


wp] 


2n 
取 6= 1,a -一 01 ,得 S, 二 一 一 一 . ([345 12006. 1:61) 
V2n++l1 


(13) 设 pgnE€E N,p< 之 g, 令 


atl 


SO = DF, op) = > 于 ， 
&= 加 ?十 1 龙 二 pn 十 1 


Lucic-Diokovic 证 明 


bm 六 = limS (3,5) < 9,(3,5) < $1(3,5) = 3 (1. 19) 


1969 年 ,Adamovic-Taskovic 进一步 证 明 : 
中 an ( 访 ,9) 关于 nn 严格 递增 ,从 而 对 n 之 1, 下 式 成 立 


npsg) < olps9) <In 
©@ 若 p 二 gq 之 子 p， PP 关 24 十 1; 或 gq 关 5a 十 6,4a 这 2,6 一 1,2, 则 S,《p,q) 关 于 nn 
递减 ,而 且 in 芋 <S 29 忆 S1Cp,9); 著 4 之 37, 则 S,4p,9) 关于 "递增 ,而 且 ,S14p， 
gq) Sp,g) 二 ln ;对 于 p,q 的 其 他 值 , 当 7 充分 大 时 ,S,(p,9) 关于 nn 严格 递减 .位 汪 、 


对 于 方 六 六 < < 3p, 或 p= 二 24 十 1; 或 gq = 二 54 十 b,a 之 2,6 一 1,2, 猜 想 S,(p,g) 关于 nn 也 


是 严格 递减 的 .([331]1969,247 ~ 273:41 ~ 50)1989 年 , 王 志 雄 证 明了 上 述 猜 想 . 
([345]1989,1:35 ~ 36) 


叶 军 , 杨 林 证 明 : 当 二 gq 志 3p 一 1, 时 ,S,(p,9) 关于 nn 递减 , 且 
ni <S, (p,q) < S1(p,q). 
上 述 上 、 下 界 都 是 最 佳 的 . ‘L36183 ~ 190) 
形 如 ”SS,(p,q;a,8) = > 的 上 下 界 估计 见 [355],1998,50(1 ~ 2) :5 ~ 10. 


=p j=a 


(4) 令 S, 二 下 工 ,g, 一 了 (二 一 In(i 十 十)). 则 对 1 过 k 之 xn 一 1, 有 
三 {& &=1 k k 


1 5 1 1 1 
GR ami Fi “Sm 


提示 :60, = S, 一 n(n 十 1) 递增 ,而 5 = S, 一 lnn 递减 . 并 注意 到 
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1 


k+l el 1 ,ee 了 
0 out = SS, Se 十 jn(7 十 1> 2 7 5? On Ok = 272" 


([32711978,22;223 ~ 232) 
2， 设 {ai) 是 公差 为 疡 > 0, 首 项 为 a > 0 的 等 差 数列 . 由 Euler-Maclaurin 公式 可 
推出 


1 h hs hs 


Sa1 sh) = > ar me ta Ta {T1202 a52a + 
> rs R,. (1. 20) 
式 中 一 lim( 避 二 一 In 名 ),R,。 一 各 六 dt (1. 21) 
1 R, [< (Be lh ,R, = OB), (1. 22) 
B, 为 Bernoulli 数 ,B,(z) 为 Bernoulli 多 项 式 (定义 见 第 6 章 § 1). 
特别 S,(1,1) 一 > 主 ,就 是 (1.6) 式 ， 
1 1 1 1 


5 一 工 一 1 
S.012) 一 oT Bin2n 1 十 十 区 太一 亲 一 证 下 (二 1 


8 
63(27 — 1)° 


2m—4 
2 甩 : 


Cm — 1 C2n— 1 


十 … + OCG)， (1. 23) 


. 1 1 
式 中 cs 一 lim[ 二 一 一 一 地]n(22 一 1)]. 
:一 lim[ 2 于 一 


注 在 6 一 2) > 一 中 去 掉 含 有 数码 9 的 所 有 项 之 后 , 剩 下 的 和 m 一 40. 


大 2 二 1 
-1 1 加 1 1 9 
S,(1,3) = 2 pT 
一 27 wo 32” 3 Boca 1) 1 
28(3n 一 2)° 十 2Cm — 1) C3n— 2)200 + OCG), (1. 24) 


式 中 cs = lim(》) 3 2 一 言 In(3n 一 2)). ( 匡 继 昌 ,河西 学 院 学 报 ,2002. 18(2):1 ~ 8) 
ro 大 二 1 ， ， 


3. 设 {a;) 是 公差 为 hh 汪 > 0, 首 项 为 al 盖 0 的 等 差 数 列 ,0 二 pp 二 0,p 关 1, 由 
Euler-Maclaurin 公式 可 推出 


-人 -1 1 1 1 
Sa) OD a tt 
m1 2k—2 
一 yh) Ba 
lr ZT) TR (1. 25) 


式 中 心 = lim{ 》) 上 (CC 一 -二 ))， 


1 ( 
=] af h(p— 1) at 1 at 1 


A 上 三 ,、Bz ~ Ban (t — [1]) 1 
R, = A 
™ (2m) 1J 。 LL Cz+7 (a Fa rmd OCprT), 


2m—1 
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特别 地 : 
RAR 1 1 1 pp pp 二 +1)(p+2) 
MDE Oi pI tg on tn 
1)(p 士 2)(p 十 3)( 广 十 4 1 
pep Dp + DCp+ Pi4) | + OG), (1. 26) 
式 中 二 lim[ 了 > 启 Ve 7)]， 
yl 12—x 
二 革 一 阅 直 < 于 可 历 ， 式 中 "一 元 二 全. 
Eganoo8 ds) :128 ~ 133) 
"ll_r 1.1 1,1_ .1 1 
E-TOC) (1. 27) 
SE 1 1 、， cs 1 pp 
2 7 
(p+ 1 (p+2) 1 
十 所 bt + OG). (1. 28) 
1 1 + 1 
和 2 (2 二 1 一 2 二 TH CT 2C2n— 1)7 
p 
Gon mt 90(27 一 1)?3 (1. 29) 
1 1 
式 中 cf = lim{ 2 二 1)2 2p Ct! i 
杨 必 成 证 明 
一 王 < 已 直 << 一 二 
天 2 
Ent < 起 << (2 一 让) 一 元 . 
(广东 教育 学 院 学 报 ,1999,19(3) :29 一 35. 另 见 第 11 章 § 1. No. 6) 
利用 ctg?z << 方 妇 1 十 ctgzz (0 过 + 过于), 令 zz = lh 之 n; 对 上 求 和 ， 
并 利用 > (ctgri) 一 人 2 一 以, 易 证 ， 
k=1 
1 tl): S) 工 ) 一 22 十 1)， 
A 3 
2 2 
它 给 出 了 > 去 一 守 的 一 个 初等 证 法 . 
k=1 
利用 一 : 2 < 一 1 一 1 -1 ,对 & 从 1,2,…, 囚 求 和 ,得 到 
nk 7 十 R 十 1 (7 十 天 7) 7 十 有 一 1 十 到? 的 ? 
mt-m 


1 1 1 
nt1 i < i < nm 


4.， 设 p 宇 0, 则 
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Dp = nn J 


EE ptl 
+ » TD Dp at 1) + R,. C1. 30) 
式 中 |R,|< ey. ‘(pO—2m+2) nr — 1). 
当 p 为 非 负 整 数 时 ,得 到 熟知 的 Bernoulli 求 和 公式 ， 
2 = 5B rt) 一 Bo (1.31) 
5. DE nk = Fnn): + e+ 5 minn — ln(2h— 1) —e— ais 


1 1 
12(2& 一 1)7 120(2k—1) 


式 中 c 一 如 一 去 Ga | 为 Euler 常数 . 
moo | k=1 


十 


OC) (1. 32) 


(1,. 33) 


,1 1 二 lnn 1 
Dt klnk = lnlnan + cs 1 2ninn 12(1nlnn)’ (元 ma) 


式 中 cs 一 -tm( 沁 如 ZTE ~ lnlnn ). 


1, 1 ， 1 1 
lnk 7 lnn 7 十 Fnn 十 Flnnt ce 


2 一] 
Bz 1 
之 DROR IR 2) ner tO 


(1. 34) 


3 
式 中 ce 一 1im( > ln 一 Flnn). 


=l 

2n 
(— DD)*! 1 1 1 63 
~ -~ 一 1 1 

Er & niin lo8n + 163847 


(一 1) 1 
2 si 一 地 D)+G1 


p _p(p+1)(p+2) 
十 Tn 48(2n)7ts t+ 0 Pr5)， 


+ Oa). (1. 35) 


1 ye 1 
271 ?2(2n)r 


式 中 尹 之 0,p 尖 11cs 与 (1.26) 式 相同 .利用 Catalan 恒等式 》) 和 > 一 》) 二 和 


_ 1 sa (一 1) 生 1 
(1.14), 可 得 出 IC2 一 二 1) << 2 i — < In2. 


注 1 (1.25) ~ (1.36) 式 都 由 Euler-Maclaurin 公式 推出 .( 匡 继 昌 ,河西 学 院 学 报 ， 
2002,18(2).;1 ~ 8) 
杨 必 成 等 用 类 似 的 方法 证 明了 以 下 结果 : 


1 二 全 和 人 1 
(1) Gn In < 2 Rink inlnn cs < tar F173 na 之 2)， (1.37) 
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(2) p> 0,p 关 1,n 之 3 时 有 
dD < DD iiy _dnaoi 1l 


2 Ry 1—p 7 2n(lnn)?’ 
(lnn)'? 
式 中 cy 二 lim{ > Eck 1 一 7 }. 
Inn 如 no 
(3) 天 2 < 
et 
(4) VE— va 一 cs 所 -一 一 一 
20 < 已 TO 
式 中 必 = lim(》 大 一 徊 士 3 万 --1 ) 一 一 0.2078862249+、 
Tos A 6 24 Vn 


(中 山大 学 学 报 ( 自 ) ,1998,37(4);33 一 37) 
(5) ” 设 p 关 一 1,p 二 0 或 p> 汪 > 0,[pj 为 奇数 , 则 


2 2 12 2 pii 15 
特别 地 ， 

-去 < 站 二 2Vn jt 

-下 < 部 夫 - 直 (+1- 声 '+ 串 <0 

-< 2 一 (王权 十 到 十 言 ) Vi 十 了 1 过 0 


一 去 Dy VE 一 各 二 Va+ 计 之 0; 
k=1 


1 /2n: | nn /1 399 
1520 < OVE (3 十 也 +) nt 1920 < 
52 (22 部 __16 7 
< 2 (4 十 误 十 Vn 2688 < 2688: 
若 p>> 0,[p] 为 介 数 ， 则 


名 (一 D < 性 一 大 2 <0 
> 1 2 ‘2 p+1i’ < 


(中 山大 学 学 报 ( 自 ),1007 36 :21 ~ 26) 
1979 年 ,Matic,B 将 


2(vz 二 IT 一 1) < > 二 天 2 一 1 
k=1 


改进 为 
DD 车 nn 之 2,a 志 7/16, 则 
p> 天 >2CnTITa VI—a); 


去 一 有 二 关于 1 spPnrittli 1 bp) 
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(1. 38) 


(1. 39) 


(1. 40) 


(1. 41) 


(1. 42) 
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四 车 nn 宇 1,1/2 志和 过 1, 则 
5 1 2 /iFia— VI. 
1 VE 
(Publ, Inst, Math,1979,26(40) :171 ~ 173) 
1999 年 杨 必 成 又 改进 为 
2 ViF1i—1.76 < 也 计 <2 一 1 (n> D, 
k=1 
(广东 教育 学 院 学 报 ,1999,19(3) ;29 ~ 35) 
用 数学 归纳 法 或 AG 不 等 式 , 易 证 : 
n(nt 1) 一 EETI) < 2 二 [MCMD; 
k=] 


< vV22 十 一 1. 


1 
Vn Vo 
” V3 和 2 和 


利用 其 他 方法 ,可 以 证 明 3 的 其 他 估计 式 ,如 ; 


(1) f(z) = 1 在 [k,& 十 1] 上 用 微分 中 值 定理 或 Bernoulli 不 等 式 ( 第 3 章 


六 十 1 
No. 8), 易 证 : 
中 当 如 >>0 时 ,下 式 成 立 
pf1 
n 所 1 pl ， 
ZFi < 2 < sritrtl) 1]; 
© 站 
shi < < 


I Cm 1D” }. 


| 5 
(n+ Dol ee,, n+p 
p+1 oh ~ pl 
3n 十 1 1 
(2) + < De) < 二 TCMCU] 


提示 :下 界 对 | z"dz 用 梯形 法 作 近 似 计算 ,上 界 信 计 利用 不 等 式 1 一 z 之 o, 从 而 


n n—l 
G 一生) 和 ec Dk) Tet . (C66]326) 
n {nn pe e—1 


(3) 记 S,(p) = 
2008 年 褚 小 光 提 出 三 个 猜想 : 当 pp = m 为 自然 数 时 ,证 明 或 否定 : 


2 ~ Mm + 2) » 
@ [SS,(m)j > 之 nD im 1)S, Cm ++ 1);, 


(nT 1)(mt1) 
m 


©® 5,m+t1) < 十 2 


S,(m); 
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nn 十 1)m 
全 Sn) 之 四 
([351]2008(1) :26 ~ 29) 
(一 1) 生 1 1 1 
今 v 一 由 一 ~- 
6. (1) Bn 1， 天 ' 则 二 于 TO 一 T6825) a] < TI 
([301]2003,282(1);21 ~ 25) 
1 S| 1 
(2) —— -~ 二 一 (同上 ). 
42 十 (2 V19 一 8) 一] 4n - 
1 < S,(n) Cnl) 
(3) 令 Sy(D)= (二 Dp ,fp) = 2 (p20),f(0) 一 : 一， 
(p € R!). 陈 超 平 , 祁 锋 证 明 
n S,(n) 
anti SatD 1 
并 问 :对 于 给 定 的 za, jp) 是 否 在 (一 co,co) 上 关于 p 严格 递减 ? 
([330]36(1) (2005) ,69 ~ 72) 
(1)*! (一 1) 生 ! 
人 二 一 aa 二 一 一 一 
(4) 令 S， 之 To 之 项 一 . 则 
1 x 1 ， 
nT) IS |< ga (1. 43) 
1 _1 1 
zt) < On sln2 [< T=: (1. 44) 
([305]1955,62:726 ~ 727) 
1 1 1 _x 1 
Zan an1 1 IS I< san 
1 16 
WD nD 
1 
3 < ll < Ts 
1 1 _1 1_1 ,1 
Hi) + gat iy Ts <l 32 |< i gt Im 


(L347]1996,(3) :1 一 8 和 广东 教育 学 院 学 报 ,1999,19(3) ;29 ~ 35) 


7， Agostini 不 等 式 : : 设 志 ,4 为 非 负 整 数 ， P+g 志 10, 令 m= p 十 q 十 1, 则 当 n 之 1 时 ， 
Cn — 1)” < HD < (n+ 1D"™. (1. 45) 

([4]261) 

8. Ryll-Nardzewski 不 等 式 : 设 


一 2 pp 
fn(2) ees . 
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则 当 1 二 jp 二 2 时 ,C9) 之 1; 而 当 0 二 pp 二 1 或 p> 之 2 时 ,0 过 了 (Pp) 二 1.( 见 本 书 第 
二 版 第 87 页 ) 
9 (GD atin < Ph an in(ntl), n> 2). (1. 46) 


k=1 


。 7 十 2、 
证 "十 mn( 本 2) 一 1 十 站 +lnG 十 于 


二 一 16 1/2 lnk, 
<1+DItetD < 1 十 志 $+ at 1+ (3) ta+ 内 


二 1 十 V3 十 DD exp dw) = Dar = Date—D" 
k=3 = 


k=1 


< Dlr)" = (2 一 诗 )<， > (2 一 inG 十 于)) 一 2 一 In(z 十 1 


&=1 


( 当 7? 一 2 时 ,从 3 到 2 求 和 应 理解 为 0) 
(2) ”利用 Euler-Maclaurin 求 和 公式 ,可 得 


工 2 1 人 1 2 
7 十 万 (nn)? 过 2 三 n+ 了 (nn)? 十 1. (1. 47) 
C[30511986 ,93(4) :302 一 303) 


CN 1 三, 1 1 2"t"yn | 
3 MCM 4 一 二 3; “< 一 一 一 一 
(3) LMC ] 22 所 “一遍 2 < Ty 之 (RE 十 1)m” (az 十 1)” 


2m 


(4) 令 二 这 Ek 则 om 之 0,. 


oo 


3zr2 1 37 
32 < A (2n 二 + 1) < 64 


提示 人 


(5) 


oo 


Xx— x) A -2 一 工 ) 
2 ry =- 让 sin 并 dz 小 到 dz 2 = Sin 并 dz. 
再 利用 1 到 忆 工 . 
sinz 2 
10. [MCUI] Cav > (Vnt 1 ,n 2 8. (1. 48) 


证 1 令 f(z) = 2, 则 z > 时 ,7(z) < 0, 从 而 了 在 (e,co) 上 严格 递减 ,于 是 对 


于 ee 过 zi 之 zz yf(z1) 之 f(xz) ,有 即 zH 二 zx, 取 zi 一 Vayzs 二 Vn 十 1,n 之 8, 即 可 得 证 . 
证 2 利用 积分 的 单调 性 ,由 e 二 a 过 xz 志 b， 
f(z) = 1 — Inz Inte/z) 
x 并 


< 0 


l]np 1n 


b b 
从 而 于 一 -2 = | d( lazy = | /ceaz<o. 妈 
a a 权 a 


6 < 0 (1. 49) 
取 a = Vn,b 一 Vn 十 1,n 之 8, 即 可 得 证 . | 
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由 (1. 49) 式 可 证 明 许多 数学 竞赛 题 , 如 从 (1.49) 式 可 得 999””? < 992， 
又 如 要 判别 3112 与 17* 哪个 较 大 ? 则 要 作 一 些 变形 :1724 > 16* = 2% >> 2%” 一 32 
> 311 


11. (1) Vk VE 二 TD < 二 1 (2 二 和 二 2 一 1). (1. 50) 
Ma Na DEV tl (1.51) 


(3) 当 n 之 3 时 a4, 一 Ww 和 5s 二 ”Yn 严格 递 碱 .但 a < a3, 从 而 V2 过 V3; 
nt DMD nr 1 V2/n, n> 3); (1. 52) 
(n+ DY Zn TD < 2, (n> 2). 
(4) 设 n 二 m 之 1, 则 
m” Zn. (1. 53) 
提示 :利用 f(x) = 二 xz” 在 (0,e) 内 严格 递增 ,在 (e,coe) 内 严格 递减 . 
(5) min{VYm ,Vn} YI. 
12。 Gruss 不 等 式 : 令 


1 1 
m 二 Tn 二 1 (m 十 1)Cn 二 1) 


flm,n) = 
则 ”fCm,n) 去 总. (1. 54) 
证 “7G,D = /1,2) 二 f(2,1) 一 而 . 令 h 一 加 十 n 十 2,8(k) 一 二 一 让 ， 
则 有 & 宇 6 时 ,fmyn) 和 SG), 且 g(GE) 严格 递减 ,于 是 ,fC(m,n) 委 g(6) 一 4/45. 
([354]1935,39:742 ~ 744) 
13. ”Guy 不 等 式 : 设 
fmn) = ne mn (nm 1)"}, 
则 当 m 二 n> 1 时 ， fn,sm) < fm,n). (1. 55) 
([305]1986 ,93(4) :279 ~ 280) 
将 mn 分 别 换 成 实数 z,y, 即 (x,y) 一 zyr[z 一 (z 一 1D) 引 , 则 z>>y 之 1 时 ,有 Joy， 
Xx) < f(r,y). 


3 
14， Schur 不 等 式 : 设 , 一 (1 十 元 】 ;9 一 G1 十 二 )"G1 十 二 ). 则 zy 严格 递减 


的 充 要 条 件 是 a 17/2. 
证 ”利用 对 数 的 级 数 展开 式 : 


ltz = Cy zl 
ln 一 2 误 I'171<1， 


1 oT 1 1 yern 
In(1 二 地) 2 2 ED Ti) . 
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从 而 
人 (1/2) ec 1 ， 1 《2 二 一 1) 
hz = tT GD (mF)  ， 
_ (1/2) — a 1 
nz 一 lnzo 一 FO 7 + OY 


于 是 ,zs 严格 递减 SSa 之 1/2. 若 a 志 2 1 2 充分 大 时 ,Zz, 严格 递增 . 
类 似 可 得 lny 一 lnyntt 二 


、 一 一 ln2 
注 ”Zz, 递增 鲍 a 委 c 一 ta a = 0. 409… 


(Fischer,P. 等 ,[404],1994,12(3):119 ~ 124) 
、 1 a nn ] b 十 1 
15。 设 rz = ( +) ;Yn 一 ( 十 元】 


(1) 当 a>0 和 a 王 一 1 时 ,z, 严格 递增 , 即 zi < zs 而 当 0<8 委 2 时 ,yw 严格 
递减 , 即 y-: 过 mw， 
除了 可 用 上 述 类 似 方法 外 ,还 可 用 AG 不 等 式 证 ,如 a 二 0 时 ， 


xz 击 二 (1.。(1 十 Q). (1 十 二 4&.)} 南 < 1 十 2 发 中 二 (人 m] 一 1 十 a 
n n 二 1 


从 而 z, < (十 二 二 zi 当 a = 一 1 时 ， 


二 1 
二 XD __l \ 
zai 一 (1。(1 地) (1 7 | 一 1 二 IT, 所 以， 
Xn < G 一 二 TD 一 一 Xrtl: 


(2)” 当 一 n 坟 a 太一 1 时 ,利用 1 一 x+< 之 6 ,得 到 (1 十 世 )" 去 e; 当 a 之 一 1 时 ,有 


(2)">1+at+ 2 te) (nt esa), 


1 1 1 -1 
特别 地 ,3 一 应) < (1 7) < . 


16. 关于 z= (1 十 过) 和 。e 的 不 等 式 . 
我 们 已 知 ,z, 严格 递增 收敛 于 e. 但 常常 需要 zx 和 e 的 不 等 式 的 改进 . 


e _e -3 
(1 殉 二 2 去。 ~ (1. 56) 
(2) Zn(1 十 3 十 了 iD <e<<mG 十 芒 了 工 ) ,CSchur) , 它 可 改进 为 ， 
~ ~ 7)12 
z+ 5 2 < e < zz(] 十 二 76) 3 《1. 57) 


(L375]1987,3(2) :94 或 L301]1999 ,240:290 ~ 293) 


(3) ELMCU] 记 y, = Qt) 2 - ,网 
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之 n < rn (1. 58) 
提示 :z, 可 化 为 


2 2+ DD 
” m2nt 1)° 


于 是 可 考虑 g(x) 二 ln2 十 (z 十 1)ln(z 十 1) 一 zlnz 一 In(2z 十 1) 在 (0,ce) 上 的 单调 性 ， 
([66]82,89) 
(4) 1998 年 徐 晓 泉 、 杨 应 谦 证 明 : 


二 二 十 二 ) 二 6 二 十 二)"(1 十 小 ) 成 立 的 充 要 条 件 是 之 -2 . 

n an n 2n e 一 2 
(江西 师范 大 学 学 报 ,1998,22(1);10 ~ 11,38) 
(5) [MCU] (二 二) 生 e 二 (1 十 二) (1.59) 


式 中 wu 的 最 大 值 a 三 就 一 1,8 的 最 小 值 8 = 部. ([63143,129 或 L305]1974,81E2406) 


证 令 


fx) 一 0< 工 反 1. 


1 1 
In(l 二 xX) x 
则 了 在 (0,1] 上 严格 递减 ,于 是 “ 的 最 大 值 为 e 一 f(1) = 5 一 1, 而 8 的 最 小 值 为 


一 1 1 
B= limf(z) = F: 


注 《〈1.59) 式 等 价 于 
1 


1 1 
aA Mt zn i 《1. 69) 
1 1 1 1 十 2、 1! 
(0) FD RD nt (1.61) 
n n nl 大 n 
n e” 2 
(7) 3 去 本 2 < a (1. 62) 
([307]1986 ,573 ~ 574) 
(8) ”利用 连 分 式 理论 易 求 出 
1 nm 2 十 ?2 6 十 272 ， 12 十 67 十 ma 
1 二 ono dtm 16ntn’ (1. 63) 
(9) xz < 一 ed ! 1 1 ) (1. 64) 
” 2(1 十 za) 24(1 十 n)? 48(1 十 n)3 . “ 
([301]2001,253:691 ~ 694) 
事实 上 ,我 们 可 以 进一步 证 明 . (第 5 章 3 3No. 14) 
= 
Zz» = ell 和 2 Gi (1. 65) 
式 中 {6b} 由 递 推 式 确定 : 
_1 1 1 bs . 
bi 7 * bur NIA 2 Tk? 1，2，…。 (1.66) 
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(00 一 < 一 mr 元， 式 中 = 写 ,b 一 人 是 最 佳 常数 


27 十 C 2n 二 +b” 工 6 
([301]282(2003) ,21 一 25) 
1 灾 和 2 一 1 | 1 = 2k—1 
一 一 一 一 一 一 < 一 和 ~， 1. 67) 
1 za2 EE < 2 [ES 站 TD 


式 中 记 一 一 1. 由 此 推出 > 二 二 绝对 收 伍 的 充 要 条 件 是 = > 2 


18.， 设 A= (al,…,an) 是 集 {人 ,2,…,n) 的 不 同 的 元 素 集 ,对 每 对 a; 十 aj 二 nn,1 i 
委 J) 委 7 必 存 在 k,l 委 & 委 和 ,使 得 ai 十 ai 一 as. 则 


1 这 1 
罗 守 +t (1. 68) 


证 ”不妨 设 ai > qz > … > am, 先 证 明 Yi:l1 声 i 和 m, 下 式 成 立 
ai 十 al 之 7 十 1 (1. 69) 
下 面 用 反 证 法 , 若 3i:1 志 i 志 m, 有 
di 十 aa 所 
则 ea <ai 十 ea。 < ai 十 al < ai 十 ai< 扫 1， 
由 题 设 ,这 ;个 数 a; 十 anai 十 an ai 十 an 都 大 于 a, 而 且 都 属于 集 A ,但 集 A 
中 只 有 :一 1 个 数 ai,az，…arl 大 于 ai;, 得 到 矛盾 ,于 是 ,从 (1. 69) 式 , 有 
2 > Qi 一 (al 十 ar) 十 (as 十 ar) 十 … 十 (am 十 ai) 之 mn 十 1). 证 毕 . 


k=1 


(IMO ,35,1994,7) 
19. 设 mi 722 9 "7727 是 1,2,. ,7 的 某 一 排列 , 则 


， ， [于 ， 为 偶数 ， 
01) [MCM]D) | me 一 上 | 和 [5 一 4 ， 
2 天 ， n 为 奇数 . 


20. [MCUJ. 设 a, 是 (1 十 十 安 ) 的 展开 式 中 z" 的 系数 , 则 VAE N, 下 式 成 立 
[2&7/3] 
0< >) (一 Diocivy 1. 


(1997 年 58 届 Putnan 数学 竞赛 ,[305]1998,105:744 ~ 755) 


n 


D) C2k— 1)? 
21. 设 Fo = 一生: . 


n 


> Cnt 2k— 1) 


下 一 工 


则 当 p 汪 1 或 p 二 0 时 ,fln) 严格 递增 , 当 0 二 pp 二 1 时 ,了 f(n) 严格 递减 . 
(L305 12006,111(8) ,764) 


22. 设 p>1, 则 
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oo 


nn p 
1 十 zx(5(Cp) 一 1) < 2 (十 有) np). 
式 中 tCp) 为 Riemann zeta 函数 .([305]2007,114(1) :649) 


23. 设 S, = > (2 ) 则 


=! < 05]2005,112(8 
1+ Ee 元 2 ([305]2005,112(8)) 


24， 令 S,(a) = >) (一 1)%w], [kha] 表示 ka 的 整数 部 分 , 则 
k=1 
(1) | S,(a) | (logn)* a.e.a, Vn. 


logn 
(2) S,(vVm 十 1 一 mm 十 1) 过 十 1 
2log( Vmr TF1 十) 


([305]2006,113(8) :673 ~ 688) 
二 、 关于 的 乘积 不 等 式 


i.， 车 nr 过; 则 
m 2 
1 一 2 二 < TTG 4 上) ol mm++ 1 _m ly 


站 n 2n 4n 
提示 :左边 不 等 式 用 数学 归纳 法 ,右边 不 等 式 用 A-G 不 等 式 和 二 项 展开 式 . 
特别 取 m 一 25,n 一 365, 即 为 MCU1975，: 
Ia- 365) 二 去 
2， (1) [MCM] 令 a; = nln 十 1)/2, 则 
(z) < II# < < (3 ). (1.71) 


1 


~ T(t 2) 一 2. ( 匡 继 昌 ,[325]1999,83(496):126) 
=I 


(1. 70) 


~ 


met 


(3) Ile* < 2 ) ” .( 杨 永 平 ,[345]1998,6) 


3. (1 )> ME Vm TT > ats. C1, 72) 


_1 -一 4& 一 3 5 22 十 Ti 
< 下 < mr 


(2) 


7 12n+ 5)w, 
二) < G2) < sr ) 


工 ( 
4 17 
) 


(C1)(C2 ae 7.30 ~ 31) 


12 oo 1/3， 
(3) (oT 7) < 人 < (1) ; (1.73) 
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1/2 


3 
5. fw =- 工 (估计 扩 < (ms) . (1. 
、 加 4 多 十 1) 
证 令 8(7) 工作 二 3 
则 0 之 fg) < fg = rs 
6 令 5 一 J+ 区 ),0 一 了 QQ 一 各 ).0< 之 «< 之 1,c 为 Euler 常数 , 则 
k=1 &=1 
a a “ oo 
(1) [exp 17 二 57 二 1]| < SS < (CO 十 1)ec) (1. 
(2) {n exp(c 十 TD) 和 <<o < 必 (12 exp(c 十 5 六)) (1., 
《[344]1983,1;52 ~ 55) 
(3) “对 任意 gc 盖 0, 有 
S, < expla( BD 2)} So". a. 
k=1 
([74]Vol 1. Ch9 § 5) 
7. Minc 不 等 式 :对 于 任意 x 个 自然 数 n1 ,ns，,… ,nm,， 有 
S37 2 (1. 
仅 当 上 声 2 且 n ,或 Nz i 1 村 号 克 让 ([376]1963,69;789 ~ 791) 
8. 设 n 宇 2,a 盖 0, 则 
n n 1 nn 1 “ 
[ll et] iF < m+ DI te 方 )， (1, 
(证 明 见 [305],1988,95(2) :148) 
9. [MCM]. 设 nn 二 4 二 和 二 nw 二 2n1, 今 
友 。 
CR) 一 开交 3, 若 > 为 素数 , 且 r™ 能 整除 FE) , 即 r™ | 了 CE), 则 
fk) Er nl. (1. 
10. [MCM]J. 设 f:N 一 NN 是 严格 递增 的 , 且 Yn, 了 [f(r)] = kn, 则 
Fin < fm) < (1 


74) 


75) 


76) 


77) 


78) 


79) 


80) 


. 81) 


证 ”因为 f: NN 一 NN 严格 递增 ,所 以 ,ff(n) 宇 n, 以 及 当主 nn 时 ,fm) 之 Fa) 十 
m 一 nn. 于 是 可 令 f(n) 二 nn 十 m(m 为 非 负 整数 ), 从 而 kn 二 FL = f(n 二 m) 之 了 (n) 


十 站 一 Fo 十 [fm) 一 四 ,由 此 得 出 fm) 去 到 (十 Dan. kn = fCfF)) < 二 (十 


2kn 
十 1 


1) fl(n) ,Bh f(n) 之 


三 、 含 n! 的 不 等 式 
我 们 先 注意 以 下 几 个 关系 式 ， 
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11 一。2。3…，7 

(2n)11 一 2。4。…(22 一 2)(22) = 2" .nl; 

《27 一 1)11 一 1。3。…(22 一 3)(272 一 1)3; 

(27)1 一 (2z2)11(22 一 1)113 规 定 011 = 一 1, (一 1)11 = 二 1. 
1. zn! 的 基本 估计 式 是 著名 的 Stirling 公式 : 


一 nexp( 

= V2m( 6 ) exp(T27)’0 <=1. (1. 82) 
令 ,二 Vim (TT)".1997 年 , 徐 利 治 证 明 ，; 
1 一 (7—1) 
nl mexp{ TD 工 )7)， (1. 83) 
并 由 此 推出 

A 工 >10. (1. 84) 

1i2n—1 


([339]1997,17(1) :5 ~ 7) 
随后 , 徐 利 治 等 利用 (1. 83) 式 又 给 出 n! 的 双边 不 等 式 : 


1 1 
Tall + Ta7) <n! <n(l+ion os (1. 85) 
它 可 写成 渐 近 式 ， 
nl rl 十 让 十 F887 7). (n — co). 
并 指出 (1. 83) 式 中 的 二 重 级 数 可 用 下 式 替代 : 
nl 一 mexp{ SIL 十 十 )In(1 二 十) —1]). (1. 86) 
: k==n 


([339]1999,19(3) :491 ~ 494) 
关于 Stirling 公式 ,已 有 大 量 的 文献 ,其 中 20 世纪 70 年 代 以 前 的 有 关 文 献 见 [4]243 
一 248. 常用 的 其 他 估计 式 有 : 


(DD) m 二 刀 二 mL 十 二) 
dn 


(2) ”nl<<esr,s (1. 87) 


(3) ”2000 年 谢 庭 落 证 明 ; 当 4 沁 10 时 ,下 式 成 立 


"1+ + 0 ) "< (+ + i) 
(中 国 计 量 学 报 ,2000,11(2) :110 一 114) 
(4) 2007 年 赵 德 钓 证 明 , 当 nn 之 2 时 ,下 式 成 立 
1 
12n—0. 5 + (F207n 


"(1+ 
l2n 288n? 十 222. 4n 二 190 45 


(| 1 ) 


720 
式 中 所 有 常数 均 为 最 佳 ,两 边 的 误差 阶 至 少 为 o( 六 ) ([344]2007,37(8) :170 ~ 174) 
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1 1 1 
(5) rexp (Tan 360m + 1260m ie 7 


(Knopp, K. Theory and Application of infinite series. 1928) 

(6) ni(llogn!l) <m(n 宕 3). (L305]2006,113(8):689 ~ 704) 
(7)” 设 EE 二 a( 为 实数 ),E, 一 5 80，F 一 REF = Fl!. 
以 上 两 个 序列 的 通 项 记 为 E,(b,a), F,(k).n 二 0,1,2,"" 


和 logF.,, 
logb 


1 1 1 
< nl < nexp(Tan 360m + 12607 ) 


@@ 设 一 下 ， ; 则 对 Ym 宇 n. 有 EE 之 FF。 


@ a Fn > 则 E, < F<F, 


推论 ”9” > 9111!. (注意 ;9” 是 指 9%” 而 不 是 (9)). 
([305]2006 ,113(8): 689 ~ 704) 


二 ] 
(360 十 ay )723 


(8) rz, exp( 一 一 一) < < exp[3 (1. 88) 


一 5 360n3 


,7n(n 十 了 DD 十 1 . 
式 中 a， 30 Mn 1 (Beesack) ; 


n+ (1/2)] 一 nl 
24 V3na[nt (1/2) J] exp{— [nt (1/2)]) 


(9) expl 过 1; (1. 89) 


(10) (3)" ~n!C< (3)",(n> 6); (1. 90) 


(2 二 


?十 1)， < <e( 呈 ) 


(11) ln 一 1)1<nlnn 一 2 十 1 天 ln 一 [La 十 (CL2)]ina 一 2 十 1 n>1) 
(1. 91) 
于 是 lnn! n(nn— 1). 
这 是 在 统计 与 力学 等 领域 用 得 较 多 的 估计 式 . 


(12) Smt+p— DI>nt3{mt+p— 1)}[lnCmt+p— 1)] 
k=1 


十 (mn mY 
式 中 ,m 宇 1,n 宇 2,p 宇 


Dan to onur Di nT) 一 1 
式 中 m,n 宇 1,p 之 
al Siac, D — kt)] < nn. 
f=1 


(Starc,Z. F. ,Math. Morav,1997,1:101 ~ 104) 


(13) 于 < 车 << 放 2 


到 2 一 73, 得 731<3723 [MCMI]. 


< 


)”,(n > 4); (1. 92) 
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2 nn md! [njl. 
(右边 不 等 式 见 [305]1967,74:862 一 863) 


3. (nD)!> {a— DI) "ee)" ,n> 1). 


(1. 93) 


(1. 94) 


证 从 2) lnk > | Inzdz (m 守 2) 推出 za! 盖 mrer ,从 而 za 盖 mre( 二 )”。 取 


天 二 2 


m= 11， 即 得 (1. 94) 式 . 
4. S54. #1 <nt< {ll 
证 ”左边 不 等 式 利用 &. &! = (k 十 1)!1 一 &!, 而 右边 不 等 式 等 价 于 
C2n 一 D1 > 于 


2 一 1))- ' ,Cn > 1). 


5 > 和 二 二 一 证 (n 之 2) 

5 DP TD 

7. 忆 直 < 广 

证 站 < 如 =< 六 全) 一 交 

8. > cE = 1. [MCM] 

提示 : 令 1(z) 一 《有 1z 逐 项 积分 求 出 f(z) 一 二 [etz 一 D 十 1 

9.。 [MCMD. 令 s, = > rn 则 当 n 二 > 3 时 ,下 式 成 立 
<<S. 二 3 

WR 


10. [MCU]. 2 > le. 实际 上 ,还 可 证 明 


1 _n!l,l ee nk 1 
3 < “(Fe 2 
3 一 1 nt i 

11., 二 之 ee ， 
k=0 六 。 

征用 Tor 公开 


e” 一 一 - 一 


kl ee 
然后 用 数学 归纳 法 证 明 


| e't™ ldt. 


(1. 95) 


(1. 96) 


(1. 97) 


(1. 98) 


(1. 99) 


(1. 100) 


(1.101) 


(1. 102) 


(1. 103) 
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| ed co 一 1)1G 一 二 )， 


0 


"1 ka 1. 104) 
12. 2 the) nn. ( 


提示 :利用 复 变 函数 F(z) 在 单位 圆 盘 | z | 二 1 内 单 叶 的 性 质 . ([375]1986 ,2(3) :127 
~ 130) 


13.， 设 fCn) = 1 十 型 (2)" > 起， - 则 
1/3 < fl(n) < 1/2. (1. 105) 
实际 上 , 当 n 从 0 递增 到 oo 时 ,ff 从 1/2 严格 递减 到 1/3. Karamata,].. (Indian Math. 
Soc. 1960 ,24:343 ~ 365) 
14. [MCM]. 对 任意 实数 al ,az ,as ,总 可 找 一 个 自然 数 mo, 使 得 Vn > no, 有 
nl >an anas. : (1. 106) 
提示 :利用 nn! 之 nln 一 1)(n 一 2). 只 要 证 明 
fn) =n 1)n—2)— (an+amnta) > 0. 
它 可 变形 为 f(n) 二 一 (6 十 bzn 十 63). 所 以 ,只 要 取 no >> max{b) ,bs ,bs). 
推论 对 任意 实数 aaz，…an,ma 过 n. 总 存在 no ,使 得 Vn 旋 mw, 有 
nl>an” 十 as 十 … 十 ai 十 an， 


15. [MCMJ. 设 mm 个 自然 数 n4 满足 >m 二 n， 则 2 > [a1. (1. 107) 
k=1 k=1 


证 ”从 阶乘 z! = 1.2。…。…n 中 分 出 前 ni 个 因子 ,可 得 m1, 若 m > 1, 则 当 1 < 过 
魏 22 时 ,在 n!1 的 展开 式 中 ,前 面 721 十 ?zz 十 … 十 ?aa 个 因子 后 面 的 ng 个 因子 依次 大 于 1,2， 
这 7 个 因子 之 积 大 于 ns1, 于 是 


[Ete Gnt en)! < nl. 
k=1 


16. wp 入 [2 产 ， (1. 108) 


pln 


式 中 求 积 对 象 遍及 所 有 可 整除 n 的 正 素数 p. 
提示 :首先 证 明 


n n | 
一 | 去 一 一 一 . . 
2 [2 | 7 (1. 109) 
由 此 可 以 证 明 素 数 有 无 穷 多 个 . 
17. 设 柬 >m>1, 则 (Ca 一 一 (1 一 1. (1. 110) 


证 令 和 一 2 十 & 则 (0 一 (CD 一 (az 再 利用 
nt)* nT = nT {nt 1 nt+2) n+ 8)}™! 即 可 得 证 . 


18. {aD < [D>D). . (1. 111) 
k=1 
提示 :用 数学 归纳 法 . 
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19. 


IT120 ~ 3 
中 

20. Khinchin 不 等 式 : 设 nm 为 非 负 整 数 , 且 2》)n 二 7, 则 
j=1 


和 人 
1 
， 一 yn ,)! 1. 113) 
I nl 区 ( 3 ) lI (2n;)1. 《 


([354]1923,18:109 ~ 116) 
21, LMCU]. 设 i (n) 一 ns, fz (Cn) 一 7 六 9 ,ful (n) 一 nD ,n> 2, 则 


(Cn1)"t! < 一 (22 十 ls . (1. 112) 


filn) 过 nll! < fn), (1.114) 


中 间 的 项 表示 7 的 有 级 阶乘 . 
提示 : 令 gCn) 二 nn1,gin(n) 一 {gi《7))!1, 则 Ql. 114) 变 成 


Ca < geln) < fn) ,n> 2. (1. 115) 


上 式 可 用 数学 归纳 法 证 明 , 下 面 以 证 左边 不 等 式 为 例 . 
当 p an 时 ,pl > rT = 
人 则 go) > gi C3) = 61 一 720 > 32 > 2 


若 n 宇 宇 1, 则 gin) 宇 n! 宇 n(x 一 1)(x 一 2) 汪 > 2m. 于 是 , 当 n 守 3 时 ,fi(n) 


< gn), fl3) < 户 (4) = 256 < 720 = gi (3) < gd4); 
设 n 宇 3 时 ,f(x) <ge2), 则 由 ga2) 盖 222 和 轧 ! 之 nt 得 到 
Ja 一 mp Ln (gin)}! = giln). 
类 似 可 以 证 明 右 边 不 等 式 , 这 只 要 注意 到 gi Cn) 二 gi《n1), 并 用 归纳 法 证 明 
Pan) < rr ,Ck 1,n> 7) 中 gi(n) = go ln) gi(n) gn). 
([66]315,322 ~ 323) 
22. (1) (2!1! < 之 (nT1)"; 2” ,nl < (2n)1; 


2n 
(2) wn < Tt < 27! <2 (n> 1). 
k=n 


(L305]1986 ,93(7) :561) 
nl A, 
(3) 2 rT 


oo 


(4) TI C2#—D!2 nD)"; 
(5) (27 一 1)v2 < 一 C2n — DI! < (tt) rm > 
站 mx 村 nT 
(6) [MCU (和 2) < nD (To) 
ee e 


四 2n—1 2nt+1 
提示 :| lnzdz < 2ln(2n— D1! <| Inzdz. 
1 3 


4 (2n)! 
7 十 1 ~ nl)? 


23. 设 Fnz) 一 (CD .2 1, 则 


(7) 


<4" (n> 5). 
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(1) fln) 严格 递增 , 即 f(n) 二 f(x 十 1); 
(2) g(n) 二 了 tt 严格 递减 ,而 且 


fn) 
1 < gn <2 1l 十 二 (Mine-Sathre 不 等 式 ) ; (1, 116) 
ng(n)— (nn—1l)g(n—1)>1. (1,117) 
(3) 设 [4 都 是 大 于 1 的 自然 数 , 且 mm 二 1 Ck = 1 ,°° ,mm) , 则 
% 1 本 Fa) 
和 2 Fa 1 < 之 1 Fm 5 (1. 118) 
仅 当 nn 二 nn 一 … 一 7 一 7 时 等 号 成 立 . (Proc. Edinburgh Math. Soc. 1964/65 ,14(2) 


41 ~ 46) 


令 g(n) = (= Pe 二 ,1993 年 ,Alzer, 开 对 (1.116) 作 了 加 细 : 


oatD oil (1. 119) 
n pn) n 


([301]1993 ,179(2) :396 ~ 402) 
1994 年 ,Alzer,H. 又 对 (1.117) 作 了 加 细 : 


ng (1m) —(n— Deln—1)>1+ 之 >1+gOo 一 1 一 go >>1 3), 


(1. 120) 
(Period Math. Hungar,1994,28(3) :229 ~ 233) 
Alzer,H. 还 进一步 证 明 ，; 
(ffn— lft+1l)>e’ ,n> 2. (1,. 121) 
式 中 下 界 e 是 最 佳 的 . (MR96m:26020 或 Acta Math. Univ. Comenian(N. S. ) ,1995， 
64(2) :283 ~ 285) 


(4) fw 二 他 Gn 十 2). 《 陈 计 ,[348]1994,2;12 ~ 34) (1. 122) 
(5) ”Alzer,H. 证 明 


1 十 一 一 去 < sm <1+ (1, 123) 


n 宇 1 成 立 的 充 要 条 件 是 a 过 2W2 一 1) 和 5 写 1. (ZblI. Math,826 ~ 26005) 
(6) 1999 年 匡 继 昌 证 明了 (1.116) 式 新 的 加 细 : 


h(n+t+ 1) 


(< CD < pe 


3 一 1 十 工 ， (1. 124) 
了 


式 中 有 h(n) 一 CL, n> 2.([325]1999,83(496):123 ~ 127) 


风 二 22 二 2、 的 _ ?7logn _ log(n 二 1) 
(7) (nt < gn < (ai : 式 中 一 5 TD 


或 一 工 十 logz 


mn Rn 
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([351]2006,1:33 ~ 37 和 [409]2010(1):46 ~ 47,51) 
24. 设 B, 为 n 阶 Bernoulli 数 ,E, 为 Euler 数 ( 定 义 见 第 6 章 § 2), 则 


da) Cm ae se! = a ,，(n > 2). (1. 125) 
(Bernoulli 不 等 式 , 见 [305]1988,95(8) ,E3160) 

2 
(2) < (一 TD 下 Bo < 本 让 人 126) 


、 2(2n)1 1 
注 ” (1.126) 右边 可 换 成 CT Tr ([101]805) 


ntl ? tl f 
(3) 4 3 - 工 十 本 < (— 1)"E,, < 一 〈L101]805) (1. 127) 
6 
log(1 一 一) 
2(2n)1 1 2 
(4) | B;, | 过 (DNA) 1 一 2 一 2 ， 式 中 4 2 十 log2 


(Alzer,[360]2000,74:207 ~ 211) 
25。 Wallis 不 等 式 : 设 P, = 522 一 了 D1 , 刚 
(2n)11 
1 1 1 1 


(1) < < P, < 一 一 一 一 一 
2Vn TD VC 二 [1747)》 Vnt1l 


1 
< . (nn > 1). (1. 128) 
J ~ V2 ” 


注 ”上 述 P， 的 不 同上 下 界 都 是 文献 中 经 常 引用 的 ,P 的 下 界 还 可 改进 为 


Lexp( 一 寺 ), 而 (4/r) 一 1 与 1/4 是 最 佳 常 数 . ([330]36(4)(2005) ,303 一 307) 式 1. 128 
ys 8n 
、 1 991! _1 
也 是 各 类 数学 竞赛 试题 的 来 源 之 一 ,例如 二 < :211 一 二 
(2m)1! 2 (2n—2)1! 2 
2) (2n 1)11 “< P， < wa! x (1. 129) 


8(nt 1) 4n 十 1 
Canta) nt i "Na (1. 130) 


提示 :(sin zx 一 1)? 衬 0 坟 >1 宇 2sin x 一 (sin Xx)? ,分 别 用 (sin z)21, (sin z)2 乘 不 等 式 
两 边 ,然后 从 0 到 万 工 积分 . 


4 一 1] 之 a 之 土 时 ， 1 ， n 二 1] 
(4) -1l<e | 
”~ 1 v1 1 1 > 
(5) 卫 , 的 渐 近 式 :P， Ed + Tag 十 车 i 十 O( 却 )) ,nn — co). 
(1.131) 
(6) Wallis 不 等 式 可 推广 如 下 : 当 m 实 2 时 ,下 式 成 立 
m— 1 < (mCO— 1) (2m— 1). (mm 一 1) mC— 1 (1. 132) 


me Yn m(2m)*** (mm) mm Fm 
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m 2m) +" (mm ) m 
DP SmriDmt mi < mi rm (133) 


这 两 个 不 等 式 常用 于 研究 二 项 式 级 数 和 超 几 何 级 数 在 收敛 区 间 端 点 的 收敛 性 ,其 证 
见 [34511981,3:26 ~ 27. 


1 10 1 ,1 _ 1, 1 1 5 
7) /rn (102m FD) < P 7 + 287 )< (2 让 
1 1 
由 此 推出 1 一 喜 < P, = 1 一 . 
款 ( 本 < < 人 本) 
(L344]39(8)(2009) ,224 ~ 227) 
1 1 
(8) -一 一 一 一 < PP 一 一 一 一 一 式 中 
Vann(la,) Vnn(ltp,) 
Qn 一 1 1 多 pb 一 1 I 。 


([301]2009,349;68 ~ 73) 
26. 设 1 声 mx 二 nn, 则 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 


A 1 1 1 
之 CEI <e(n a) 

( 张 小 明 , 褚 玉 明 ,L351]j2008,3:245 ~ 250) 

27. 设 z 是 正 实数 ,Lxj 是 高 斯 聘 数 ( 见 第 2 章 § 3No.9). {zx}) 二 x 一 [zx 一 1j( 注 意 
此 处 的 { } 与 后 面 $ 3No. 9 中 的 不 同 ). 

记 z! 二 zx(z 一 1)…{x},2003 年 郭 白 妮 、 祁 笑 提出 ， 当 工 之 0, yy 之 0 时 ,证 明 或 否定 


Zz 十 1 (Cz) . 
二 - 二 . 《L330 |]34(2003),261 ~ 270 
Ty 十 1 “(C(x 十 y)1) 志 (5 L330]34. ， ’ 


$2 组合 不 等 式 


一 、 二 项 式 系数 不 等 式 


2、 一 nl! _ 
组 合 数 ( ) 一 ElCn— RT 是 二 项 展开 式 
(z+y)” = 5) (g )2™ (2.1) 
k=0 


各 项 的 系数 ,所 以 也 称 为 二 项 式 系 数 , 其 中 规定 当 汪 n 宇 0 时 (4 )= 0, 和 (0 )= 1, 
1. 二 项 式 系数 的 基本 性 质 : 
(1) 对 偶 性 : (4 一 (一 有) (2.2) 


?2 一】 


® at) (+ (人 
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(3) 正 交 性 
DD) DP) (k= (2.4) 
l,n=m 
式 中 6m 1 nm 
ml 
-A -CC 
(5) ” 单 峰 不 等 式 : 
中 若 2 为 偶数 , 则 
n 
< 0 0 
(2. 5) 
四 若 # 为 奇数 , 则 
n n 
(0)< (1)<*…< |- > (中 (2. 6) 
2. 若 & 天 ” 则 
m4 )< 直 (2.7) 
3，0) 着 sn 一 2, 则 (一 1 js 人 ); (2.8) 
(2) ”车 & 过 一 4, 则 <» ) (2. 9) 
(3) ”车 王 20,4 一 2,n 守 13, 令 Pp 一 1 一 n 十 着 一 好, 则 "(4)< 2 
(4) 设 1 之 m 过 之 n, 则 
tn) (a(n ) 
4. 车 mm 二 nn, 则 
(有 (< (2 C2.10) 
5.， 设 m 宇 n> 2, 则 
了 工 1 一 my _，。 1 
eT et (2.11) 


([345]1940,47:157 ~ 159) 
6， (7) 的 上 下 界 有 许多 研究 ,例如 : 


(1) 利用 (一 和 = 4"P。 和 (1. 128) 式 (Wallis 不 等 式 和 P,, 见 本 章 
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§ 1 三 ,No.25), 可 得 


1 _» /2n 1 
4 过 
Vrlnt (1/2)) (» ) Vrlnt (1/4)) 


(2) "< (< (n> 2). 


7.G) > (i)> 1 2 ,Cn > 1). 


k=1 


提示 :利用 AG 不 等 式 和 二 项 式 定理 : 
> (£)=%> (注意 :了 (一 1 (= 0) 


(2) > (人 < 芋 在 以 下 情形 之 一 成 立 :Dn > 7,m = 4;@n 之 81m 


k=0 


D6 Sm (L305]104(1997) ,E10400) 
sm 

s (2 (2)” < "le) 

9. PD) < a. 


k=1 


提示 :利用 (2. 14) 式 和 Cauchy 不 等 式 . 


10. 多 (人 之 Fe 


天 一 】 


2 


一 上 


11. [MCU] 2+2 < 一 2+ 二 + 一 3 人 (2 1 


([66]276 ~ 277) 


2 [BU JC) ] <* 


A” 下 n 2 4" 
13， 一 一 一 一 一 之 一 一 一 一 一 一 . 
Vrlnt (1/2)) 2 (:) Vxlnt+ (1/4)) 


提示 :利用 Vandermonde 恒等式 


2 一 让)= (人 二 0,1,2 ,六 十 风 


特别 地 (2) 一 (2 ). 再 利用 (2. 12) 式 即 可 得 证 
14. [MCM] 


(EOD DE)- 


(2, 


(2, 


(2, 


(2, 


(2. 


(2, 


(2, 


12) 


13) 


14) 


5; 


15) 


.16) 


20) 


.21) 


22) 


冷 岗 松 用 微微 对 偶 不 等 式 ( 见 第 3 章 8$ 1No. 87) 给 出 了 一 个 简捷 的 证 明 .([3501 


1983,1:27 ~ 29) 


A LL 1 /7 
15. 令 7D 一 之 | (x ); 则 
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VrC4na 十 5) 一 Fa) < M2nt 3). (2. 23) 
4(2 十 1) 2wW2(z 十 1) 
证 ”利用 恒等式 
A 4 
f= TD' TF) crt i T 2.24) 


和 (1. 128) 式 即 可 得 证 . 


a 1 nn 
16. 令 g(n) 一 (— 1)* 一 ; 见 
vw gn 和 2 开 (4) 则 
1/2+ lnn < g(n) 1+1Inn. (2. 25) 
提示 :利用 恒等式 
1 /3 | 
(n) = (一 1 和 本 |， 一 一 . (2. 26) 
sD = 4) 一 生 芭 


和 (1.4) 式 即 可 得 证 . 实际 上 ,利用 S, 一 了 二 的 其 他 估计 式 ,可 得 到 gCn) 更 为 精确 的 信 
计 . 


17. 设 Sln,m) 一 D2 )- 则 
f= k 
(1) Turan 不 等 式 :S(n,m) < (全 (2. 27) 
(2) Makai 不 等 式 : 
1 78 十 1 一 1 a /m+n—1 
2 '( 1 )< SC < 2 ( -1 ): (2. 28) 


([L391]1959 ,10:405 ~ 411) 
18, Griiss 不 等 式 : 设 n 宇 1,1 声 iyj,m 声 n, 则 


3 (0).) OF) 0 0 
([355]1983,35(1):59 ~ 64) 


19. IT( 人 < (C7) ,> (2. 30) 


n 


证 ”利用 AG 不等式, 有 
(1(2)) < -7 


k=0 


上 
20. 设 自然 数 m; 过 nj,j 二 1,2,.…,k, 令 a 一 Dn ,6b = Dm;; 则 
一 1 j=1 


0 < IT(”)< (5 )- (2. 31) 
提示 :比较 展开 式 
(1 十 ZX)%* 一 Ia+a， 一 IIfa+ (1 )z 十 一 十 (2 


j=1 j 


jz 十 … 十 古 | 
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中 zz 的 系数 . Moor 对 (2. 31) 式 的 推广 见 [4]266. 
21. 设 fm)m) 满足 f(1,n) 二 fms1) 二 1, 而 且 当 m,n 写 2 时 ,fC(m,n) 入 太 mm， 
nn 一 1 十 flm 一 1,7), 则 


fmsn) < Ca (2. 32) 


m—1 
提示 :利用 二 重 归 纳 法 , 易 证 命题 PC(m,1),P(1,n) 对 任意 自然 数 友 和 2 成立 , 设 P(E 十 
1,7) ,PCk,j 十 1) 成 立 , 即 


FE 十 1 去 人 7 < (i 
FE 二 1 二 DTD 雪 FETIL ND) tfEITD) 去 (人 (人 全 = (17). 


即 命题 PC 十 1 十 1) 也 成 立 ; 从 而 对 任意 mr,n,(2. 32) 式 成 立 . 


、 C1)! n 4 fln) 
22. 设 Fa) 一 之 Dr (x ) ; 则 存在 常数 C1,C ,使 得 Ci 委 logn 委 C， 即 2) 
= O(logn). ([305]2004,111(7) :625) 
我 们 问 :Ci ,Cz 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
CT /2k\7? pe 
23,， G, 二 > ma ) 称 为 Landau 常数 . 


k=0 


ri 1 Ci C2 
0O<G.— [Fm Dt mmr tat | zt’ 


式 中 C = 二 (7 十 4log2) 一 1.06627.…，7 为 Euler 常数 ,Cl 一 5 C: = 8: 
([301]2009,349:68 ~ 73) 
二 、 广义 二 项 式 系数 不 等 式 
若 在 (2.1) 式 中 的 指数 n 换 成 实数 a ,得 到 


a Q\ Eek x 
(Zz 十 yy) = (> >» | 了 ij<1， (2. 33) 
(1 十 x)* 一 2 (4 x 1z1<1, (2. 34) 
式 中 
人 有 > 0， 
a\ ! 
0， k<=0, 
(& 为 整数 ) 称 为 广义 二 项 式 系 数 , 在 证 明 有 关 不 等 式 时 ,应 注意 以 下 恒等式 : 
av /a—1 a—1 
(1) (1)=( b )+t (e131) (2. 36) 


(2) > ("4*)= (人 (2. 37) 


k=0 n 
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十 1 
© Di): BC) (et) (2.38) 
‘%) (= ‘Ja€ER heZ. (2. 39) 
Be)= ( 。 ) (2. 40) 


1. 从 (2.35) 式 , 当 wa 池 一 1, 一 2,… 时 ， 
( 9)= (aa 十 (aa 十 7 一 1)…(a 十 2)(a 十 1) , 则 


n nl! 


(1) a > 一 1 时 ， (12)>0 
(2) = > 0 时, (” "是 的 递增 函数 ; 


(3) 一 1 二 a 二 0 时 ， NE 的 递减 函数 ， 


a 


FL 十 O( )) 一 全 


8. 十 aw 
| Fa 


n )= Pe 


式 中 Pa 十 1) 是 Gamma 函数 (定义 见 第 8 章 $ 3). 


提示 :考虑 关系 式 
(一 z) -一 >) ( jz ([57]Vol 1.77) 


(5)” 设 a 宇 1, 则 

1 ya 1)"!\™ (a 1)m (aw 1) ™ 
ma( re  ) < mm nj 一) 
([305]2005. 112(2) ,问题 11132) 
2. (1) 车 a 二 0,kE€EN, 则 


a 


Q 


CD*(;)> 一 证 >0; (2. 41) 
(2) 若 w 一 一 1, 则 
(7) 
(3)” 兰 一 1 二 a 二 0, 则 
(x) 


一 一 ~- . (2. 43) 
1+ (at+1D(D 1) 
k=1 k 
(4) 车 0 二 a 二 1, 则 
a 
(1) 


(5)” 若 a 疙 1,a 关 ml( 即 a 不 是 整数 ), 则 


>1- (e+ D(C Ti); (2. 42) 
k=1 


< 二. (2. 44) 


n 
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( a )| (2) (2. 45) 


(a) li\Lej+l n 
(6) a > 一 1 时 ,存在 非 负 整数 及 使 得 &。 <a 十 1 委 六 十 1 而 且 当 2 > 有 时 


之 (位 (2. 46) 


人)| 和 fo)( 
(2) 


(7) 车 a< 一 1, 则 | ( 


“) 关于 递增 ;车 。> 


3.， 设 SCc,z) = Sr )'*>0 , 则 


97tl 一 
(1) n+1 1 -scmne2 gn 和 0 <a<ln> 1); 《2. 47) 
(2) 全 < SC 四 二 二 5 2 二 ,1 一 < 反 2,7 之 3; 《2. 48) 
(3) ED < Se < i 2 (2. 49) 
注 ” (2. 48) 式 右边 不 等 式 与 (2. 49) 式 左 边 不 等 式 对 所 有 自然 数 4 均 成 立 . 
(4) ga>0 时 ,Sa > SC,1) = 十 2 (2. 50) 
a 十 1 


其 中 下 界 是 最 好 的 . (证 明 见 L355.11969,6(21):89 一 90) 
4. 设 zy 为 实数 , 且 y 盖 ?一 1,0 盖 7 一 1,z 盖 于 一 2, 并 设 (7)= G) 


十 (1)- 则 当 5>z 时 ,下 式 成 立 
(> G41) 2) 


若 65 二 zz, 则 上 述 不 等 式 反 向 . ([305]1996,103(1);62 一 64) 
. 5。 Leko 不 等 式 : 设 实数 xz,y,z 满足 zx" 十 y” 一 x", 则 


0 过 (a )-— ( 2) (< 21) ([41264) (2. 51) 
6.。 Lorentz-Zeller 不 等 式 : 设 m,n 为 非 负 整数 ,a 宇 0, 令 户 二 min{m,n), 则 
Dt) )( >0. 2. 52) 


[360]1964,15:208 ~ 213) 


7， 设 m,n,p 为 非 负 整 数 ,mm 盖 xz0<c<10 委 工 系 1, 则 
2 二 n 
(— DD)™™! 人 * > 0. (2.5 
(rn > . (2. 53) 
([305]1990,97(7), E3309) 


8 设 e>0,n 之 2, 令 8 一 于 呈 一 十 n, 则 


G+ < (A)<32 十 (2 村 1)(1 十 对))"。([42627 (2. 54) 
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9， 设 实数 ea > 有 AR E Nb 二 G 十 去 )*, 则 


何 下 有 (2.55) 


提示 :用 数学 归纳 法 和 一 (1 十 去 ) 的 单调 性 (Kalajdzic), (2. 55) 式 在 信息 论 中 有 
重要 应 用 , 它 是 下 述 Aslund 不 等 式 的 推广 : 
n nn” 
(4 )< zo (2. 56) 
(Nord. Mat. Tidskr 1961,9.;105) 


三 、 多 项 式 系 数 不 等 式 


多 项 展开 式 为 
”一 7 n] py oo ym 
(zi 十 zxz 十 … 十 Xmn)” 一 之 (ne jz TT , (2. 57) 
式 中 ni ,… ,nw 为 非 负 整数 ， 
” = 7 
(sj nl 1n2 Yen ! (2. 58) 


在 (2. 57) 式 中 取 Vzxi 二 1,1 过 上 有 声 m; 得 到 恒等式 ; 
,mn “Tm ) 


特别 取 mm = 二 2,ni 二; 则 ns 二 nn 一 8, 于 是 


一 m". (2. 59) 


(10)= Ho 加 (2)- 


所 以 ,可 从 有 关 (% ) 的 不 等 式 用 归纳 法 推出 (2. 58) 式 的 相应 不 等 式 ,但 有 关 结 果 比 较 少 . 


四 、 高 斯 系数 不 等 式 
设 义 是 有 限 域 GF (gq) 上 的 =” 维 向 量 空 间 ,X 的 全 部 上 维 子 空间 的 个 数 称 为 高 斯 系数 ， 
记 为 人 (0 雪 丰 运 门 , 它 是 以 下 乘积 展开 式 的 系数 ， 


Ln n 
TGQ+az) = 2 (1) x, (2. 60) 
天 一 0 a 


k=0 


式 中 


(x) (gD 1 一 1) (go 一 1) 


,0 过 9 ” 一 1。 
a a "<<"(0).=! (2.61) 


易 证 lm (z) 一 (#) ,所 以 (z) 与 (&) 有 许多 相似 的 性 质 ,如 : 
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| 


(1) 对 偶 性 : (i), (一 人 (2. 62) 


如 一 工 人 


(2) “递归 性 : (#) = (£21), + ( 和 (2. 63) 


。 nk 
3) 正 妆 性 : 2 CD (人 (ja = DD (E) (mn) 一 an 


DL qa 
(2. 64) 
(4) 单 峰 不 等 式 : 
@ 若 ?” 为 偶数 , 则 
n 
(0), 一 (1), 过 过 (272), > 1 > (i), (2. 65) 
@ 车 nn 为 奇数 , 则 
了 2 n 
(0) <(1),.<*…< | > > (，) (2. 66) 
利用 以 上 性 质 ,可 以 得 到 与 (4 ) 类 似 的 不 等 式 . 
注 组 合 数 (4 ) 可 以 用 Gamma 西数 Ca) 表示 为 (8 ) 一 FCE 二 人 6 一 十 5" 由 此 


启发 我 们 将 自然 数 wk 推广 到 实数 ab 当 a 之 5 一 1 时 , 可 以 定义 (6) 一 


TIT(at1) 


a n 妇 > 
去 丰 万 让 二 区 二 1 那么 ,对 于 (5 ) ,有 没有 相应 于 {& ) 的 类 似 不 等 式 ? 


五 、 .拉丁 长 方 不 等 式 


设 和 A 是 m Xz 长 方形 矩阵 ;mm 过 nS 一 {al av) 是 二 个 元 素 构成 的 集合 , 若 A 中 
的 每 一 行 都 是 S 中 元 素 的 一 个 无 重复 排列 ,而 在 A 的 每 一 列 中 ,每 个 元 素 至 多 出 现 一 次 ， 
则 称 A 是 在 集合 S 上 构造 的 一 个 拉丁 长 方 ,特别 当 m 二 n 时 ,A 称 为 n 阶 拉丁 方 ,通常 取 
S= {1,2,.,n). | 
m Xn 拉丁 长 方 的 个 数 L (m,n) 不 等 式 : 
Lmsn) 守 nl(n Oo—1)1 (nm—m+t+1)1. (2, 67) 
特别 mx 二 nn 时 ,LCn,n) 记 为 L; ,这 时 工 , 之 nl(n 一 1)1…11 
若 n 阶 拉 丁 方 A 的 第 一 行 和 第 一 列 的 元 素 都 是 按 自然 顺序 排列 的 , 则 称 A 是 标准 形 
式 或 约 化 的 (reduced) 拉丁 方 , 相 应 的 个 数 记 为 4，、 
六 (一 2)102 一 3)1 11， 
拉丁 方 在 实验 设计 申 有 重要 应 用 ， 还 可 考虑 无 穷 拉 丁 方 和 多 维 情形 的 推广 , 见 


Riordan,J,An introduction to combinatorial analysis, Wiley,1967. 


32 组 合 不 等 式 129 


六 、 分 拆 函 数 不 等 式 
将 自然 数 分 成 为 不 计 次 序 的 若干 自然 数 之 和 的 一 种 表示 法 , 即 
n= Sn, 之 nz 之 之 Nm 之 0， 


称 为 n 的 一 种 分 拆 (Partition) ,对 被 加 项 和 项 数 加 上 一 些 限 制 条 件 ,就 得 到 某 种 特殊 类 型 
的 分 拆 ,n 的 某 类 型 所 有 不 同 分 拆 个 数 , 称 为 该 类 型 的 分 拆 函 数 , 记 为 ~(?) ,通常 约定 (0) 
二 0 或 1, 不 加 限制 条 件 的 分 拆 函 数 记 为 p(n) ;将 nn 分 解 成 大 于 1 的 因子 之 积 ( 不 计 因 子 的 
顺序 ) 的 不 同 分 解 式 的 个 数 , 称 为 弱 法 分 拆 函 数 , 记 为 f(n) ,约定 f(1) 二 1. 

1. 无 限制 分 拆 函 数 p(n) 不 等 式 : 

(1) 1918 年 ,Hardy 等 证 明 存在 两 个 正常 数 ci ,cs ,使 得 


分 exp(2 Yn) < pn) 二 2exp(2 V2n). (2. 68) 
华罗庚 用 代数 方法 证 明 : 

2 一 pln) < n,n > 2). (2. 69) 
([76]215) 


1982 年 李 文 汉 用 排列 组 合 方法 ,将 (2.69) 式 右边 不 等 式 中 的 指数 3LVn] 改进 为 
2[Vnj 一 (1/2). ([345j1982,4:31 ~ 32) 用 Tauber 型 方法 、 模 函数 论 方法 及 解析 数论 方法 
等 ,可 以 得 到 p(n) 更 好 的 估计 , 见 [76] 等 . 

(2) [MCM] pnt+1)—2p00)+pn—l)>20 (>. (2.70) 

(3) Andrew 不 等 式 : 设 p(n) 表示 将 n 分 成 至 多 k 个 部 分 的 分 拆 数 , 则 

piln) nt 1)*; 


pln) pn 1) t+ pn) 十 力 (7 一 处 ). (2.71) 
2. ”乘法 分 拆 函 数 /(n) 不 等 式 :1983 年 Hughes 等 证 明 f(n) < 2zx. 
并 提出 两 个 猜想 :(1) f(x) 之 n; (2) nn 关 144 时 ,f(n) 入 nf/lnn. (2. 72) 


([305]1983 ,90:468 ~ 471) 
陈 小 夏 于 1987 ~ 1988 年 先后 证 明了 以 上 两 个 猜想 . ([334]1987,30;268 一 271. 
[333]1988,35(9). 杭州 师 院 学 报 ,1991,3:5 ~ 15)1990 年 汤 正 学 改进 了 陈 小 夏 的 结论 . 
1992 年 , 许 康 华 对 于 ”> 1 的 标准 分 解 :n 二 pp pr ,mm 之 mm 宇 … 之 ms 之 0, 证 明 
fn) Camp (B+ 1)" (B+ 2)". (2.73) 
式 中 1，,…,pr 是 不 同 的 素数 ,8 = 2a 二 ,是 满足 条 件 1 证 号 < 。 的 实数 .([344]1992. 
2)1989 年 , 草 惠 中 给 出 了 f(n) 的 均值 下 界 : 当 x 充分 大 时 


1 
fm > 5 


3. [MCMj. x 的 分 拆 中 不 同 的 加 数 的 个 数 , 称 为 该 分 拆 的 离散 度 . 用 gq(n) 表示 离散 
度 之 和 , 则 


xllnz)’ 十 0Cz(lnz)2).([340]1991,11(2) :183 ~ 187) 
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gq(n) 一 1 十 bp < Vanp n). (2. 74) 
证 “ 设 半 的 所 有 分 拆 中 ,离散 度 最 大 的 为 m, 踊 x 可 化 为 m 个 不 同 自然 数 之 和 ,于 是 
n> SA 一 部 me(m 十 1). 从 而 m’? < nqn) Cmpn) < Vanp ln). 


此 外 ,可见 专著 :Andrew G. E. ,The theory of partitions, Addison-Wesley ,1976. 
4. Bell 数 不 等 式 : 设 B, 表示 集合 X 一 {zx1，… ,zx,) 划分 为 不 相交 子 集 的 并 的 不 同方 


法 的 个 数 , 则 B, 称 为 第 个 Bell 数 . 它 的 指数 型 母 函数 是 >) 号 一 exp(e< 一 1), 它 的 递 
n=0 " 
推 式 为 Bw 一 > (”)B1, 它 还 有 表达 式 B, 一 万》 千 : 1991 年 田 正平 . 杨 炳 良 研究 了 B， 
k=0 二 1 . 
的 性 质 和 许多 不 等 式 , 例 如 : 
(1) B,n!; 
(2) 2B, 二 Ba 过 en!1, 左 边 仅 当 n 二 1 时 等 号 成 立 ，; 
(3) nn 这 3 时 ,Bm 之 3B,, 仅 当 n 二 3 时 等 号 成 立 ; 
(4) n> 5 了 时,B,, > 3B, +2(n—2)B,,; 
(5) nn 宇 7 时 ,B, 一 ea 一 2)13 
(6) nn 宇 8 时 ,Ba 二 ln 一 2)B,; 由 此 推出 B, < eln— 3)1. 


m2 
(7) BB, <en- D1 Fe: 
(杭州 师 院 学 报 ,1991,3:5 ~ 15) 
5. 在 集 {1,2,…,n} 上 的 置换 x 称 为 以 7 作为 一 个 强 固定 点 ,着 之 j 时 x(k) < 之 j， 
而 上 之 j 时 xr 和) 之 j) 设 hn) 是 在 (1,2,…,n) 上 至 少 有 一 个 强 固定 点 的 置换 的 数目 , 则 对 
于 2”>1, 有 
2(02 一 1)!1 一 (一 2)1 妥 Pa 2n—1)!1. ([305]1991,98:853) 


七 、 计数 不 等 式 


1。 Heiibron 不 等 式 : 设 平面 上 任 给 nn 个 点 Pl ,…,P, ,每 两 点 间 的 最 大 距离 与 最 小 距 
离 之 比 记 为 az, 一 inf,. 由 于 这 类 问题 有 一 定 的 难度 ,而 且 n 越 大 ,z, 就 会 越 复 杂 , 因 而 
多 次 出 现在 各 类 数学 竞赛 试题 中 ,例如 : 


(1) +4 宇 V2 (1961, 匈 牙 利 LMCM]); 
(2) ) 之 2sin54” (1985, 中 国 MCMD) 


(3) hs 宇 V3 (1964 美 国 Putnan;1985 一 1986 波兰 ); hs 之 2sin72"(1986, 中 国 ). 


(4) ”Heilbron 猜想 ;4。 之 2sin( 二 一 Er ~ 2cos 工 . (2. 75) 


1989 年 吴 报 强 利用 凸 包 理论 证 明了 上 述 猜想 ,而 且 得 到 了 一 个 更 好 的 结果 : 
车 个 点 中 有 三 点 共 线 , 则 7 之 2; 若 任意 三 点 均 不 共 线 ,它们 的 凸 包 为 上 边 形 (3 委 开 
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过 7), 则 
A, > 2sin EA 2 ( ) 
易 证 “sin 名 二 侍 高 4x > sin( 症 一 过)r, 且 仅 当 大 一半 时 等 号 成 立 ,所 以 (2. 76) 式 要 优 


于 (2.75) 式 , 由 此 推出 xz, = infhs 二 V2;zs 一 inf 一 2cos 二 , 当 n 宇 6 时 ,z, 一 infh， 


> 2cos 三 . 吴 报 强 还 进一步 所 出 猜想 :mm 一 2cos 再 ,= 一 2,z 一 (sin 容 )/sin 到 


([345]1989. 5) 
这 些 猜想 于 1996 年 被 能 研 等 证 明 .〈[348]j1996 ,8:23) 


1991 年 , 黄 鲤 颖 证 明 :” > 6 时 ,> Ye 1. 同年 王建 宇 进一步 证 明 : 


1/2 
Mn —1<z, = infl, 一 (7) 十 2 (2. 77) 


nt 


([347]1991,2) 
马 茂 年 (1991) 证 明 :zz， >> 嗓 [wz];1995 年 朱玉 杨 证 明 : 
infAg 壕 2 Y24y2— 30 V 24 V2 — 30 <esc 品 : 

V2 一 V2 


我 们 自然 要 问 :4,,z, 最 好 的 上 、 下 界 是 什么 ? 
1996 年 , 熊 斌 等 证 明 ，: 


之 9 一 


人) < 2 
并 进一步 问 :使 
全 ) ss 人 + 


成 立 的 ci 的 最 大 值 和 cz 的 最 小 值 是 什么 ? 
172 


作者 猜想 ci 的 最 大 值 为 1 一 (2 ) 一 一 0.81878… ,cs 的 最 小 值 为 0. ([348]1996， 


8:23) 
(5) “车 平 面 上 2 个 点 都 在 同一 直线 上 , 则 
> Y2t2 十 了 . (2. 79) 


6 
(6) “车 平面 上 任 给 ”个 点 中 , 任 三 点 都 能 构成 一 个 三 角形 ,每 个 三 角形 都 有 一 个 面 


积 , 其 中 最 大 面积 与 最 小 面积 之 比 记 为 . , 李 文 志 证 明 ms 之 1,ps 之 玛 W5 十 1) ,Le > 3， 
并 提出 猜想 : 若 ”个 点 中 任 三 点 都 不 共 线 , 则 
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2 


_ (2. 80) 
入 之 16log47 

而 黄 鲤 颖 证 明 
各 之 如 一 六 ， (n > 6). (2. 81) 


([99]15:45 ~ 62 和 [348]1994,11:;40) 

我 们 还 可 以 进一步 问 : 若 给 定 的 ”个 点 ,不 是 共 面 ,而 是 分 布 在 3 维 空间 中 ,相应 的 
,zu 的 最 优 上 下 界 是 什么 ? 

(7) ”三 维 空间 Rs 中 任 给 2 个 不 同 点 ,其 中 每 4 点 不 共 面 ,以 这 些 点 为 顶点 的 四 面体 
的 最 大 与 最 小 体积 之 比 记 为 ww, 已 知 2z 之 4 时 ， 


a “二 ( 黄 鲁 颖 ). (2. 82) 


问 :o 的 下 确 界 的 估计 式 是 什么 ? 
2. 三 角形 计数 不 等 式 ; 设 平面 上 的 条 直线 (n 宇 4) 两 两 相交 ,三 三 不 共 点 ;它们 把 
平面 分 为 不 重 迭 的 区 域 ,将 其 中 的 三 角形 区 域 数 记 为 P,(3), 则 


P,(3) 之 于 (一 1 (2. 83) 
若 将 上 述 “ 三 三 不 共 点 ” 改 为 “没有 任何 ”一 1 条 直线 共 点 ”, 则 
PC3) < Fnn—1). (2.84) 


([34133 一 34) 
1972 年 ,Griinbaum,B. 猜想 ; 当 n 之 16 时 (2.84) 式 可 改进 为 


P, (3) 过 nn—1). (2. 85) 
1980 年 ,Purdy,G. 证 明 : 
P, (3) 之 让 "(4 一 DD 十 寺 . (2. 86) 


(308]11980 ,79(17:77 ~ 81) 

我 们 进一步 问 :P,(3) 的 最 优 上 下 界 是 什么 ?对 于 P, (4) 等 类 似 问题 ,有 什么 结果 ? 

3. [MCM ] 给 定 平面 上 7 个 点 Pi ,Pi,…,P,(n 之 3) ,线段 pjpi(i 关中 最 小 值 为 
ro, 值 7 出现 的 次 数 为 g (7), 则 

(1) g(ro) 二 3n—6; (2. 87) 

(2) g(r7) < ne. (2. 88) 

提示 :用 数学 归纳 法 :n 二 3 时 ,g(ro) 这 3, 若 (1) 对 nn 之 3 成 立 , 则 对 x 十 1 个 点 ,其 中 
设 Pi 是 凸 包 的 顶点 ,Pw 至 多 引出 3 条 长 为 ro 的 线段 ,去 掉 Pr 后 ,由 归纳 假设 ,至 多 
有 3n 一 6 条 长 为 ro 的 线段 ,于 是 ,这 十 1 个 点 所 成 线段 中 ， 

g(ro) (3n—6)++3= 3(n++1)—6. 

(3) ”对 每 点 Ps 作 以 > 为 半径 ,Pi 为 圆心 的 圆 , 设 在 该 圆周 上 有 mi 个 已 知 点 , 则 
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gm) 一 二 总- 再 考虑 以 已 知 点 为 两 个 端点 的 线段 ,总 数 为 () 条 ,其 中 为 所 作 贺 的 半 
径 及 弦 的 至 少 有 Fn) 条 ,此 处 

fln) = Dm + > (2)- (2) 
于 是 /(w) < (2 ) ,由 此 可 得 (2. 88) 式 . 


4， [MCM], 设 平面 上 及 条 不 同 直 线 和 个 不 同 的 点 ,使 得 每 条 直线 上 恰 有 个 
点 , 则 


一 于 十 \ (2. 89) 


(数学 教学 ,1991,4) 
5.。 [IMO. 30] 设 S 是 平面 上 n 个 点 的 集合 , 若 对 S 中 每 点 P,S 中 至 少 存 在 个 点 与 


P 距离 相等 , 则 之 去 十 Vn. 
( 注 ” 原 题 中 还 加 上 “S 中 任何 三 点 不 共 线 ”的 条 件 ,我 们 去 掉 了 这 个 多 余 的 条 件 ) 
证 ”以 S 中 的 两 个 点 为 端点 的 线段 称 为 “好 线段 ”. 好 线段 的 条 数 为 (2 , 另 一 方面 ， 


以 S 中 任 一 点 P 为 圆心 ,可 作 一 圆 , 圆 上 至 少 有 & 个 S 中 的 点 ,从 而 该 贺 至 少 有 (。 ) 条 弦 是 
好 线段 ,这 样 的 圆 可 作 个 ,由 于 每 两 个 贺 至 多 有 一 条 公共 弦 , 所 以 ,n 个 加 至 多 有 (2 ) 条 
公共 弦 ( 重 数 计算 在 内 )， 从 而 至 少 有 gCn) 一 (2) 一 (2) 条 驼 是 好 线段 ， 因此 


g(n) < (2) ,由 此 推出 之 到 + V 于 二 (7747.([38]1527) 


6. LMCMJ. 平 面 上 ”条 直线 (之 2) 将 平面 分 成 若干 个 区 域 ,将 其 中 某 些 区 域 涂 上 
颜色 ,并 使 任何 两 个 着 色 区 域 没 有 公共 边 ( 车 两 个 区 域 只 有 一 个 公共 点 , 则 不 算 有 公共 


边 ), 则 着 色 区 域 数 目 不 超 过 地 z(n 十 1). 


7. 平面 上 有 ?条 直线 工 ，…，,L,(24) ,其 中 任意 两 条 都 相交 ,任意 三 条 不 共 点 , 它 
们 将 平面 分 成 不 相 重 合 的 区 域 ,其 中 三 角形 区 域 的 全 体 记 为 B, , 则 B, 的 个 数 为 


g(n) > 人 Cn 一 1). (提示 :利用 最 小 数 原理 ). 


8. 平面 上 有 ?2 个 点 (2 之 5) ,任意 三 点 不 共 线 ,从 中 取 4 点 ,使 得 以 它们 为 顶点 可 作 
凸 四 边 形 ,这 种 取 法 全 体 记 为 A, , 则 A, 的 个 数 为 


h(n) > (2) (2. 90) 


提示 : 先 证 4(5) 之 1, 当 n 之 6 时 ,每 5 点 为 一 组 ,共有 (5 ) 组 ,每 组 有 一 个 凸 四 边 形 ， 
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但 每 个 凸 四 边 形 至 多 被 重复 计算 ”一 4 次 ,由 此 推出 (2. 90)， 
9. [MCM]. 设 fG,k) 是 平面 上 格 点 的 集合 (1 委 j 委 m1 委 有 委 间 , 它 不 含 相 邻 元 
素 的 子 集 的 个 数 记 为 gCm,n). 即 这 种 子 集 不 含 同 时 含有 两 个 满足 
| Ji — kl | 十 | J2 —k; | 一 1 的 有 序 对 (i ,1 > ， (72 ,到 ) , 则 
{gm,2k)}’ < gm,2k— 1)gCm,2k 1). 
证 明 见 [348]1989,5;38. 


10， 设 NGm) 表示 自然 数 必 作为 二 项 式 系数 (”) 形 式 出 现 的 次 数 . 例如 NC1) 一 


co,N(2) 二 1,N(3) = N(4) 二 N(5) 二 2,n(6) 二 3, 等 等 . 则 当 m > 1, 有 
N(m) 2 2logsm.. 


§3 数论 不 等 式 
1. ”素数 不 等 式 : 设 {p,} 是 由 小 到 大 排列 的 素数 序列 , 表示 素数 , 则 
(1) pp, < 到 22. . (3.1) 
提示 :用 数学 归纳 法 . 
(2) prz 所 27” 十 1， | (3. 2) 
(3) ”存在 两 个 正常 数 cl ,cs ,使 得 
cinlnn < pp, < canlnn. (L761107) (3. 3) 
(4) z>1 时 ,5 <2nr 和 5 np > lnz 一 1 一 也， (3.4) 
< 力 sp—1 z 
而 当 1 <y 生 xz 时 , 5) 上 <2 4922.([89]19) (3.5) 
yz p lny 

(5) ”车 之 1, 则 存在 正常 数 c, 使 得 

2 mz|< c.《[76]103 ~ 105) (3.6) 

pT 
(6) 设 复数 = 的 实 部 Rez 一 a > 0, 则 

1 _l1 | z | 

oy: FI< BD (3.7) 
([89]40) 
(7) 设 a>1 ; 则 

和 nd 一 二 ) 十 飞 二 | 过 六 本; (3. 8) 

p<N p p<Np n=1 7 

vl vl SE 
2 (3.9) 


(Korner T. W. ,Fourier analysis, Cambridge, 1988 ,526) 
2. 设 x(zx) 表示 不 超过 xz 的 素数 p 的 个 数 , 即 r(z) 一 2711,.r(z) 一 让 的 上 界 信 
por 
计 仍 是 当代 数论 的 难题 之 一 , 现在 只 知 , 若 Riemann 猜想 成 立 , 则 
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A(x) 一 liz 十 o(CzVzlnz)， 


= 区 (2 一 1)1z zx 
式 中 liz = jE 这 一 二 十 CR 二 OU ) 
i > 149,， 
,n> 67, 
(1) xn) >/lnn—(/2)” 二 (3, 10) 
2n 
3Inn’ 1 之 200，; 
nln2 nin64 . . 
(2) ho y < 2n n) < Tn (3. 11) 
(3) r(27z) — rn) < nk) (I) (3. 12) 
nn 
(4) 令 gl(n) = 一 天 (22) 一 x(n), 则 
2n 
nr Co | < 2 (3. 13) 
n 
(5) n 守 859 时 ,x(x(n)) > Vn. (L305]1990,97E3385) (3.14) 
(6) [MCMJ. 设 a 1, 则 logsn 之 (log,2)x(Cn). (3. 15) 


特别 , 取 a 二 10, 得 到 lgn 守 (lg2)xCn). 
证 记 上 二 x(n) ,对 于 给 定 的 n, 它 的 个 不 同 的 素 因 数 记 为 p1,ps,…,pi;, 且 
n= TTa. 令 9 一 Se ,因为 Vp; 宇 2, 所 以 4n 宕 2 之 ,由 此 得 出 (3.15) 式 . 


j=1 


(7) ”Chebyshev 不 等 式 :存在 两 个 正常 数 c ,cs ,使 得 c 之 1 过 cs, 且 


C1 让 < r(Cz) < cs 让 (3. 16) 

实际 上 ci: 之 ln2 ,cz 委 2ln2. Chebyshev 还 证 明 ,存在 zo ,使 得 xz 之 zo 时， 
ci 二 0.92129… ,cs 二 1.10555…, 更 确切 地 说 , 设 

liminf Es = ,limsup cE 二 42, 则 

a<a<l<a Hae. (3. 17) 
用 积分 方法 , 易 证 

(i <) < 12(2). (3. 18) 
(8) ”Rosser 不 等 式 ; 当 17 过 zx 之 ew,x 之 er 时 ,有 
Ex) < (3. 19) 
而 当 z 之 55 时 ,有 

< rz) < 。 (3. 20) 


FT Inz—4 
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(L318J1939,45(2):21 ~ 44) 


(9) x(zx) = liz OCx exp( 一 c Vinz)). 
对 任意 小 的 a > 0 和 任意 大 的 m, 成 立 Chebyshev 不 等 式 : 
lix—ar(lnr) ™ < rz) < liz+ar (nr)”. (3. 21) 
(lvic, A, ,The Riemann-zeta function. Wiley, 1985) 
(10) zz 汪 9 时 ,x(x) < 委 z/2. 由 此 推出 x(C2 生 1) 之 24. 


(11) 记 S, 一 > 元 , 则 当 z 之 2 时 ,二 去 x(m 宁 6 (3. 22) 


以 上 不 等 式 见 L76494 ~ 99. 
(12〉 由 遍历 全 部 素数 寡 加 的 和 式 
4%z) 一 >)lnb， (3. 23) 


称 为 Chebyshev 函数 ， 由 于 y(z) 的 最 佳 副 近 就 是 x 本 身 , 所 以 ,在 研究 素数 分 布 时 用 y(x) 
比 x(x) 更 方便 . 若 a = ln(2'%231535W530W%), 则 当 xz 守 1 时 ， 


.51 6 2 .5 
ax Flnz 1 < yr) < az + Gln7) 十 Tlnr 十 |， (3. 24) 


(Ivic, A. ,Zhe Riemann zeta function, Wiley,1985) 

利用 g(x) 志 zzynx 和 y(x) 守 a{fx(7X) 一 x)lnzx (0<a 女 1,z>>1) ,得 到 y(x) 
~ Xx-> 00). | 

3， Euler 函数 不 等 式 : 小 于 n 且 与 a 互 素 的 正 整 数 的 个 数 , 称 为 Euler 函数 , 记 为 
2072) ,在 推导 pln) 不 等 式 时 ,要 注意 利用 它 的 基本 性 质 , 例 如 p(n) 是 积 性 的 ， 即 (1) 一 
1, 若 m,n 互 素 ， 则 9p(zaz ) 一 = plm) pn) .9.0 一 一 23 若 ?一 I ; 式 中 ,pi :pos ,pp 
为 互 异 素 数 ( 称 为 n 的 标准 分 解 ) , 则 

pn) =*] (1 一夫)= TT pr —pe (3. 25) 
特别 地 ,zp 为 素数 时 pg(p) = 一声 一 1， 9p( 因 ) 一 加 一 加 
(1) nn 之 3 时 ,存在 正常 数 a, 使 得 


nm 
a* Jn Inn < 委 pn) < n, (3. 26) 
(2) liminfp(z) 一 一 In 于 二 e '.( 式 中 为 Euler 常数 ) ， (3. 27) 
(3) DJpln) = x 十 OCzlnx). (参看 [761]、L89] 与 [102]) (3. 28) 
4. ”除数 函数 不 等 式 :n 的 各 因子 之 a 次 短 的 和 , 郧 
oa) = Da’, (3. 29) 


dln 


称 为 除数 函数 ,其 中 a 为 实数 (复数 ). 特别 a = 0 时 ,oo Cn) 常 记 为 Q(x) 或 r(xm), 即 d(n) 一 
1, 它 表示 7 的 正 因子 个 数 ;而 a = 1 时 ,oi(n) 常 记 为 oln), 它 表示 nn 的 正 因 子 之 和 . 若 


dln 
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六 为 素数 , 则 
en —1 0 
ap) 一 加 一 1 “7 (3. 30) 
1 十 二 ， 一 0, 
对 于 好 的 标准 分 解 : 设 pis pm 为 互 异 素数 ,有 
n= | pz ( 当 p 过 pr 过 之 pr 时 ,mw 过 殉 3 (3.31) 
k=1 
dln) = [I Cn +1), (3. 32) 
去 一 1 
站 大 ”一 1 
oln) lI 1 (3. 33) 
(1) Ye 半 0,n > mw(e) ;下 式 成 立 
dln) < exp{ (1 +e)ln2 a), (3. 34) 
lInlnn 
另 一 方面 ， Ye 汪 0,3n>0, 使 得 
dn) > exp{ (1 — eln2 ina ); (3. 35) 
Inlnn 
(2) Dirichlet 渐 近 式 :DCz) 二 dm = zlinz 十 (2c 一 1D)z 十 ACz)， (3.36) 
nr 
式 中 zx) = OCYX). 但 A(lzx) 真正 的 阶 还 不 知道 . 
(3) Dd) = nllnn 十 2c 一 1) 十 O(Va) , 式 中 为 Euler 常数 ， (3. 37) 
k=1 
(4) om) 守 3) 士 , 式 中 一 澡 ! 
n = 民 9 让 


k=:1 


提示 :将 nn 的 因子 按 递增 次 序 a， 一 1,4d4 ,dn 一 ,于 是 了 ,了 ，…， 了 -是 同样 的 因子 


序列 ,但 次 序 相反 ,它们 的 和 相同 ,所 以 ， 


(n) 1 
(n) 一 2》) 站， 见于 = >， 了 了 . 
2 各 ! n DD 


猜想 :ToLp(n)] 之 


《5) 


存在 无 穷 多 个 n, 使 得 1 过 有 二 nn 时 ,下 式 成 立 


oCn) ~ oC(k) . 
n k 


车 Vk 二,(3.39) 式 成 立 , 则 称 ”为 过 剩 数 ， 


(6) 


证 


LMCU]. 二 < pn)oln) < 天. 
由 1 的 标准 分 解 (3. 31) 和 (3. 33) 式 , 有 


oO = 开 G 二 + 名 十 十 语 ) 一 2 二 过 十 …… 十 二 )， 
=1 k=1 pr pr 


了 
1 


〈3. 


〈3. 


〈3. 


(3, 


38) 


39) 


40) 


41) 


138 第 二 章 ”数论 与 组 合 不 等 式 


于 是 从 (3.41) 和 (3. 25) 式 , 有 
pon) = mw [Il ptt < 和， 
k=] 
另 一 方面 ， 


1 1 lr 1 1 .3.8.0_ ("dr 1 
-a > > 9 | 2) 记 


天 一 1 天 一 3 


于 是 ,p(acCa) 之 只 [1 一 4)> 3 


ii pt 
注 ”gln)oln) 的 下 界 可 改进 为 6(E), ([102]) 
(7) dlmn) 委 d(m)d(n). 
(8) Polya 不 等 式 : 令 f.(n) 一 Pa.t) = p15 


tCz) 一 > 去 为 Riemann zeta 函数 . 则 当 a 汪 1 时 ,有 


fa) _ tlat 1) 二 25Ca) 一 1 
n a 十 1 n 


提示 :因为 > 1 时,g(z) 一 [二 ]z* 为 [0,1] 上 有 界 变 差 函 数 ,而 且 


二 
下 


co 二 D| gz)dz = >#| 


i 
有 


(3. 42) 
(3.43) 


(3. 44) 


(a 十 1)xdz 二 Yla 十 1) ,而 g 的 全 变 差 Vi(g) = {g(1) 


一 g( 记 十 0)) 十 {g( 训 一 0) 一 g( 吝 十 0)) 十 {g( 计 一 0) 一 g( 寺 十 0)) 十 二 (1* 一 2) 


十 2 十 2(2 一 3 ) 十 3" 十 … 一 285(a) 一 1. 再 利用 


n 


1 
seoaz- 二 Dat) | 三 二 Vi(g). (第 13 章 No.41(2) 和 [56]Vol 1:58,258) 


£=1 


(9) Riemann 假设 (猜想 ) 是 指 Riemann zeta 函数 
£5(s) 一 yo 
的 非 实 零点 都 在 直线 RCs) 一 闻 上 . 


Riemann 假设 成 立 与 以 下 三 个 不 等 式 成 立 均等 价 ; 
1 


QD oln) 过 日 ,十 exp(HH,)logH,, 式 中 H, = 2) 去 : 
k=1 


@ ol(n) 二 enloglogn, Yn 这 5041,7Y 为 Euler 常数 ， 
® |xr(z) 一 liz | 过 CP,e > 0,r>0). 
([305]109(6)(2002) ,534 ~ 543) 
5. Moébius 函数 不 等 式 : 
1， 若 n = 1， 
Cn) 二 /J (一 1)*， 上 为 n 的 素 因子 个 数 ， 
0， 2 有 素数 的 平方 因子 . 


(3.45) 
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称 为 M6bius 函数 ,y(n) 在 数论 .代数 .组 合 数学 等 领域 中 都 有 重要 应 用 . 


1， -二 二 1， 
Dd) = 人 (3. 46) 
dln 0， 右 兄 二 1. 


车 (m,k) 二 n, 由 于 了 iu(d) = 1 或 0 可 判别 m,k 是 否 互 素 . 当 Rea > 1 时， 
diln 


| 


Co) 
(1) 设 区 之 1 , 则 
p> 2 |< 1 (3. 47) 
lk 
《证明 见 [76j]120) 
(2) 二 | Dy lk) < exp{— allnx)’s (lninz)-15)， (3. 48) 


kT 


式 中 a 为 常数 ,由 它 可 推出 自然 数列 中 素数 分 布 的 渐 近 规律 ， 
(3) ”猜想 :存在 常数 c 与 正常 数 e ,使 得 


ACER) SC ni. (3. 49) 
k=] 


猜想 (3. 49) 式 与 著名 的 Riemann 猜想 等 价 . ([305]1981,88;311 ~ 320) 
6.、 [MCU]J. 设 oln) 是 的 最 大 奇 因子 , 则 对 于 所 有 ”有 


9 ok) 2n 
EE & 3 


1. (3. 50) 


k 

0 < F(n) < 2/3. (3. 51) 

事实 上 ,F(1) 二 5S(1) 一 2/3 = 一 1/3,(3.51) 式 成 立 , 设 < 妇 & 时 ,(3.51) 式 成 立 ;0 二 F(&) 

一 2/3. 利用 关系 式 :o(2m 十 1) = 2m 十 1,c《2m) 二 olm) ,将 SCn) 的 和 式 按 项 的 奇偶 性 分 
部 相 加 得 


SC2n) = 2 + sm) tn 
m=1 更 一 1 


提示 : 令 S(n) 二 》 2 如，F(n) 一 S(n) 一 273. 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
k=1 


2m—1 
从 而 FC2n) 一 字 F(n) ,F(2n 十 1) = F(2n) 十 村. 于 是 
ll_ lirik,,l 冯 
F(CA) 十 可 一 可 FF() 十 襄 ， 若 & 为 偶数 ， 


FE 十 1) = 
序 F( 六 二 )， 若 有 为 奇数 . 


由 归纳 假定 即 知 ”0 二 FC 十 1) < 2/3. 因 此 (3.51) 式 对 所 有 均 成 立 . 
注 (3.51) 式 比 (3.50) 式 更 为 精确 . 


7. “大 筛 法 不 等 式 : 设 ni,…n,, 是 不 大 于 NN 的 正 整 数列 ,素数 p 过 VN,l 为 余数 ， 
0 忒 1 之 pp 一 1. 设 
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QPpD)= > 1 (3. 52) 
ni modp) 
六 
则 存在 正常 数 ,使 得 
pl 
>) [221 (QP) 一 于 )? < cNm. (3. 53) 
p<V/N: 生 1 2 


(Bombieri. E. ,1965) 
8. ”数列 密度 不 等 式 :数列 的 密度 gd(A) 是 全 体 自然 数组 成 的 数列 中 属于 给 定 的 由 
整数 ao = 二 0 二 1 二 ai 二 as 二 … 二 as 组 成 的 数列 A = (人 as) 的 那 一 部 分 的 测度 , 即 


4d(A) 一 inf 人 9 (其 中 4 一 DD. (3. 54) 
l&a, En 
(1) Shnirelman 不 等 式 : 
ad(A++B) 守 dA)+a(B) md(A)dB), (3.55) 
(2) ”Mann-Dyson 不 等 式 ， 
d(ATB) > min{d(A)+ qd(B),1}. (3.56) 


(Ostmann, H. H. ,Additive Zahlentheorie, Springer, 1956) 
9. ”高 斯 函数 [zj 不 等 式 : 设 x 为 任 一 实数 ,2Z 为 整数 集 ,Lzx] 一 max{n:n 志 ,nn E€ 
Z} 表示 不 大 于 的 最 大 整数 , 称 为 高 斯 孙 数 , 即 z 的 整数 部 分 . {x} 二 x 一 Lz] 称 为 x 的 小 
数 部 分 . 
在 推导 Lxj 的 不 等 式 时 ,要 注意 有 关 等 式 , 例 如 nn € Z 时 ， 
[ [x] 一 1, 若 x 不 是 整数 ， 


一 一 1 一 ; 
_[zJ， 车 z 为 整数 ， | 开 ) (7) 


[= [tl te C3.57) 

S [z+] = [nx]. (3. 58) 
(1) [zj 是 zz 的 递增 函数 , 即 T1 < 2 时 Lzi] < [zs]. 

(2) zz 一 1 天 Lz 入 过 一 [zx 十 10 过 (z) 一 1 (3. 59) 
(3) [zj] = 0SG0 达 z+ 二 1; 若 [zx] 二 [yj; 则 | x 一 y | 二 1. 

(4) [oz 十 [中 委 [zz 十 姑 委 [zc 十 [十 1 (3. 60) 

pi (3.61) 

特别 : nLzx] < [az]. (3. 62) 

(5) [zj—[yj—1l1<<[lz—yj<[Lz]— Ly]. (3. 63) 

(6) {zy} {r+ {y}. (3.64) 

(Fac DLV lt Sxl. (3. 65) 


特别 : [nzj 十 Lnyj] 写 (nn 一 1)[x 十 yj 十 [zj 十 [yj. 
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六 [oz 之 [yzd+c 一 DAy[zi]. (3. 66) 
(8) 当 1 和 2 委 5 时 ， 
[nzj 二 [nyj] 守 [zj 十 [yj 十 [x 一 2)zx 十 yj 十 [zz 十 (rn 一 2)y]. (3. 67) 
当 n 实 6 时 ,上 式 不 成 立 . 特别 n 二 5 时 得 到 ， 
[5x] 十 [5yj] 守 [3x 十 yj 十 [3y 十 xj] 十 [zj 十 [yj. (3. 68) 


(3. 68) 式 是 下 述 [MCM 1] 的 改进 : 
[5xzj 十 [5y] 实 [3zx 十 有 蔬 十 [3y 十 xz]. 
( 张 宁 生 等 ,北京 师 院 学 报 ,1992,3:82 ~ 87 和 [38]579 ~ 580) 


(9) ”车 z,y 之 0, 则 [zj[yj 委 [zy]. (3. 69) 
(10) 车 x 宇 1,y 0, 则 

> 1 Ly 

[2 < 2 (3.70) 


[yj = [zxj]=[(z] 二 +{z})) (zjt+{z}) 1 = [LzjLzj+[Lzj{z}+{z}[Lzj+{z}{zr}]. 
由 于 zz 守 13y 之 0,z 之 0, 所 以, [zj{zx) 十 {z}[zxj 十 {z}{zx} 实 0, 从 而 [yj] = [zzr] 
宇 [Lzj[zxjj] = [zj[Lzxj]. 由 此 得 出 (3. 69). 

(11) 设 z>0, 则 

Fe Sala], ca.7D 


0 所 [Laz] 一 2Lz 委 2 一 1 (3.72) 
证 “因为 0 过 {zx} 二 1, 对 给 定 的 ,总 存在 自然 数 &,1 过 k 过 n, 使 得 
全 < {zx} 之 和 .从 而 [n{z)] 二 一 1, 于 是 ， 


n 
[nzx] 三 [2z[z] 二 az 一 zz 二 [Latz) 二 nL[zj 二 一 1 过 nn[xj 十 nn 一 1, 此 即 (3.72) 
式 右 边 不 等 式 ,由 (3. 62) 式 知 , (3.72) 式 左 边 不 等 式 对 所 有 实数 成立， 


G2) [MCM]. 2 Ue] < [nr] (3.73) 


证 ”用 数学 归纳 法 , 当 n = 一 1,2 时 ,(3.73) 式 显然 成 立 , 设 (3.73) 式 对 m 志 nn 一 1 均 
成 立 , 令 
f= 了 和 ], 则 fn) = fn 一 DD 十 Pe], 即 


nf (n)—nfl(n—1) = [nxj. (3.74) 
从 而 


(xa— Dfln—D)—n— fn—2) 一 [Ga 一 1)z]， 
2fC2) 一 27(01) = [2zx],f(1) = [xz]. 
将 以 上 各 式 相 加 得 
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六 一 n 
nf (Oo 一 > FE) = DLkzd. (3.75) 
k=1 k=1 
由 归纳 假设 ,flm) 志 [mzxlj],l 过 m 志 nn 一 1. (3.76) 


nl] n 
于 是 nf (67) 委 2)[mz] 十 >)[Rz]< 委 n[zz]. 即 Fo 过 [nzJ. 证 毕 ， 
m=1 k=1 
(13) zxz>>0 时 ,n[z] 之 Lz] (3.77) 
k=1 
(14) 设 z 之 0 过 mn 之 mh 芝 I 之 k 十 1 著 k 十 于 一 之 工 之 十 -时 二; 则 


n 


oh m m 
大 大 十 二 二 了 信之 8 十 寺 : 则 


n 
Laz]< nt Dz. (3.79) 


( 董 义 宏 ,数学 教学 研究 ,1998,2:42 ~ 43) 
(15) 设 mmz 为 整数 , 且 n 二 0, 则 


0 nF} Sn—l. (3. 80) 


(16) 设 Fa) 一 V22 一 [V2 人 ,> 盖 2>1, 则 


工 
| fm) 一 fn) (> Ta (3.81) 


(17) Vinogradov 不 等 式 : 设 / 在 [a,b5] 上 有 二 阶 连续 导数 , 且 满 足 


1 | rz) <gp>2 Ee N). 则 


p 
Df) Hoa | Eapt ep (3. 82) 
友和 2 pp 

(证 明 见 [76]147) 


10. 设 fln) 是 定义 于 自然 数 集 N 上 的 复 值 浮 数 , 对 于 固定 的 kk, 当 n = n; (mod k) 


十 
时 ,Fa ) 一 f(z), | 了 (nr) | 声 1, 而 当 (rn,k) 汪 > 1 时 ,fln) 一 0，> fn) 一 0, 则 
n=1 


[B700/n|< Iog #1. (3. 83) 
《证 明 见 L771]47) 
11.， 设 庙 过 nn 过 … 过 nn 之 2k, 其 中 任意 两 个 自然 数 的 最 小 公 售 数 大 于 2k, 则 
7 全 [2R7/3] 


证 明 ; 用 反 证 法 , 设 nn 过 [28/31, 则 3ni 雪 28. 考 虑 2m ,3m 2 这 有 十 1 个 整数 
的 集合 ,没有 一 个 能 被 另 一 个 整除 ,这 是 不 可 能 的 . 证 毕 ， 
12. 设 w 二 nn 过 12 之 和 之 ns [ng ,7 表示 自然 数 nn ?3777 的 最 小 公 倍 数 , 则 
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m 


1 


k=1 Ln 1974 | 
提示 :用 数学 归纳 法 直接 证 S。 过 1 一 2” 是 很 困难 的 . 用 “加 强 命题 ”技巧 ,再 用 数学 
归纳 法 易 证 S。< 扫 n!'(l—2"). 事实 上 , 当 mm 二 1 时 ， 由 mx < 7 得 [no ,nj 之 47o， 即 
1 1 1 

0 


SS» = 1—2™, (3.84) 


Lo ,7 | ~ 2no ?20 2 
1 1 
mil 二 十 
+1 一 [no sn Nl 
当 ni 守 2no 时 ,从 [no ,ni1j」 宇 2 知 


Sti EA 1 十 1 (1 1 ) 一 


2no 2no 2™ no 
当 ni < 2no 时 , 设 no » 11 的 最 大 公约 数 为 d， 即 no 一 pd ,ni 一 dd ， 其 中 p,q 为 互 素 的 
自然 数 , 且 [nm ] = pqd. 又 由 于 nw 过 加 过 2m, 故 "tS gq = 2p. mm 


) 若 Ss 过 (一 2”)nmo! 成 立 , 则 


S {1—2™); 


(1 2 一 CD ) 


| -mm 1 (Cort-1) 一 一 Om _ .OCUmntly 
Fo wn] | zl 2™) zt! 2 ]= 十 矶 ll 2 ”*)C— 0 2 ] 
1 l+p—g | gpm 
<< 0， 
at pq pa ] 


于 是 So 声 (1/zo)L1 一 2 证 毕 ， 
13.” [MCM]. 设 和 个 自然 数 mG 委 有 & 委 辣 ,天 过 3) 排 成 一 图 时 ,间隔 相 邻 的 两 数 之 
和 与 中 间 数 之 比 fk) 一 (ng 二 ner2) /ne 和 区 


m < >) FE) 去 3m， (3. 85) 
&=1 
式 中 nmt; = Rj» 一 1,2. 提示 :用 数学 归纳 法 . 
14。 ”Fibonacci 数列 不 等 式 : 若 数列 { 忆 , ) 满足 已 一 Fs 二 1,F, 一 Fi 十 PF, 2(n 之 3) 
时 称 为 Fibonacci 数列 , 它 的 基本 性 质 有 : 


(1) 已 = (人 (3. 86) 
(2) Dr — Fl > DF m1— Fi. (3. 87) 
(3) DF = F,,; Dr = F 一 1. (3. 88) 
(4) Dr = FPF. (3. 89) 
(5) {FF,) 的 母 函数 是 Gx) 一 了 一 一 一 5 一 DF". (3. 90) 
(6) Fn 过 DF, Fn. (3. 91) 
(7) (SE 一 局 一 (: = (3. 92) 


证 ”利用 (3. 86) 式 . 
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因为 lm 天 :一 1 所 以 是 尼 的 最 佳 通 近 分 数 ， 


co 


(8) Shapiro 不 等 式 : 
FPF, < Fny Fr < Fm. (3, 93) 
提示 : 先 证 明 Fr 二 FF ti + Fr F,. 


(9) ”车 在 十 进 制 记 数 下 ,FF 的 位 数 为 N (7m), 则 当 n 之 17 时 ,二 NW 去 


|S 


(10) 沁 攻 <2 


k=1 


注 为 整数 序列 {L,) 满足 :Li 二 1,Lz 一 2, 上 ， Li 十 Lz ;Cn 这 3), 则 称 {L,) 为 
Lucas RE 


(11) 1 十 = zt < Ly. (3. 94) 


(12) ” 当 为 奇数 时 ,下 式 成 立 
arccotL,) < arccotL, + arccotLar1. ([34512003,5:47 ~ 48) 
{F,)、{L,) 都 可 看 成 二 阶 循环 级 数 &4, 一 ar-: 十 am: 的 特例 , 详 兄 周 持 中 的 专著 “ 斐 波 
那 契 一 卢 卡 斯 序列 及 其 应 用 ”, 湖 南 科 学 技术 出 版 社 ,1993. 
(13)” 若 {F,) 中 取 F 二 0,Fi 一 1,{L,}) 中 取 L 二 2,Li 一 1, 它 们 都 满足 循环 关系 : 
Qn 一 Qn 十 ar-? , 则 : 


@ 了 (CRF 直 十 十 ) 入 2 一 下 二 ,@ 1 十 钙 入 去 (Le 机 十 Po 遍 ) 和 1 十 证, 式 中 


< 一 去 (1 + V5. ([305]116(10) (2009) E11339) 


15.” 连 分 数 不 等 式 : 设 a4 为 实数 , 则 


1 


Qi 十 (3. 95) 


Qaz 十 


1 


称 为 有 限 连 分 数 , 记 为 [Lal 》 人 2 9 ,ar 特别 当 al 为 整数 ,as 9 为 正 整 数 时 , (3. 95) 式 
称 为 简单 连 分 数 ,(3. 95) 式 中 的 a 也 可 推广 到 复数 或 一 般 的 函数 . 


[a ya oat] = e (1 之 之 nn) 称 为 (3.95) 的 第 个 渐 近 分 数 .于 是 


一 般 地 ,p,,g, 满足 递 推 关 系 : 
pi 一 aql = 1,ps = a 十 1 ,qs 一 Co 
《3. 96) 
pr = arprni tT prez, Ge 一 GhQA-l 十 ge-z， 
每 个 有 限 简 单 连 分 数 都 表示 一 个 有 理 数 ,而 每 个 无 限 简 单 连 分 数 表示 一 个 实数 . 


(1) ”简单 连 分 数 的 渐 近 分 数 的 分 母 g, 是 递增 的 , 即 1 一 @ 委 风 二 …, 而 且 当 “> 2 时 ， 
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qs 这 Ce (3.97) 
(2) “任意 连 分 数 的 渐 近 分 数 必 满足 : 
锯 一 甸 二 在 一 … 一 鱼 一 鱼 一 妊 . (3. 98) 
di gd3 qs gs qd4 g2 
即 za 3 P21 一 DP2r 一 D2e-2 ;而 且 
G2k—3 G24—1 d 2k 2k—2 
Pa _ Parl 1 过 1 (3. 99) 
< 2 Gee-l gziqzr1 (28 一 1)(28 一 2) “ 
(3) 设 vc 为 无 理 数 , 则 
1 一 “一 各 |< 1 i, (3. 100) 
2qrri qrtz dn dnd ntl Gnt1 
事实 上 ,他 是 a 的 最 佳 远 近 , 即 车 0 二 g 过 41, 太 郑 名, 则 
< 一刀 < < 一 之 |. 
好， g 
rs 3 22 333 355 103993 ... 
例如 圆周 率 x 的 前 几 | 渐 近 分 数 为 1 9 7 "106?113， 33102 9 
355 1 1 
TT13 = 113 又 33102 ~ 105 
设 名 ,人 分 别 是 实数 a 的 连 分 数 展开 式 中 第 个 和 n 十 1 个 渐 近 分 数 , 则 
@ pn pa 十 prt1 Pr 一 1 
gan Ga 十 gil qn qa(qn 十 grh) 
注 ” 连 分 数 的 一 般 形式 是 
| Ul Ql U2 U3 。 
fm a 名 一下 王政 下 页 二 
-及 十 
、 AQ dl Ca .Qnr 
有 限 连 分 数 六 一 全 一 和 十 到 5 一 外. 
若 Vaisbs > 0, 风 fo, < ja 到 .js < fon. (L101]19) 
(4) ” Dirichlet 不 等 式 : 对 任意 实数 a 和 8 > 1, 必 存在 有 理 数 p/q, 使 得 
a 一 下 < 1<8 : z (3. 101) 
(5)” Hurwitz 不等式 :对 任意 实数 a, 必 存在 无 限 多 个 有 理 数 p/g, 使 得 
_b 1 
a g ~ fr (3. 102) 
式 中 V5 是 最 佳 常数 . 


(3. 101) 式 和 (3. 102) 式 均 可 用 连 分 数理 论证 明 , 华 罗 庚 在 [76]143 ~ 145 中 用 级 
Farey 序列 的 性 质证 明 ; 还 可 用 抽 屡 原理 证 明 : 考 虑 g 十 1 个 实数 B= 二 ka 一 [haj,0 声 & 
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<g, 它们 分 布 在 半 开 区 间 [ 各 ,一 ) 内 ,0 过 上 之 g 一 1, 这 g 个 区 间 的 并 集 是 半 开 区 间 
[90,1), 它 包含 上 述 g 十 1 个 实数 {B) ,于 是 有 一 个 半 开 区 间 至 少 包 含 两 个 不 同 的 Bi, 记 为 及 ， 


Ba. 于 是 | 8B 一 B | 委 就 记 & 一 m= 二 gq,[haj 一 [mej 二 pp, 则 1 志 4 过 Pp, 且 (C3.101) 式 成 立 . 


设 Va 为 无 理 数 ,r 为 有 理 数 且 满 足 r 二 Va 三 r 十 1, 则 


a—r: a—r: 1 
ri r+ + Ty 


注 从 Hurwitz 不 等 式 (3.102) 可 看 出 ,任何 无 理 数 a, 都 存在 无 限 多 个 有 理 数 p/g 
作为 它 的 近似 值 ,并 且 可 以 达到 1/g? 的 精确 度 ,反之 , 若 存 在 6 汪 > 0 及 有 理 数列 mr = 


备 , 使 得 |a 一 和 二 -tn , 则 。 必 为 无 理 数 .1978 年 ,法 国 阿 贝 瑞 由 此 证 明了 >》 方 为 无 再 
数 ,但 3 -Le > 2) 是 否 为 无 理 数 仍 未 解决 
n=1 n 
(6)” 设 a 是 实 w 次 代数 数 , 则 只 存在 有 限 个 有 理 数 p/q, 使 得 
< 一 二 | 二 二 > (3. 103) 
g G 
Thue 不 等 式 : 设 a 是 次 数 n 之 3 的 代数 数 , 则 
a 一 上 |< 汪 (3. 104) 
g 9 


当 s > 如 十 1 时 只 有 有 限 多 组 整数 解 p 和 9g > 0,(p 和 4g 互 素 ) ,Siegel 证 明 (3. 104) 


式 对 s 之 2Vn 时 成 立 . ([354]1921,10:173 一 213) 
(7) ”Thue-Siegel-Roth 不 等 式 (TSR 不 等 式 ) : 设 a 是 无 理 代数 数 ,6 > 0 任意 小 , 则 


"一 | 二 二 (3.105) 


只 有 有 限 多 组 整数 解 p 和 g 汪 0 (p 和 94 互 素 ). 

(8) ”Roth 不 等 式 : 设 a 为 无 理 代数 数 , 则 Y6 > 0,3c 二 c(6) > 0, 使 得 

| a—(p/q) |> cq?. (L107]13;181) 

16。 Diophantus 不 等 式 :Diophantus 问题 的 原始 含义 是 求 方程 的 整数 解 ,或 有 理 数 
解 ,并 给 出 这 些 解 的 界限 ,我们 可 将 方程 的 系数 和 解 的 范围 扩大 ,如 代数 整数 .代数 数 、 多 
项 式 . 有 理 函 数 或 代数 函数 , 在 多 项 式 的 情形 , 则 要 求 控 制 多 项 式 解 的 次 数 , 关于 
Diophantus 问题 的 解 的 大 小 的 不 等 式 通称 为 Diophantus 不 等 式 . 

(1) ”Khinchin 不 等 式 : 设 pg(%) > 0 是 对 整数 & > 0 定义 的 一 个 单调 递减 函数 , 若 级 数 


> pk) (3. 106) 
k= 1 


发 散 , 则 对 几乎 所 有 的 实数 a， 
| og [| < PC) (3. 107) 
在 整数 & 二 0 中 有 无 穷 多 个 解 , 其 中 x 上 是 z 到 最 近 整 数 的 距离 “几乎 所 有 ”是 指 在 相 
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应 空间 的 Lebesgue 意义 下 .更 一 般 地 , 若 ， 


Pe) 
发 散 , 则 对 几乎 所 有 (ai on ) € R", 
max{ |‖ ok|, | as 天 | ,ak | } < PCR) (3. 108) 
有 无穷 多 个 解 . 
由 此 可 推出 ;对 几乎 所 有 实数 a, 存 在 无 穷 多 个 有 理 副 近 p/q, 使 得 
c 一 之 | 一 了 (3. 109) 
9 gq lng | 
反之 , 任 给 s > 0. 
一 声 1 
g < Fn (3. 110) 


只 能 对 测度 为 零 的 数 a 的 集合 有 无 穷 多 个 解 . (Cassels,J. W. S. ,An introduction to 
dophantine approximation, Cambridge Univ. Press,1957) 

1976 年 ,Montgomery, H. 工 . 提出 ,是否 对 每 个 无 理 数 a 及 每 个 :> 0, 都 存在 无 穷 多 
个 素数 p,q, 满 足 


元 . (3. 111) 


(Proc, of Symposia in Pure Math. 1976,28:307 ~ 310) 
(2) Mahler 不 等 式 :1932 年 ,Mahler 提出 猜想 :对 几乎 所 有 (在 Lebesgue 测度 意义 
下 ) 的 数 w € R'， 
| P, Co) | 委 | HGP) 1 (3. 112) 
只 有 有 限 多 个 次 数 不 超 过 的 多 项 式 P,(zx) 成 立 , 其 中 e 汪 0,H(P,) 是 了 ,的 系数 绝对 值 
的 最 大 值 . 与 之 等 价 的 叙述 是 :对 于 几乎 所 有 的 wE R!. 
max{ | ag ‖ wy， org | ) < 人 (3. 113) 
只 有 有 限 多 个 整数 解 9, 其 中 上 a 上 是 a 到 最 近 整 数 的 距离 :1964 年 Sprindzhuk,V. G ,证 
明了 上 述 猜 想 . ([321]1932,106:131 ~ 139, 和 Amer. Math. Soc. 1969) 
(3) 1990 年 ,Lang S. 在 一 篇 综合 报告 中 谈 到 了 Diophantus 不 等 式 的 新 旧 猜 想 . 
(Bulletin(New Series) of AMS,1990,23(1) :37 ~ 75) 
17. ”对 于 任意 实数 a 和 任意 自然 数 n ,成 立 


II la—k| 之 | all 兄 . (3. 114) 
其 中 | e| 表示 a 最 接近 于 整数 的 距离 . 

证 设 ao ,al，… ,a 表示 集合 {0， 1,.. ",n} 中 的 数 ， 且 满 足 | ae 一 oo | 委 | a 一 a | 委 和 … 
委 | a 一 a, | ,对 于 每 个 自然 数 &, 位 于 区 间 (o 一 A/2,a 十 &/2) 内 属于 上 述 集 合 的 数 不 多 于 
个 ,因此 ， | wa 一 ax | 宇 &£/2,(1 声 有 过 nn). 又 因为 | X Qo | 之 | al ;所 以 
JIT 14 一 | 之 lel 对 . 


=0 
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注 “这 种 证 明 方 法 称 为 逻辑 推理 法 . 这 类 方法 在 国内 外 数学 竞赛 中 是 经 常 出 现 的 ， 
而 学 校 教学 中 又 往往 缺乏 这 方面 的 内 容 ,因此 ,应 该 引起 重视 . 
18. [MCUJ. (1) 任 给 。 之 0, 可 找 自然 数 志 ,使 得 


sin wn 一 言 |<e (3. 115) 
证 明 : 记 ”mod2r) 为 这 样 的 数 z: 一 r 委 工 二 rr, 使 得 对 于 整数 下 之 0， 有 n 一 2kx 十 
Z,. 又 记 A(e) 一 Carcsin( 志 一 se) ,arcsin( 半 十 e). 不 难看 出 ,存在 这 样 的 自然 数 ”使 得 


nl(mod2x) E A(e)., 设 为 区 间 4(e) 的 长 度 , 自然 数 x > 到 工 十 1， 点 1(mod2r)，… 
ml(mod2x) 位 于 区 间 ( 一 rr) 上 ， A iyj,《1 守 1 之 j 声 m) ,使 得 


| j (mod2x) 
记 ->= /一 ;得 到 |yrCmod2r) 的 本 € Ale). 现在 不 难得 出 为 
r 的 倍数 ， 
(2〉 设 产 不 是 平方 数 , 则 | sin(m VD | 闻 (rn: VA 二 D7 


证 ” 设 衣 满足 二 nVm 二 十 1, 因 为 刀 ,n2m 为 自然 数 , 于 是 有 十 1 之 nm 声 & 
十 2k. 


@ 车 & 过 nVm 二 上 十 (1/2), 则 
| sinCGm MV) | | sinr VE TD) |= sinx( VE TTA 


i x 。 x 1 1 、 
sm i > nakRTD Eri Tn 


加 车 k 十 亏 一 nVm 过 上 十 1, 则 


| sinCxn vm) |> | sinCx MVR: 十 2 | ime VE ) 


= sin > sin > 1 > 1 。 
re ZE TFI) & 十 1 1+nvVm 
19. 联 立 渐 近 不 等 式 : 对 于 任意 n 个 实数 dl "sn ,都 存在 不 同时 为 零 的 整数 到， 


…,k, ,及 自然 数 m, 使 得 


— I 
Qj 


名 Le ,二 二 站 (3. 116) 


人 十 1 
提示 :用 重 积分 计算 以 原点 为 对 称 中 心 的 2 十 1 维 凸 体 的 体积 , 然 后 用 几何 算术 平均 
不 等 式 . 类 似 可 证 明 ， 
车 a 一 及 十 z 是 个 复数 , 则 存在 z 十 1 个 复数 zi(l1 过 之 nn) 和 ww, 使 得 
n 2 27 十] 4、1 -tv , 


Sinti x |? 


之 A 


(3. 117) 


CC 


([76]619 ~ 620) 
20. Mahic 不 等 式 :存在 1 二 m 二 nn, 使 得 
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3 


各 一 | 一半 | 天元 ， (3, 118) 
(Indag Math. 1953,15:30 一 42). 由 此 推出 
-< 三 | a — mr |<| sin(n— mr) | 一 | sinn | 二 1. 
Li 


从 而 lim | sinn |!” = 二， 

21. Dirichlet 特征 标 不 等 式 : 设 g(n) = p(n,k) 满足 (1) p(n) 天 0; (2) 
gn) pm) = pmm); (3) pm) = pln 十 大 ) , 则 称 p(n) 是 模 天 的 Dirichlet 特征 标 , 特 征 
标的 和 函数 为 


Sn,m) = 2) pO). (3. 119) 


了 一 天 十 1 


]， ?天 ) 一 1 ， 
车 Cn 则 称 po Cn) 为 主 特征 标 . 


车 go (1) 一 1 i 

0, 若 (n,k) 关 1， 
车 (3.119) 式 中 的 gO) 是 模 上 的 非 主 特征 标 , 则 成 立 Vinogradov 不 等 式 ， 
S(n,m) Vklnk. 当 上 为 素数 时 ， 


SG) Cn 一 mm)! +lnk, 式 中 8 一 


二 7 = 1,2，…. 
Vinogradov 猜想 :对 任 给 e 守 0,1 之 mr 二 n, 有 
| SG) | kn Om me. (3. 120) 
(Vinogradov ,TI, M. , Selected works, Springer ,1985) 
22. ”陈景润 不 等 式 : 设 P, (1,2) 表示 将 z 表 为 一 个 素数 与 两 个 素数 乘积 之 和 的 表示 法 , 则 


0. 8zc- 


Pe(1,2) 全 ina 


([364]1978 ,5) 


23. 设 p,9g 为 整数 ,g 关 0, 则 | 一刀 | > 下 (534511979,1:33) 


24. 


上 | ~ Le 式 中 s(q) 是 使 得 sq) ! 是 g 之 倍数 的 最 小 正 整数 . 


例如 ,车 1 过 gq 过 5, 则 sCq) = gq, 5s(6) 二 3. 
25.。 Ye > 0, 存 在 一 个 正常 数 g(e) ,使 得 VYp 和 VYg 之 g(e), 下 式 成 立 


1 


(No. 24,25 匈 [305]113(7)(2006),638 一 641) 

26. ”最 大 公约 数 的 均值 不 等 式 

设 gcdlm,n) 表示 m,n 的 最 大 公约 数 ,n 的 标准 素 因子 分 解 为 n 二 pr? p82…pr，, 式 中 
s 二 wln) 表示 ?的 不 重复 的 素 因 子 个 数 . >,， 表示 对 不 大 于 xz 的 正 整 数 mx 求 和 . 则 


ms 
并 T+a(1- 疡 )]-*< Dgcd(m,n) < 并 Lta(1 一 起)] 


二 1 mr 下 一 工 


( 胡 中 传 ,[35112007,1:21 一 25) 
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本 章 重 点 是 讨论 有 限 和 与 有 限 积 的 不 等 式 . 无 穷 和 与 无 穷 乘积 的 问题 放 在 第 11 章 讨 


2n k 
" zr 
1. [MCM]. P;,(z) = 2; (一 1)* ja > 0， (x € R'). 


证 1 (1) 车 z 志 0, 则 Ps.(zx) 的 任 一 项 a 一 (一 1 于 之 0. 


而 ao 二 1, 从 而 Pz (zx) 之 
(2) ”车 工 完 27， 的 项 可 以 组 合 诚 人 基 均 非 负 : 


四 zx? 
Pz (x) = 11 > BT 28) 之 1 


(3) 著 0 委 xz 委 20. 则 Pxz(Cz) 是 [0,2n] 上 连续 函数 . 从 而 在 该 区 间 上 必 有 最 小 值 ， 

记 为 风车 P, (0) 或 P, (2 二 mm, 则 从 (1)(2) 知 加 二 1 从 而 0 二 x 过 24 时 ,Pzs(zx) > 0; 

车 Pa (zx) 在 [0,2nj 的 某 一 内 点 zo 达到 最 小 值 , 即 Pz (xo) 二 mm. 则 36 汪 0, 使 VxE€ (zo 
3;z0 十 6) 门 (0,21) ,x 关 zo; 有 Pzs(x) > Pos (zxo), 从 而 Pzxo) 一 0, 即 


2n 人 -1 2n 
/ 之 Xo 0 一 
P,, (xo) 一 《 1)* CR— 1)1 C2n) 1 P,, (xo) 0o, 


从 而 Ps,, Cxo) 


加 = 1 (zx) > P(xzo) > 0. 证 毕 . 
证 2 不 用 微分 方法 ,也 可 利用 组 合 恒等式 


> 17)= CD 人 (7 


并 考察 
Xt Xi 
Pa CT) Pm 7) = + Tt Can 3 a) 
Xt 二 .十 Zz” 
(2n) 151Cn + 3) Cy 


注 ”从 (1) 可 直接 推出 Qz, (zx) 一 > 若 二 0 对 所 有 实数 zx 也 成 立 . 设 zx 盖 0, 则 


S$ (一 1)eCr 一)ser 
pr k! 
([30511996,103(6), E10531) 


<<2Zz 十 1. 


P,, (xz) 
P, Cx) 


则 :(1) ”了 在 L0,co) 上 严格 递增 ; (2) ”gg 在 [0,oo) 上 严格 递减 ; 


2. 设 x 宇 0m 之 nn,Pi(z) 二 了 zt, 记 f(z) = ,g(x) = x" "f(z). 
k=0 - 
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(3) 当 0<z<1 时 ,从 Fo) 二 f(z) 二 f(1) 和 g(xz) >> g(1) 得 出 


"一旦 二 m 十 1 
n 十 1 


当 1<z<ece 时 ,从 Frz) > A 和 g(ce) < g(x) 二 g(1) 得 出 


m 二 1 m 二 1 Ln 
n 十 1 a+1™ “ 


1] 十 x 十 Xx 十 … 十 x 
工 十 并 十 十 2 


(1) 车工 这 >0,z 关 1,n 宇 2, 则 


7) < f(z) < < gx); 


max{l1,z 


1 之 g(7z) 过 一 一 一 


3. 设 f(x) 一 


1 1、，、1 1 1 1 
f(z)>1++ Wz >It ta > tn 


注 ”f(z) 的 右边 头 两 个 下 界 是 Taylor,C. 1868 年 给 出 的 ,但 没有 比较 两 个 下 界 的 
大 小 ( 转 引 [4]276 ~ 277). 事实 上 ,利用 g(x) = 二 x 十 (1/z) 在 (0,co) 上 的 最 小 值 为 g(1) 


二 2, 容 易 推 出 上 述 三 个 下 界 的 大 小 关系 . 
fun CT) < fx). 


4. [MCM]J. 设 P, (x) 一 De ,nn 之 2. 则 当 z>>0 时 ， 


P, (xz) 7 十 1 四 
() 一 1 一 zw 字 n 一 1” 仅 当 x 一 1 时 等 号 成 立 . 


提示 :不等式 等 价 于 


PCz) 过 2 


SI+ 


将 其 变形 为 


2 zx yr) 之 0. 


k=1 


(2) P;,, (zx) 守 (2n 二 1)z". 
5。 Ross-Mahajan 不 等 式 : 设 | g(0) | 才 a 二 2， | gz() | 委 as 二 2， 


Zz: 十 xg1(2) 十 1 


u(x,t) zrgs (tH1 


则 
(4 十 aiaz) 一 2(a 十 az) urst) 去 (4 十 alias) 十 2Cal 十 as) 


4 一 Ga 4 一 性 
([331]1979,634 ~ 677:72 ~ 73) 
(1) 当 g1(1) = sint,gz(t) 二 cost 时 ， 上 式 可 改进 为 


1 -1 zx? 十 zsint 十 1 -< 一 1 
3 ~ 了 (4 ME zxco ti 入 于 (4 十 V7) < 3 


证 ”不 妨 设 sint 六 cost, 记 


Zz: 二 xsint 十 1 
> 琵 十 xcost 十 1 


Xt ER!, 
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即 (y 一 1)zz 十 (ycost 一 sint)z 十 (y 一 1) 一 0. 该 二 次 方程 的 判别 式 A = (ycosz 一 sint)? 


一 4(y 一 1)? 之 0. 易 知 (ycost 一 sint)? 一 4(y 一 1)* 一 0 的 两 个 实 根 为 y; 一 = 


?yy2 一 
因为 判别 式 A 守 0 名 min(yi ys) 委 yy 雪 max(y 于 是 ,证 二 元 画 数 w(z ,区 
不 等 式 归结 为 证 一 元 函数 六 (5 ,ye (CD 的 不 等 式 ， 


到 (一 V7) ny 于 (4 7D), 


([41328 ~ 329) 
(2)” 取 gs(2) 二 一 1,g2z(z) 一 1, 得 到 


1 xX: 一 工 十 1 
. -二 一 一 一 一 一 < 去 3. 
3 trii? 


2 
6。 设 y= f(z) 一 到 二 2 二， a t+BA2hr(k € 2). 


六 [1 十 (—l)*cosa| Sy < co; 


(2) ”车 sin8 关 0,; 则 min(y yy < 委 >< 委 max(yiyye)， 


1 一 cosa _ 1 二 cosa 
式 中 Y1 1 二 cosB > 1 十 cosB- 


提示 :用 与 No. 5(1) 类 似 的 判别 式 法 . 
22 一 2az 十 外 0 一 < 
raar toe’? pia 


(1) 着 0 二 ia | 过 151, 则 
min{p;1/p} < fx) SC max{psl/p} 
C2) ”着 0 二 i151 二 | a1, 则 
f(z) 之 max{p,1/p}) 或 f(z) &min{p,1/p). 
提示 ;用 判别 式 法 , ([4]267 ~ 268) 
8。 Bernoulli 不 等 式 : 设 z 关 一 1, 则 当 0<w 一 1 时 
(1 十 xz) 之 1 十 ax. ‘(8.1) 

而 当 a < 之 0 或 a 汪 > 1 时 ,不 等 号 反 向 , 仅 当 x 二 0 时 等 号 成 立 . 

证 ”利用 Taylor 公式 ， 


CTze 一 1 oz = HE ela),0 < Ol. (8. 2) 


并 注意 到 1 十 bx >>0 即 可 得 证 . 
Bernoulli 不 等 式 有 许多 变形 .改进 和 推广 .例如 : - 
(1) 设 z>>0y>0z 尖 y 则 当 0<a<<1 时 ， 
azZze (7 一 y) Ar yy Loy!(r—y); 
而 当 a 汪 1 或 a 二 0 时 ,两 个 不 等 号 均 反 向 . 


7， 设 f(x) 一 
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(2) ”车 a 二 nn 为 自然 数 , 则 
(1 十 Xx)" 之 1 十 nz 
对 工 之 一 2 也 成 立 . 事 实 上 , 当 一 2 委 工 委 一 1 时 ， 
(1 十 zz 之 一 | 1 十 x 尘 一 | 1 十 x | 二 1 十 zx 守 1 十 nz. 
(3) ” 设 z 光 > 一 1,0 过 二 1, 则 


2 ax 
(1 + x) To 


([305]1992,99(6):533). 若 a 守 1， 旦 -1<z< 一 I 时， 上 述 不 等 号 反 向 . 
(4) ” 设 w 守 0,z4 > 一 1 且 >)a 扫 1, 则 
k=1 


-Dardte)) <IQtzr)" <1+ Doar (8. 3) 
k=1 t=1 


k=1 


若 ai 之 下 有 


‘on 


a SO0,xi>0 而 且 ， 2 和 去 去 二 1, 则 左边 不 等 号 反 向 . 


车 令 S, = >)a， ys = 二 1 十 zi 则 yi 宇 0, 5, 过 1, 于 是 上 述 不 等 式 可 写成 
&=1 


n 


(1—S,.+ Dayr) < I <1—S,+ Dy. 
k=1 


k=1 二 ] 
(5) 设 0<w < 去 1 令 瑟 = [[ 0 一 a0) 十 a 一 1, 则 
k=1 k=1 
H, 守 Hi 宇 … 之 H;> Hi= 0. 
(6) 设 0 达 zi 达 1; 或 x 之 1, 则 当 0 之 a 牵 1 时 ,下 式 成 立 


TT (1 — tar) <1i—ataT[z. 


到 一 1 帮 一 】 


(Elementa (Uppsala) 50(1967) ,156》 
(7) 设 x 为 实数 ,一 1<M< ce. 令 


Fa = 4r) 1 a ee r+ MT. (8.4) 


当 f(z) = 二 0 时 ,由 (8.2) 知 M= 弘 ,0 二 0 二 1. 
中 设 a€ (一 c,0) U (1,2), 则 

当 一 1 < 之 zx 二 M,M 之 0 时 ,f(x) 宇 0 
M<r< ,1<M<ON,f(x) SO 

四 设 x€ (00,1) UU (2,o0), 则 

当 一 1<z<M, MM 之 0 时 , f(x) 志 0 

当 M< 二 x<~m, 一 1 二 M0 时 , f(x) 宇 0 

图 设 一 1 二 zx 二 M,M 之 0, 则 当 0< 二 a 二 1 时 ， 
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一 a) 


， all 
(1 十 zz < 妇 1 十 az 一 HTM 


(8. 5) 


@ 设 M 二 zx 二 吕 , 一 1 二 M 志 0, 则 当 1< 二 a 二 2 时 ,(8.5) 式 成 立 ， 


当 0 二 a 二 1 时 ,(8.5) 中 不 等 号 反 向 . 
([22]75 ~ 76) 


(8) 设 zx; 二 一 工 ou > 0， S, = Da 一 1， 


又 n 
一 Pares g(r) 一 Do xs — ZY’, 
k=1 


k=1 


车 x = min{zxiy Xa}, Xs 一 max{Xxir"* ;Xan}， 则 


— oo(z) 2- a — g(x) 
tz ge < lite <1ltr 7 a 


仅 当 所 有 x 相等 时 等 号 成 立 . ([357]5(1979) ,101 ~ 105) 


(9) 设 |1zil 和 40 一 wx 一 1， 则 (1 十 zj 人 1+ar 一 ez 


(10) ” 设 mw 宇 n, 文 疙 一 1, 则 


re) > BON em 


7 一 0 


若 妈 < m， z 之 一 志 , 则 


(i) 1 +z» > > )(2 "(rEe), k= 1,.,n. 
仅 当 = 一 0 时 等 号 成 立 . 式 中 规定 (4 )== 0 (> 10), (0)=1+. 


( 石 焕 南 ,[351]2007,3:274 ~ 279) 
(11) 设 工 。 >—1 有 8 Zz 同 号 ,n 宇 2, 则 


atz) >1+ Da. 
k=1 


k=1 


(12) “利用 (1 十 z)" 的 Taylor 展开 式 :a € R' ,a NN， 


(1 十 xz)* 一 3) (2 六 十 =， | x < 1. 


R=0 


式 中 


(0)= 1 (划一 la — 1)'(a— k++) (kE€N). 


k! 
利用 余 项 的 积分 形式 : 


[maD |= | D2 to md 
n. 0 
< {Le ) (a armel). 


([22]75) 
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) 一 > (£)* ,Un (IT) 一 (， 2" 1968 年 ,Gerber 证 明 ; 当 Untl (zx) > 0 时 . 


(1 十 Z)" > S, (zx); 
当 wn (x) 二 0 时 ,不 等 号 反 向 . ([305]1968,75:875 ~ 876) 
(13) 当 w>1z>>0 时 ,下 式 成 立 


a 1 
(1 十 xXx)* 滨 1 十 azx 二 all 于 


(14) 1999 年 , 薛 上 昌 兴 给 出 了 Bernoulli 不 等 式 的 隔离 和 推广 : 


中 设 a 二 0,，7FCR) 一 全 Ca — DD),g(k) 一 Ea 1) + ,k= 1,2, ,7 一 1, 则 


am Ifa Dfn dD) /f= aD); 
… 之 


宇 g(n 一 1) 宇 gn 一 2) 之 
仅 当 a 1 或 n 一 1 时 等 号 成 立 . 


® 设 一 1 三 z 过 oo0, 令 f(D 一 1 十 咯 二 于 也 (je', 则 


g(2) 宇 g(1)= 二 1 十 n(a 一 1). 


和 十 xX)" 宇 f(n 一 1) 之 f(n 一 2) 之 之 (2) 一 1 十 zz 十 郊 刀 宇 1 十 nx， 


仅 当 xz 二 0 或 n 二 1 时 等 号 成 立 . 
@ 设 一 1 二 Zz 二 %, 着 0 过 a 过 m, 则 


《1 十 xX)* 1 十 az 十 


当 g 达 0 或 a 之 m 时 ,不 等 号 反 向 . 
@ 设 1 二 zx 二, 则 当 一 1 过 a 牵 0 时 ， 


2 


《1 十 z)* 之 

而 当 训 志和 达 mm 十 lm 一 1 2 时 
m 1mm+1 

a ?2 AN a a k 

lrt+ 放 (7 过 (1 二 x) <1tert+ATi( * 


天 一 2 
(甘肃 教育 学 院 学 报 ,1999,3:5 一 7) 
(15) ”2001 年 , 文 家 金 , 罗 钙 证 明 ; 设 a 放 1, 且 co 二 2.591121476… 是 方程 ln(1 十 c) 


= 1 十 1- 的 唯一 正 实 根 ,车 工 过 一 2 一 co, 则 
CC 


(1 二 Xx)|1 二 zl < 1 二 ar， 


(1 十 z) | 1 十 zz| 生 1 十 az. 
仅 当 z = 0 时 等 号 成 立 . (成 都 大 学 学 报 ,2001,20(4) :1 一 8) 
(16) Alzer. 五 . 给 出 了 Bernoull 不 等 式 的 另 一 种 加 细 : 设 /是 L0,1] 上 正 的 凹 函 数 ， 
工 盖 一 la<0 或 wa 全 1, 则 
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1 a 
oe (Fa) | 
Ht ra 


当 0 二 a 二 1 时 反 向 不 等 式 成 立 . (L307]755 ~ 26009) 
9.(1) 设 1<c 和 2, 则 存在 正 的 常数 c, 使 得 Vz E R' ,下 式 成 立 

1 1+xzl* 宕 1 二 az 十 cbGCz)， (9.1) 
|xl’,izl<1, 
|zl:,|z|21. 

证 令 f(zx)=| 1 二 x1 一 (1 二 ar), g(x) = f(x)/0(2). 
于 是 ,问题 变 成 要 证 对 所 有 实数 z, 下 式 都 成 立 
g(X) 守 cc. (9.2) 


式 中 9(z) -1 


首先 ,从 下 述 两 个 极限 


(1 十 zz 一 1 一 az aa 一 1) 
zx? 2 ， 


(1 十 z) 一 一 az 


|zxl’ 


limg (x) = lim 
~ 站 一 站 


一 |. 


me) = lo 
可 知 ,存在 c 盖 0,A>0,c>>0, 使 得 |zi 委 cc 或 1z1 疡 A 时 
g(CZ) 之 5. (9. 3) 
男 一 方面 ,f (x) 一 a |1 十 x|1"!'sgn(1 十 xXx) 一 a， 
f(x)=ala—1)|1+zr|”’ (zr 1). 
因为 f(x) >0, 太 (0) = 0, 所 以 ,; 当 z= 二 0 时 f(x) 有 险 一 的 极 小 值 .但 f(0) = 0, 从 而 
当 o 过 | x | 乏 A 时 ,f(x) >>0, 于 是 g(Cz) > 0. 若 有 必要 ,可 减少 (9.3) 式 中 找到 的 c, 便 可 
认为 
c 委 |zj 和 过 4 时 ,g(Cz) 宇 c. 从 而 (9.2) 式 得 证 . 


十 1 


(2) 设 z> 0 二 (二 二 8 二 + 二 "+ 台 ),hz) 一 (1+ 他) ， 
则 f,g 严格 递 碱 的 充 要 条 件 是 户 之 斑 ; 面 存在 mm > 0, 使 得 z> zo 时 ,fg 严格 递增 的 充 


要 条 件 是 p 一 总计 严格 递减 的 充 要 条 件 是 0 二 如 委 2, 而 存在 ze > 0, 使 得 疡 严格 递增 的 


充 要 条 件 是 p 二 0 或 p 记 2. 这 是 x 二 n EN 时 Schur 不 等 式 (第 2 章 5§1No.14) 的 推广 
( 徐 晓 泉 ,[344]1993,4:78 ~ 79,91). 
(3) 设 2 过 a 二 co, 则 存在 常数 C19C2 ,使 得 VxrE R! ,下 式 成 立 
La] 
1+arta|zl <| lzh Slterto (te | xz |. 


大 一 了 


由 此 可 推出 : 设 2<p< ,fgE L?*[a,65j], 则 存在 常数 C3 5C4 ,使 得 
6 b b [py ps 
[irstebr<f iter fmf tol lelteo 2) AT 


第 三 章 ”代数 不 等 式 157 


([22]66). 我 们 问 : 上 述 Cl ~ C4 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
10. 疫 0<* 人 1 


(1) [MCUI. 


之 xX? 二 (1x?1; 


2 < 
(2) zr(1 一 2?) 之 广 ; 


(3) 1 一 <)* < 高 ! 
(4) 设 p1g 宇 1,0/p) 十 (1/q) 一 (ln3/ln2), 则 
QF lr 1+zr+r 


成 立 的 充 要 条 件 是 3Cp 十 9) 去 8. (Brown 不 等 式 ,[306]93 :26031) 
11. 设 0 过 +1,1<p<<2,+ 一 1, 则 


(1 (<) 之 (~ ) 


提示 :p 二 2 或 x 二 0 或 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 当 1 < 二 pp 二 2,0 二 x 过 1 时 , 作 变 换 
Z 一 和 不 等 式 变 为 (1 十 吕 "十 (1 一 轧 * 一 2(1 十 加 六: 之 0. 
然后 将 上 式 左边 的 每 项 都 作 Taylor 级 数 展开 . 

注 因为 了 一 g 一 1; 所 以 ,所 证 不 等 式 等 价 于 :1 二 p 之 ?2 


| z+y1+| zy|l’ S20 rz 1?+| y |" 7 . 

式 中 zx,y 可 为 实数 或 复数 . 

12. 令 f(z) = 十 XZ? 十 (一 2X)? 一 27,0 之 x 之 1. 则 当 p 之 1 时 ,f(z) 声 0, 当 
0 之 p 碌 1 时 ,f(x) 宇 0 

提示 :研究 了 在 LE0,1j 上 的 单调 性 . 

13. 设 0<z< 1, 则 当 p 这 2 时 ,下 式 成 立 

(2) + (2) < (1 +x?). 
推论 《” 设 z,y 为 实数 或 复数 , 则 当 2 记 2p 二 时 ， 
2C| xz || y1?) Izr+yl?+|i ry|l?*27 zz 十 | y |”). 


14. 设 0 二 zx 二 1, 则 了》) (2 ) < 一 C4ln2)( Tz). 式 中 4ln2 是 最 佳 常数 . 


15. 设 Frz) 二 (1 一 zx); 则 当 0 二 zz 二 1 时 ,f(z) < 


证 f(z) 在 xz， 一 年 了 处 取得 最 大 值 ,于 是 ,f(x) 入 f(zo) 一 (7 


16. 设 0 过 Zz 达 9 则 Ym,n EN 下 式 成 立 
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ja" :Tz 1"|< Cnl)™. 
一 1 


一 】 
17. 设 rz) = ( 


总 一 5》", 则 对 于 0 二 << 1， 


GD) f(z) 去 < 遍地 
提示 :用 概率 方法 , 设 独立 随机 变量 列 {&} 有 相同 的 几何 分 布 PS ) 一 与 (1 一 z) 二 


2,…. 则 六 一 之 /和 具有 分 布 


nr 
了 一 
nk 一 1] 1—xz 
Pln, = &) = (1 一 ZX)". 令 g(t) 一 , 则 
3 (0 和 站 Vaz/ (lz) 
Plm = k= PR—1<hEk) = Plg(k—1) < gm) < gk)), 
1 fs 人 32 
I 一 k) = dt < 7 
33 
([336](A),1988,9(2):237 ~ 238) 
(2) 1994 年 ,Love 改进 为 f(x) 过 后 所 7 .并 证 明 : 
f(T 计生 。 
(Love, E. R. ,301]1994,187(1) ,1 ~ 16) 
18. CG 不等式 : 设 a,b 为 实数 ,p 汪 0, 则 
(| 十 pb 二 CCai2 十 1. (18. 1) 
1， 0 二 p 声 1， 
C — 
式 中 p fy, p> 1 


提示 : 当 0<2 和 过 1 时 ,考虑 函数 Fi == 十? 一世 一 1 的 单调 性 ,再 令 上 一 b/a 
(ea 天 0). 当 记 >1 时 ,利用 gz) 王 |z 人 的 凸 性 ,得 到 
| a | 十 | D | 1 
(3 


(| ea 考 十 | 51*). 


Cs 不 等 式 对 a ,2 为 复数 时 仍 成 立 , 它 在 分 析 与 概率 论 中 都 有 重要 应 用 ,该 不 等 式 已 有 
许多 推广 和 改进 ,例如 


(1) (> | as 1) <c,Y) | as |， (18.2) 
1， 0<p1l 
式 中 | “ 
n”!, p>1. 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 : 当 巡 1 时 是 | a |==… 二 | a |; 当 pp 二 1 时 是 4a,…,a, 间 


号 ; 当 0 过 pp 二 1 时 是 a4,…,a, 中 至 多 有 一 个 不 为 零 . 
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严 士 健 等 在 L78]223 用 概率 论 方法 给 出 了 一 个 简单 的 证 明 . 
C, 不 等 式 可 写成 下 述 使 用 方便 的 形式 : 当 p 之 1 时 ， 


> al < (Dia) < lol 
当 0 二 pp 二 1 时 ,不 等 号 全 部 反 向 . 


(2) 设 0 壹 p 达 1,2)y | a1? 过 吕 , 则 
k=1 


3 lar 1)* >) | as |*. 
k=1 


(3) 设 0 委 :t 二 1, 则 当 思 之 1 时 ,成 立 
IJai+dd—nDol:<rilal?+(Qd ot)|61?. 


更 一 般 地 , 设 妇 之 0, 月 24 二 1,， 则 当 p 之 1 时 成 立 (Dula1) 


过 (Du |ar 1*), 当 0 二 二 1 时 不 等 号 反 向 .特别 , 取 4 一 二 (VYh) 又 得 到 (18. 2) 式 . 


(4) 设 1 达 pp 二 ,0 二 1 二 1, 则 
(lalt+ioelDr er lalt+(— 0)?*|61*. 


提示 :不妨 设 ec,p>0, 令 f(1) 一 ?at 十 (1 一 起! ?6?*, 内 要 证 ff 在。 = 


(5) 设 p 宇 一 ,nn 之 2, 则 
DY aD | al) nn — DT Ie Dt. 
在; 和 在 ii 
(宁波 大 学 学 报 ,1989,2:12 一 14) 
(6) Orlicz 不 等 式 : 设 1 二 户 委 2, 则 存在 常数 c > 0, 使 得 
lat+ol*<lal?+c|b|l*+plal’lbsgna; 
当 户 之 2 时 ,不 等 号 反 向 . 
(L1041109,117) 
(7) 设 户 >0,a8 为 实数 或 复数 , 则 
(al 二 ipl)2 扫 22Cmax(lal， |61))? < 22(| a |?+| 6 |?). 
(8) “Banach-Saks 不 等 式 : 设 2 二 p 二 oo.[pj] 表 示 的 整数 部 分 , 则 存在 两 个 正常 数 
clycz ,使 得 
Lp] 


latel*<lal?*+albl*+plal’ bsgnat ce 2) al2 | | 


大 一 之 


([104]117) 
(9) Hardy-Littlewood 不 等 式 : 设 p 宇 1. Ya 宇 0, 则 


(Dla)? pa Tad). 
k= m1 k=1 
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([320]j1964，,15:25 ~ 40 和 [369]1971,32:295 ~ 299) 
(10) 设 1 一 < 一 coje>0, 实 数 z,y 满 足 : | y | 二 1 二 |x 1, 17 一 y | 之 8. 则 存在 
6 二 6(e) 之 0, 使 得 


|zTyi 扫 2 一 六 (| zi 十 | |?). (18, 3) 
证 ”因为 g(t) 一 | 12 严格 西 , 且 1z 一 y| 疡 e>0, 所 以 ,zz 天 3 从 而 
于 “一 CE 二 2) < 方 (pCz) 十 9(C7)) 一 到 (1 十 | y 1). (18. 4) 
若 (18.3) 式 不 成 立 , 则 存在 数列 {zs) (yj | yl 二 | zx, | 一] 
Cty) ( 却 GL 二 yw Dj 


< 1， (18.5) 


1 一 lim limsup 1 
FCzl? +t |y,|?) 去 (1+| Yn 1*) 


因为 | y; | 过 1; 从 而 | yx | 有 收敛 子 列 , 即 | yw | 一 a,0 志 a 碌 1, 将 (18.5) 式 中 y， 
换 成 y,, ,得 到 


[ty Dl [+te)y 


1 < lim 了 
+ 1?) 31+a?) 


由 上 式 和 (18.4) 式 , 仅 当 a = 1 时 上 式 中 等 号 才 成 立 . 于 是 | yw | 的 每 个 收敛 子 列 的 极限 


均 为 1, 从 而 | y | 一 1. 令 二 T 3 , 则 


< 1. 


| — yy |=| ,| (1° Cn > 00). 


从 而 由 e 所 | x 一 9 | 和 | 一 | 十 | 一 > 1, 推出 e 坟 liminf | x, 一 |. 
下 面 证 明 | zx, 十 z | 一 2. (n 一 oo0) ,用 反 证 法 , 若 存 在 6。 > 0, 使 得 当 充分 大 时 


| zs 十 ww | 二 201 一 580). 于 是 从 上 关 二 莒 Ly 【| 一 ] 一 5 推出 


2 | vy, | 
limsup Cy tz [y, ||) 1 6,. (18. 6) 
男 一 方面 ,| y,。1-> 1. 于是， 
| ys zr) ya =| Cy zr) zl | yy 1) || (十 z) 一 (1 一 | 和) | 
(18.7) 


但 从 (18.5) 式 , | yy, 十 zx | 一 2. 所 以 从 (18.6) 和 (18.7) 式 , 有 
2 < limsup | ys 十 zx | yr | | 2(1 一 60). 


这 个 矛盾 表明 | uw 十 xz, 1-> 2. 于 是 ， 

4= lim(w 二 rx) = lim(w 二 x 二 2ur,) 二 2 十 2 lim (unz). 
从 而 lim(wsz,) 一 1 所 以 ,0 二 时 过 1liminf(z Cw) = liminf(l 二 1 2u,zr,) 一 0. 
这 个 矛盾 表明 (18. 3) 式 成 立 . 证 毕 . 


在 (18. 3) 式 中 用 分 别 代替 z,y，(Czyy 不 同时 


并 > 
max{| zx|,|y|}) max{|[xz|,|y|)} 
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为 零 ) ,得 到 :车 1 二 jp 二, | zx 一 y | 之 max{| 工 | ,| yy |),z,y 不 同时 为 零 , 则 
[z+yl? 志 2 (zl|:+|y1?). 
式 中 8 二 6(- [zy|  ).>0 ( 当 |xz 一 y | 一 0 时 ). 
max{| zx|,|y|} 


([103]281 ~ 282) 
19。 Bohr 不 等 式 : 设 c > 0,a,b 为 实数 或 复数 , 则 


latel <Qtolaltati) or. ~ (19.1) 


仅 当 a = 过 时 等 号 成 立 . 


证 ”因为 c 守 0; 所 以 , | a1:|16|= jelal .Tlol elal + 二 11), 


即 21al15|<elal 二 二 151?. 从 而 1at6l (altl6D’ =lal tll + 


21allol<AQto la tat ol’. 
推广 : 
G) 设 必 全 0, 且 y 十 一 工 册 


k=1 
[Bal < Dalal’. (19.2) 
k=1 k=1] 
(2) 设 记 9>> 1 方 十 二 一 二 则 1 一 4 二 户 | e 二 16， 


仅 当 (1 一 p)a 一时 等 号 成 立 . 
([301]282(2)(2003) ,578 ~ 583) 
(3) 设 a,5,0 为 实数 ,ec 汪 0, 则 


(a—b)’sing 十 (a 十 6)?cos@ 志 (1 十 c | cos20 1)a: 十 (1 十 二 | cos20 | 村 


过 Qo 十 (1 十 于) 


(Makowski, A. ,Boletin Mat,1961,34:11) 
20。 Lyons 猜想 : 设 0 二 a 二 1,zx,y 0, 猜想 


(Zz 十 y)” > 人 jz"> wy <“ C20.1) 
Pa 十 1) 
式 中 化)- ror Dh-sTrs “>6—1. 


1998 年 ,Love,E.R. 证 明 当 a = 去, 子 ; 言 ,… 时 (20. 1) 式 成 立 严格 不 等 式 . 
机 2(3) :229 ~ 233) 


… 时 ,(20. 1) 式 是 否 仍 成 立 ? 


世 们 问 : 当 @ 关 ,3 , 襄 ， 
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21. 设 xz,y,p,g 为 实数 ,1 二 pp 过 2,1/p 十 l/q 一 1， 
令 f(z,y) =| zx |" sgn zo| y ltsgn y, g(r,y) 一 | x | sgn x—|y | sgn y, 
则 

(1) [f(z |)? maxt2?;(g/p)?)y 并 一 ?| zl 十 3) 

(2) |gz E22 | r—y| (zl ty 1”). 

(Citlanadze, E. S. , Doklady Akad,Nauk SSSR,1950,71.441 ~ 444). 

22.， 设 a,b 为 非 零 实数 或 复数 , 则 


1 a b 
a6l> 诗 (eltl6bD li 


Ts 仅 当 | a |==16 1 时 等 号 成 立 ， 


23. (1) 设 z,y 这 0,p 这 1, 则 | zx 一 y 上 ?和 | Xx? 一 yy |; 若 0 过 pb 志 1, 则 不 等 续 反 向 . 
(2)” 设 a,b 为 实数 ,n EN, 则 | a 一 6 |”! 2” |a"!l 一 pm1|， 
([301]2002 ,268(1) :70) 
(3) ” 设 x,y 为 非 负 实数 , 则 
[zr— yplr—y| Cr ! + y 1!). l1<p<%; 
(4) 若 z 记 yy>0,2 雪 六 < 一 co, 则 
Xi y? (Pp/2) rx? (x: — yy). 
(5) ” 设 a 关 ba 了 0; 则 当 1 过 jp 和 2 时 ,成 立 
lat+bl*<lal?*+plal’'ib(sgna)t elp) |b) |al”l. (23. 1) 
若 |1 5 过 | a | , 则 


la+obl?*lal*+plal” ib(sgna). 


([22]518) 
(6) 记 ja,o 一 |a 二 pl 一 人 aa 十 六 ap5C0sSgna))， 
若 户 盖 2, 则 
cop) oI? fad) ec (pbl*+lal|’”? | 612) (23. 2) 


左边 不 等 式 对 p = 2 也 成 立 ; 
若 1 过 2p 二 2, 则 


16 1 
TFT 


右边 不 等 式 对 p 二 2 也 成 立 . 式 中 cz) > 0,cs(p) 之 1.([221518) 
我 们 问 :ci(p) ,cz(p) 的 最 佳 值 是 多 少 ? 


(7) 设 a,5 是 非 零 的 实数 或 复数 ,r,s 这 0, 二 十 六 一 1 二 十 十 一 工 风 


24(jalstlolDr datol tab dt < a 十 1 二 (23.4) 
min{2,r},， s 太 2 


min(s',r},， s>2 


ci1Cp) flab) elp) | 6b17?. (23.3) 


r 


式 中 一 二 一 二 十 水 ， | 
5 qa 


C2 一 


1 min{2,s},， r 守 2 
{aint r>2 
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([417]155(1992) ,187 ~ 197) 
(8) ”Clarkson 不 等 式 : 设 a,b 为 实数 , 0 二 p,g 二 2. 则 
(Jarpletlambl dcp ol Tb 1 (23. 5) 
式 中 最 佳 常 数 为 c(p,g) 一 max{21($) ,23 ,B(p,g)}. 
[(1 十 zi)* 十 (1 一 z)] 


3 


B(p,g) = _SuP Ce) 


若 p 三 2, 或 g 宇 2,; 或 p= 二 2; 或 0 二 gq 碌 1, 则 
c(p,g) = max(2 $2); 
若 1 二 g 二 2 二 Pp 二 吕 , 则 Ccp,q) 二 B(p,q), 此 处 
mnax{2 3 ,27} < BC(p,9) < 200 HD, 
([417]280(12)(2007) ,1363 ~ 1375) 


(9) 设 1 二 p 过 gq， 码 十 二 一 十 则 


| a 一 有 | 十 | (pp Datoel:<(plal:+glb|). 
([301]282(2)(2003) ,578 ~ 583) 
(10) 设 0 二 5 二 a,1 达 pp 过 2, 则 

(a+6?++ Cam? 2ar+ pp— 1)ar bb. 

24. (1) ”Mazur 不 等 式 : 设 p 之 1, 则 
2*|z—yl*|rlzl yly|m lp|lz—yl (zl” |y | ). 
证 ”为 证 左边 不 等 式 , 令 z= 二 (1/2) 十 xy 二 一 (1/2) 十 . 则 偶 函 数 
六 十 


Fa 一 (了 于 十 四 ”十 (二 一 中 二 一 全 
当 w 省 0 时 递增 ,从 而 f 在 w 二 0 时 取得 最 小 值 2'*. 为 证 右边 不 等 式 , 由 对 称 性 ,只 要 考 
其 2 宇 0 的 情形 . 车 0 过 ww 过 (1/2) ,所 证 不 等 式 可 写成 : 


(十? 十 (到 一 由? 之 p(( 坟 + 十 ( 却 一 四 六 


而 这 对 于 w 挟 铺 一 二 ,上 式 显然 成 立 , 当 v& > 于 时 ,再 令 : 一 4 二 9, 考虑 函数 g(1) = 


和 二 全 4 二 二 之 在 [0,1] 上 的 单调 性 ,得 到 g(t) << 2p 一 1. 此 即 所 要 证 的 不 等 式 . 


(2) 设 工 一 (zy y 一 (yy) € R",|x|= (2) | ze 12)272 ,n> 1， 


k= 二] 
2 这 p 二 =0, 则 
Izlzl yly|” ?|<<eold| zl ly | ) | zyl. 
车 工 关 yx,y 关 0, 则 cs 的 最 佳 值 为 
1， 若 2 委 了 避 委 3; 
ub nm， 若 户 > 3. 
[394j1980,6(3) :301 ~ 304) 
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25，。 Smarzewski 不 等 式 : 设 1 过 bp 二 2.4 一 ww(p) 是 画 数 gb 二 一 1 十 (p 一 Dt 
十 p 一 2 在 (1,co) 上 的 唯一 零点 ,6 (2) 二 1. 则 
plzx|l” ?zy—z) |yl*— |z|? m0 ly— zl?*. 
式 中 p= 二 1 时 ,xz 关 0, 而 cs 定义 为 ci 一 2)cs 二 (Pp 一 由 (十 t0)??,(1 <<p<<2), 
(证明 见 [327]1987,49;93 一 98) 
26. 设 ac,2 为 实数 或 复数 , 则 


Jatb| 1a | 十 1561 [Lal 
TarsT Ita it ait 


推广 (1) ” 设 4 为 复数 , 则 


1 2 | 
工 十 [| 


D3 。 

k=1 | as | 

< 2 +faT 
1+ | De 4 


(2)” 设 a,bsc 为 实数 或 复数 , 则 
[a—62| | a 一 c| | 2 一 c | 
THa oT I a irs eT 


27. Young 不 等 式 (p 一 g 不 等 式 ) : 设 Pp, 之 0, 广 十 启 一 则 当 1 P<< 吕 时 ,下 


式 成 立 
1 本 | 过 二 |al* 十 工 1519 (27. 1) 
p 9 


当 0 到 户 挟 1 时 ,不 等 号 反 向 , 仅 当 1281=|a | 和 时 等 号 成 立 . 
证 ”这 个 不 等 式 有 多 种 证 明 方 法 ,例如 : 
@ ”积分 法 : 设 y = 2(z) 是 L0,aj 上 严格 递增 的 连续 函数 ,比较 面积 得 


a b 
ab <| gpCz)dz 十 | Oo (yy)dyya 0 过 0， 
[0 LA] 


式 中 x 二 gg '(y) 是 y 二 g(x) 的 反 函 数 ,然后 取 p(x) 一 zx. 
@ ”考虑 二 元 函数 
flzxyy) = rx/p+y/q— zr ?y's 
在 凸 域 了 = {(zx,y) ; zx,y 之 0} 上 的 凸 性 . 
图 ”微分 法 :固定 x 汪 > 0, 求 一 元 函数 
p(y) 一 Sr? | Co 
在 [0,ce》 上 的 极 值 ,p 在 yo 一 双 ( 式 中 = 1/( 一 也 ) 时 取 最 小 值 . 即 p(y) 之 oo) 一 0. 
@ “代数 法 :利用 Bernoulli 不 等 式 :z > 0,0 二 a 二 1.x 一 1 之 alx 一 1). 再 取 
a = 1/gsx = br/a?. 
Young 不 等 式 有 许多 变形 ,改进 和 推广 ,例如 ; 


(1) 设 z,y 之 0, 方 十 亡 王 111 之 p 二", 则 
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1 


上 


Zz Py < 挟 5 ed (27. 2) 
Zz Py < St 十 yt , (ft > 0); (27. 3) 
XZy A 二)y.(0<Ai<1l) (27. 4) 


它们 的 证 明 见 第 1 章 § 2C2.25). 
(2) (27. 4) 式 的 改进 是 Gerber 不 等 式 : 设 0 三 zc 之 1,M 一 全 A(1 一 D(x 一 

y)?. 若 0 二 4 二 1, 或 * 汪 2, 则 
Et Dy -ry M. (27. 5) 


当 4 二 0 或 1 二 4 二 2 时 ,不 等 号 反 向 . (Alic,M, 等 [303]1998,1(4):507 ~ 516) 
(3) 设 z 盖 0,y 二 一 1/ 则 


Tl /lt 
ry <z|( 7 )+ (TF7) . (27. 6) 
(4) 设 1 一 和 < 一 co 工 =1 则 
t=1 加 
lal* < 5 ila,l. (27.7) 
二 一 工 &=l1 pe: 
1 2 1 1 1 
0 pVaM VY) Sp ta YS FAG V3) ， 7 
1 


式 中 zy 庆 0,1 二 pp 过 ,+ 7 = lpVg— max(p,g),p Mg— min(p,q), 
([345]1990 ,4. 此 外 见 第 1 章 § 2(2.75) 和 第 5 章 § 3No. 38) 


注 1 (27.7) 式 可 改写 成 : 设 0 一 包 < co,》 二 一 


[lel< DE la. 
(27. 8) 式 可 改写 成 : 设 0 过 A 过 1,m 二 min{4,1 一 A}, M = 二 max{4,1 一 A}. 则 
mT—M yy CADy— ry MOVr 一 Vy)2， 
(6) ”利用 (27.2) 可 推出 : 设 0 之 zx,y 志 1, 1 之 p 过 ~， 亡 + 二 = 1, 则 


riyt (ll yl (27. 9) 


(7) 设 1 二 p 声 2， 2 1, x,y 之 0, 则 
二 — y#)? < or ty <o 一 好) 


([301]343(2)(2008) ,842 ~ 852) 
(8) ”在 (27. 3) 式 中 取 a 二 x?， b= ys, t= 二 s ,得 到 
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b 


€ 


| 轨 | 二 工 |s 1 十 填 
p gq 


28.， 设 a,b 放 0,0 夺 p 志 mm EN;, 则 


_ at op/(t "i] 
0 < (a™ + 6™)?™ 1 < (TF ) 


([305]1992,99(9) ,E10257) 
29. 设 z>>y>0 力 三 g>0, 则 当 ( 加 一 9 过 pq(p 十 gq) 时 ,成 立 


[9 < [二 ce 二 ([305]1984,94(4) :261 ~ 


262) 
30。 Dresden 不 等 式 : 设 0 之 4a 牵 弃 志 zz; 则 
ANT 一 VTi < wxza 一 @ 一 ATi 一 a 势 Mrs — x1. 
提示 : 令 f(z) 二 xz” , 则 


xz — f(x1) = Fr wee Wd = fm 一 oa 一 For — a). 


推广 ， 设 0 达 a 过 zi 声 xzy,9 是 [zi 一 4a,xz」 上 的 连续 山 函 数 , 则 
GT2) — plX1) SE phxs 一 4) — GX 一 4)， 
由 此 推出 ,0 二 pp 二 1 时 ， 
Xt — zt (rm a)? — (xi— a)?*. (L77126,239 ~ 240) 
31.。 Turner-Conway 不 等 式 : 设 4,5 放 0,p,9 之 1, 则 
(a 十 BD) 名 过 [Ca 二 56)? 一 qa? 十 [Ca 十 6)" 一 Bb]?*. (31.1) 
当 0 之 p,q 过 1 时 ,不 等 号 反 向 . 
特别 , 当 56 二 1 一 a，0 二 4a 二 1,p,9 六 1 时 ,(1 一 ga?) 十 (1 一 并 
推广 ， 设 ax 十 bx 二 1,0 < 之 ap 过 1.7 二 2m 二 1 yn,(myn 之 1), 则 


JTa- Ta + 1a-1w>1. (31. 2) 
(SIAN Review,1968,10:;107 ~ 108;1969,1;402 ~ 406) (31, 2) 式 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 
2000 年 , 石 焕 南 用 概率 方法 给 出 了 一 个 新 的 简洁 的 证 明 . ([351]2000,5 ~ 6;14) 
32. (1) ”对 称 函 数 不 等 式 : 设 0 二 zr,y 达 1/2,p 为 实数 , 则 
(1 一 z)8- 十 (1 一 ?7)8 (1— zx) (1 vy) 
xz? 十 y? < ( 7 ) . 
仅 当 p= 二 0 或 z= yy 时 等 号 成 立 . 
( 王 鹏 飞 , 王 挽 澜 , 成 都 科技 大 学 学 报 1985,2:87 ~ 91)1987 年 , 黄 践 将 上 述 不 等 式 推 
广 到 锥 上 双 正 齐 性 泛 了 浮上 去 . ([356]1987,2;10 一 15) 


(2) ” 祁 锋 不 等 式 : 设 p,qg 宇 0,0 二 x 过 yy, 则 
ply 一 rety 


之 


yr 7 之 pay)", 


而 当 p,g 宇 1,0 二 xz 二 yy 时 ,上 式 可 改进 为 


([301]1997 ,211(2):616 ~ 620) 
2005 年 , 江 永 明证 明 : 设 Zz,y 之 0,zx 关 y,psq 为 实数 . 当 c 声 四 且 满足 如 下 4 个 条 件 


之 一 时 :Op 宇 qg 记 0;@p gqg 过 0;@gq 宇 -p>>0;@ 一 g 宇 p>0, 则 


xX?*C— 


Ys ry) (32. 1) 


ya 一 2 
车 之 万 且 中 一 四 中 pp 与 9 互 换 , 则 式 (32.1) 中 不 等 号 反 向 . ([351]2005,4:396 ~ 398) 


我 们 要 问 ; (32. 1) 式 中 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
(3) 设 0 二 x 二 yy 二 1 或 1 二 xz 二 yy, 则 


兰 < (位 党 < 半天. 
宛 
([304]2000,1(2) 和 [305]1995,102(8) :746) 
(4) ” 设 0 二 xz,y 二 1, 则 
l] 二 xy 过 XY 十 yy 
提示 :固定 y, 令 f(z) 二 说 十 y 一 1 一 zy ,问题 变 成 要 证 f(x) >> 0. 可 用 反 证 法 . 
([345]1988,11:32) 
(5) 设 z,y>0, 则 
TT 十 之 1. 

证 ”因为 x 宇 1 或 y 宇 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 , 所 以 ,不 妨 设 0 二 zx,y 二 1, 令 y= 约 . 
由 对 称 性 ,只 考虑 0 过 :之 1, 由 于 x’ 在 zx = 1/e 时 取得 最 小 值 z。 一 et, 且 世 之 1 所以， 
f= 
而 g() 在 二 1 一 e 过 0 时 有 唯一 的 极 小 值 . 从 而 g 在 上 二 b 时 递增 ,又 f(0) = 1,f(1) 
一 2to 之 1, 于 是 gC2) 之 1, 所 以 f(z) 之 1, 证 毕 . (其 他 证 法 见 [4]384) 

(6) ” 设 0 二 a 二 5b, 蔡 a 十 5 之 1, 或 el! 二 a 二 5b, 则 


a“ 之 0, 
提示 :利用 f(x) == x" 在 zx 汪 e! 时 的 严格 递增 性 . 
(7) ” [MCU]. 设 0 二 a 二 6b, 则 a” < 二. (32. 2) 


证 ” 先 设 2>a >1, 对 所 证 不 等 式 两 边 两 次 取 对 数 后 变 成 
lnlna 十 alnb < lnlnb 十 blna. 


令 工 一 ln y 二 lna,; 则 zz 守 1,y 0. 再 令 f(x,y) 一 xe’ 一 e?. 于 是 只 要 证 


lna” 
lnz > yf (zx,y). - (32. 3) 
因为 f(x,y) = ze 一 ze 过 0. 所 以 ,f(xyy) 之 f(x,0) 二 x 一 1]. 
@@ 车 f(z,y) 过 0, 则 (32.3) 式 显然 成 立 ; 
四 若 JFGrzy)>0, 即 工 一 ec 3 >>0. 从 而 Inz > (zx 一 Dy > yf (zx,y). 
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若 将 条 件 放宽 为 已 > a 汪 > 0, 结 论 仍 成 立 , 但 证 明 方 法 不 同 . ([30511990,97(4) :346) 
(8) 妈 与 2 大 小 的 比较 : 设 a,2 为 正 数 ,车 1<a<e 几 是 函数 方程 az = x? 的 实 根 ， 
且 4 汪 2, 则 
@ 若 0 二 a<b<e, 或 0 二 a 才 1 之 b, 或 1 过 a 过 e<b<h 则 a 之; 
四 若 e 二 a 二 5 或 1 之 a 之 e 过 4 过 5, 则 a: 汪 > 以， 
由 此 推出 , 设 0 二 z+ 二 ,z+ 关 e; 则 zr 过 er, 特别 x < 过". 


1997 年 , 文 家 金 等 对 于 短 平 均 M, (4a,b) 二 [FC +b)] (pA 0) 


(第 1 章 § 3(3.43)) 证 明 : 

设 1 过 a 过 ee 过 5, 若 仙 (4,6) 之 ey 则 a 二， 

若 M14a,6) 之 e, 则 a > 六 .大学生 数 学 通讯 ,重庆 师范 学 院 ,1997. 2) 

2000 年 , 罗 钊 文 家 金 收 进 为 : 若 Mz(a,) 这 oe, 则 a 过 如 ;车 Miw(a,6b) 宇 e, 则 a 
> 6. ([100]83 ~ 88) 

2003 年 , 张 勇 等 利用 优势 理论 和 数学 软件 证 明 : 

设 a = 0.017791… 是 方程 x 一 e !'lnzx 一 1.5 二 0 在 (0,e 1!) 上 的 唯一 实 根 ， 

8B 二 4.01429… 是 方程 x《1 一 1nz) 十 (nz 一 1) ”一 1 二 0 在 (e,e:〉 上 的 唯一 实 根 . 
则 当 zy E [aye '] 或 z+,y E Le?!,8] 时 ， 

十 yr 2(VIy) YY. 
若 z,yE [8,ce), 则 不 等 号 反 向 . 


上 
若 妆 之 p， 之 一 (Zi 和 Zn)， G, (a) 一 (Tla)” , 则 
p=1 


>)， x nn DELG, a). (L35112003,6:1 ~ 6) 


lh jn 
33， [MCM] 设 z,y,;z 宇 0, 有 是 xz 十 y 十 z= 二 1, 则 
Ory 二 yw 二 zr 2xyz 7/27. 
证 记 f(zx,y,z) 二 xy 十 入 十 zi 一 2xyz, 不 妨 设 z+ 宇 y 宇 z 宇 0, 由 zx 十 y 十 z= 二 
1 得 ,z 志 1/3,z 十 y 之 2/3, 从 而 2zxyz 过 (2/3)zy 过 xy, 于 是 f(xyy,z) 之 0. 为 证 f(z， 
ysz) 仿 7/27, 可 令 Xx 十 y 二 2/3 十 7, 则 zz 二 1/3 一 r,0 过 +r 太 1/3, 青 利用 zy 委 [Cz 十 y)7/2]: 
二 《1/3 十 r/2)* 即 可 得 证 . 
推广 : (1) 设 工 ,y,z,asB 均 为 非 负 实 数 ,和 且 zx 十 y 十 z= 二 a,0 牵 o8 声 9/4, 则 
XYy 十 yz 十 zz 一 Bryz 信 (9 一 ofB)e /27,， 
仪 当 xz 二 y 二 xz 二 a/3 时 等 号 成 立 . 
《2) 设 个 非 负数 zs 之 和 为 a, 则 


9 < 2 (有 > 一 [一 D/alllz nn loa/n. 
hj 


(3) 设 zx,y,;z 守 0,7 十 y 十 z 二 1, 令 S= Xxy 十 yw 十 zz 一 Bryz， 


当 0<<B< 了 时 ,0 S28; 当 了 <B<9 时 ,0 之 S<i， 


当 8B> 9 时 ,8< Ss 之 二 


提示 :用 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 令 f(x) = >)zy 一 681Tz 上 +AC>z 一 D)， 

34. 设 a,b,c 是 不 全 等 的 正 数 .下 面 利 用 “符号 说 明 ” 中 的 循环 和 、 积 的 缩写 记号 ,如 
Da 表示 a 十 6 十 c. 》)ab 表示 ab 十 bt 十 ca ,|[[ a 表示 abec ,|[ (a8) 表示 Cab) Cbc) (ea) 等 . 

(1) 1990 年 , 宋 庆 证 明了 下 述 不 等 式 链 : 


一 a 3v3 [ila 


< Vlad < Bs < at VB i <3(D YD dava) 


< 健全 


(2) 2) < >)(a 十 8 一 c)?， 


< 2a’. (L34811990,12:17 ~ 19) 


(3) 年 | < 了 < <. 


(4) [MCM]. > <V(>a)(>)a); 若 >)a 一 1, 则 >)a 十 2 /3TTa 太 1. 

(5) [MCM]. Da > 3 [oa+ > (ae 十 站 (一 c. 式 中 24 一 min{a,b,c)}. 

(6) 3JTa < Do Flt < Da 
< Be) < Dea. 


(7) 2210 > ?10 十 3abc > >)ab(a 十 中 . 

(8) 27[[a 一 (> a)3 一 9>7a3. 

(9) (aoC>ya) < Pa) < 1/2 da: (40 2 Da 

(10) Dya’ > (T1009)a’). 

(1) CY) — DGB+ema)s > 80C TT oD op). 

(12) [MCU]J. abc’ < 27(1/5 > )a)5. 

提示 :考虑 f(x,y,z) = ln(xyz’) 在 区 域 D= {(zx,y,z): Siz 二 57?} 上 的 极 大 值 ， 


式 中 TY 均 为 正 数 . 
(13) [MCUJ. 设 1 之 a 过 5 之 c 过 4, 令 


flasbd) = Ca— 1) + 一 D2 十 (下 一 DD 十 (全 一 1)*， 


则 ”flab,0) 之 4(V2 一 1). 仅 当 a = V2,b 二 2,c 二 2V3 时 等 号 成 立 . 
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提示 ;: 设 0 二 pp 二 g,p 太 区 忒 q; 求 f(x) 一 1 十 (全 一 切 3 在 [p,q] 上 的 极 值 . 


(14) 3min(abyc} < (2 一 (>)a2 一 100)102 
一 >)a 直 (20 一 >)ab)702 一 3maxta,byc)i 
若 加 上 条 件 : 旦 一 4ac 之 0, 则 
Tmin(a,b,c) F< Da Tmax(a,b,c). 
([38]430 B3 一 059) 
3 
(15) [MCMJ. YI at < > Vota 3(l(at+). 


(16) ” 设 a 关 5, 则 


vi 


(全 六 一 (举人 


bic 


_，、 atx 5 、 
提示 :证 明 f(x) = (sz) 在 [0,co) 上 严格 递增 . 


(17) 设 >a 一 1, 则 22 时 ， 
2 二 站 一 2 Viatl< 3 X77、 
其 中 上 界 佑 计 由 石 焕 南 给 出 . (L351]2001,2,7) 
(18)”[MCMJ. 设 3a=1, 则 [| 十 a) 宇 8[| (1 一 4a). ([38]445 B3 一 085) 
(19) 设 1/4 之 1 之 1, 则 


a 3 
2 TT < sr 
若 0 委 上 委 9/8, 则 


a 3 
2 TT < F378 


( 刘 保 乾 提 出 ,陈胜 利 证 明 ,[35112001,2,7 ~ 8) 
若 0 委 上 委 1, 则 


a 3 
之 ta 下 5 下 5 全 上 十 2 
当 # > 1 时 ,不 等 式 反 向 . ( 褚 小 光 , 吴 云 辉 ,[351]2001,249) 
但 又 已 知 元 -区 半 ( 宿 晓 明 ). 因此, 我们 可 以 进一步 问 :在 4,t,h 满足 什 


么 条 件 下 ， >) aT Ti 的 上 下 界 是 什么 ?更 进一步 ,其 最 优 上 下 界 是 什么 ?2003 年 ， 


肖 振 纲 .张志华 证 明 : 设 所 不 全 为 零 , 且 tt 十 ts 之 2t1, 则 


S$) a 全 3 
tia 十 tb 十 tc 让 十 ts 十” 


仅 当 th = ts = 二 6 或 4a = 二 b= 二 cc 时 等 号 成 立 . (福建 中 学 数学 ,2003,5:18 一 19,21) 
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(20) DD > 亏 X30,p> 1 


仅 当 a = 二 5 二 < 时 等 号 成 立 . 
证 ”可 用 切 比 雪夫 不 等 式 和 凸 函数 不 等 式 ,也 可 用 等 比 级 数 求 和 公式 和 Cs 不 等 式 ， 
不 妨 设 2a = 1 则 


和 且 0 二 mn 过 “0M 
2m mi+M 


2001 aa 二 1, 则 了 5 后 -之子 的 充 要 条 件 是 p 十 p 一 2 


过 0 即 p 守 1 或 p 过 一 2 (p = 一 3 时 为 36 届 IMO). 用 级 数 展开 式 时 ,就 不 能 再 设 2)a 一 
1, 我 们 记 S = >1c, 则 SS 之 3 Vabc = 3. 
之 1, 则 


于 是 
artt Dott pik 2 1 .41 b pik sd 
Di D> (s) (3) > (3) 
仅 当 < 一 0 一 c 时 等 号 成 立 ， 
若 p 志 一 2, 则 令 a 二 1/a 二 1/b,cl == 1/c 转化 为 p 宇 1 的 情形 . 
进一步 的 推广 是 ; 设 ][a = 1,2，,9 为 实数 , 则 


D) -yep 之 襄 的 充 要 条 件 是 p* 一 pq 一 29 之 0.([345]2001,12:18 ~ 19) 
(21) D>4 Be 6; D> 

(22) VD) +2 < Dee. 

(23) (D2)D) 2) > 9 D0) D3 >. 


《24) Carlson 不 等 式 : 
1/2 3 
(§>%) < (8I eto) . ([10]310 ~ 311) 
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(25) Janous 不 等 式 : (4 > 0). 
黄 启 林 证 明 : 
SF > 忆 乞 于 0 (mn€ N); 
当 加 >>0 时 》) 一 ”> 0, 而 当 pq 二 0 时 不 等 号 反 向 . ([348]2000,3:44 ~ 46) 


(5 十 5 
(26) [MCM]J. Il (a+6—o) < 1a 
今 2+ = 二 5 十 c 一 a,2y 二 Cc 十 a 一 b,2z 二 4 十 6 一 c. 得 到 


8T[z < T+ < 3 De). 
(27) 2 (<> (2); TT(#) <1<II (£) ， 


提示 :利用 xz 守 0 时 ,z6G/o2-1 去 1 过 zc. 


(28) 若 a>p>>c>0, 则 2 人 >>3i 
Tle < [le < Ia; [la < (II ) ， 


(< (入 引 ， LT、 4 


C& 一 C p—e 


5 :了 
(29〉 [MCM]. Te < (Toei 一 (§>) < < 等 

a 
(30) 0 一 eo 


二 3 一 一 
2) I 太志 ys 这 ([38]473. B3 一 133) 


(32) [MCM]. > ， < Hz 


，2000 年 , 王 林 全 等 用 变形 技巧 给 出 了 一 个 简捷 的 证 明 : 
因为 @m 十 旦 一 (< 十 六 (人 一 田 十 区 ) (Ca 十 切中 ,所 以 ， 


abc 过 abc C 
人 a 二 5b 二 ec” 


TR Dr < ri 
《中 学 数学 思想 方法 概论 ,广州 :暨南 大 学 出 版 社 ,2000 ,328) 
(33) 5 人 < DE,neN. 


(34) 设 pg 宇 0, 则 
Darlar —b)>0, 


一 1. 
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当 


当 24s 委 和 二 as 和 24s 委 ) 十 2 时 ,不 等 号 反 向 ， 


当 pg 声 0 时 不 等 号 反 向 .( 罗 南星 ,[348]2000 ,9:29) 
(35) 设 郊 字 21 ,或 郑 一 加, 则 
1 
> a"™(l++6”) > CT 对 
( 侯 典 峰 ,[351]2007,3:361 ~ 365)n 二 m 二 1 时 是 2006 [MC]. 
(36)” 设 [[a==1; 则 
a 3 a’ 3 
DD re 2 TFTrs> 
(37)” 设 2 二 1, 则 
6Y3< (5 vaTo) <HI tt. 
(38) 设 p,g 宇 1， 和 
> rp > 了 FD ([351]2007,4:414 ~ 419) 


车 令 f(p,q,7) 一 > 玉生 一 我们 间 ; (p,q,7) 的 最 佳 上 .下界 是 什么 ? 


已 知 避 a 一 1 时 ,/(2,2,1) 之 并.([351]2008,1:108) 


r 


、 CQ 和 
(39) 记 Fa ayr) 一 (之 Har Fab ) 
当 r = 二 1 时 , 记 gpiyh) = f pih ,1). 
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LMC] 


LMC] 


对 于 参数 pi ,A4，r 的 不 同 选择 ,可 以 得 到 一 系列 有 用 的 不 等 式 . 目前 ,已 知 的 结果 有 : 
@ 着 abc 之 1, 村 二 1,ps 二 起 二 1,P 二 一 py 宇 1 或 p 寺 一 2 时 ,成 立 


p 
8(p'D) 一 2 spr 1 


一 2 过 过 1 时 ,不 等 号 反 向 . 


© 当 pi =2, p=p=p=1, 


a’ Za 


SC 一 之 2 二 5 下 1 全 > 


二 pr 4,Al 4, A2 As 1 时 ,成 立 


as 1 
之 da 二线 十 < 7: 

四 设 p 二 pi= pi, 9 二 ps 二 py; 则 当 241 和 1 十 is 时 ， 

之 


p 


a 
之 TT Tie Da 


2 ) 


© 当 p;=1,A 2，) 一 1 一 1, 0 天 7- 扫 时 ,ff(1,Ai97) 声 
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@ 当 p=1,0 过 入 1+YV3, 术 二 加 二 1,7r 之 0 或 7 之 2 时 ， 


3 
C41 十 2)” 


([351]2007(4) ,2008(1 ~ 2)) 
分 守 文 还 进一步 提出 了 若干 猜想 . 我 们 可 以 进一步 问 :在 一 般 情形 下 ,f 的 上 、 下 界 是 
多 少 ? 
(40) 令 Fu 一 < ， 
7 之 VAia’ 十 和 本 十 Ms 十 和 vc 
我 们 问 :对 于 一 般 的 参数 %，f 的 最 佳 上 .下 界 是 什么 ?目前 已 知 的 结果 有 : 


DD 当 X 1, 4 8, Xz 一 1 0 时 ,> 一 <- 渤 1(42 届 IMO); 
1 3 2 4 之 > 


f ll,Ars 7) 


oe 3Y, 
Va 2 
图 = 二 1, 雍 二 久 4 一 和 ,A 二 24， 则 当 4 宇 2 时, 成立 


® 和 = 和 一 1 一 和 一 0 时 ,< >， 


fl ;和 ,2A,A) 一 


a 3 
之， > 
Va’ 十 KBD 十 c) V414 十 工 
当 A E€ We 时 ,不 等 号 反 向 . 


我 们 间 : 6 之 4 二 2 时 ， f(1,4,24,4) 的 上 、\ 下 界 是 多 少 ? 


本 Pe . 
24 十 1 


([351]2009,3:290 ~ 292,2009,4:423 ~ 425) 


由 入 一 0,44 二 4 二 1,4 二 地. 则 /C0， ,1, 荆 ,1) 之 


(41) 设 0 委 apic<1, 且 >)a 一 1, 户 六 0. 则 
> (as 十 吧 十 玉 ) > min(4*(2 十 3?),37t1}). (Janous [221]458) 
(42)” 设 4,p 之 0. 则 当 p 记 0 或 p 之 1 时 ， ee 


a p 
之 (Wii) > Gr 
并 对 0 二 pp 二 1 的 情形 ,提出 了 若 于 新 的 猜想 . ([ 351]2003,6;10 一 12) 


(43) 记 f/(p) 一 眉 地 十 2p' 已 知 f(2) 之 1, fC3) 之 1.( 杨 志明 [351]2006， 


1:431) 
我 们 问 :对 于 一 般 的 p,f(p) 的 最 佳 上 、 下 界 是 什么 ? 


Qa tbo 34 
M44) 2 Tr < 4 《一 2 时 为 32 届 美国 IMO). 


(L35112006,1:71 ~ 73) 
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(& 十 0 一 c) 3 1 1997 IMO 
(45) 2 人 下 之 (一 1 为 1997 年 日 本 ). 


([351]2006 ,3:326 ~ 328) 


(46) 设 避 a 二 1, 则 忆 二 25____ (CT305]2007,114(1) :649) 


全 1 十 48]|] a 


、 a (2n 十 1) 地 
(47) 设 2)o =1, 则 2 了 之 ~ (L305]2006,113(1):79) 


(48) 设 0<apc<1，>)a 一 2, 则 > aboocl < 委 2.([371]2003,76(2):152) 


1 [ae 十 (一 c) 下 
(49) 设 和 ERR， ， 则 > ， 也 和 > ([351]2006,4:431) 
(50)” 设 zx,y,z 是 实数 , 且 不 同时 为 零 , 则 


1 一 V19 一 到 十 2xzz 十 3yz -1+ v19 
6 2 十 内 十 9z2 6 


([351]2006,4:432 ~ 434) 
35. ”2001 年 , 马 统一 证 明 : 设 0 二 a,b,c 过 1/2,》)a==1, 则 


ab a 1 一 2c (1 — 2a) (1 — 25) 
2 aan > 2 > >> a 之 3 


仅 当 a 一 一 < 一 计时 等 号 成 立 .并 提出 猜想 : 设 0 过 zx 过 去， > 一 1,n 之 3, 则 
天 一 1 


Xa Xs "Tn 2—n Xl _ —n 1 2 
2 a a 2 


之 (nC— 2) >， (1 一 2z)(1 一 2z3)…(1 — 27x,) > n 


Xr Ta Tn (7 一 2) 
仅 当 zz = zx 二 … 二 x 二 1/n 时 等 号 成 立 . 
36. 设 0 二 a,byc 二 1, 则 


Va Vathid e+ Va tdi) 


> (1 一 0 243. 
提示 :构造 边 长 为 1 的 立方 体 ,使 得 各 楼 的 长 度 分 为 a,1 一 a,61 一 b,c,1 一 c, 于 是 分 
成 8 个 小 长 方 体 ,再 考虑 每 个 小 长 方 体 对 角 线 的 长 ,然后 相 加 . 
37. [MCMj]. 设 0 过 a;byc 之 1, 则 
2 orit ll -<! 
证 ” 若 直 接 通 分 ,就 会 把 问题 弄 得 很 复杂 .不 妨 设 0 达 a 过 5 三 cc 牵 1. 于 是 ,不 等 式 


、 CQ 十 5 十 c 1l—ec > 
左边 私 sroritlla a)=1 二 FiLl (1 十 a 十 0)(1 一 a) (1 一 5)]. 再 注意 


(FatO— od DSI+tatota) ll) = (1) 1) 1 不 
等 式 即 可 得 证 . 特别 地 , 若 >)a = 1, 则 
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入 < < 2 TeTri- ll0- 


推广 ， 设 0 二 a 声 1,5, 一 2 之 2, 则 


和 > TT + -< 1l. 

证 -> 二 和 疼 一 可 Ta CD) 
-> > Da -0) 
> +S, —a) 1T 00)] 


> 5 [1 一 (+S, etl—a +++1—a)] = 0. 
k 


《左边 不 等 式 的 证 明 见 [L350]1993,5;40) 
38， 设 2)a >0, 则 
> Va te >v2( 0). 
提示 :可 用 复数 不 等 式 ; | zi 十 zz 十 zs | 委 | | 十 | zz | 十 | zs |. 式 中 之 二 4a 十 访 ,z 二 
6 十 ic ,zs 二 c 十 记 . 还 可 构造 直角 三 角形 ,用 勾 股 定理 证 明 . 


推广 : 设 >vaks > 0, 记 an 一 ca, 则 


DY at Fab) > V2 Pa) 
39. 设 os 为 实数 ,a 闫 5, 则 
Vla—c) iB+ Vaibe—ce) >vV2|a—bl. 
提示 ; 可 用 解析 几何 方法 证 明 , 在 平面 直角 坐标 系 中 , 取 点 PiCa,6)，,P2(b,a)， 
Ps《c,0). 利用 不 等 式 | P; Ps | 过 | P, Ps | 十 ! P,P | 即 可 得 证 . 
40. [MCU]. 设 a,b,c 是 不 全 为 零 的 整数 , 且 每 一 个 的 绝对 值 均 小 于 10° , 则 
| ee 十 5wV2 十 cvV3 |> 10-2 ， 
证 令 拨 二 a 十 6V2 十 cV3. 令 所 ,fs, 所 为 形 如 a 土 5V2 土 cV3 的 另外 三 数 .利用 


V2 和 V3 的 无 理性 以 及 a,p,c 不 全 为 零 的 条 件 , 易 证 所 有 fi 都 不 为 零 ,上 且 f 一 TI 为 整 
数 , 从 而 | 了 | 实 1. 再 由 | fi | 过 10', 即 可 得 出 | 六 | 三 | ffif417 > 1072. 
([66]484,487) 
杨 克 昌 通 过 构造 新 的 无 理 数 , 即 当 6,c 不 同时 为 零 时 , 记 gi 二 fi,gz 二 fsfi,gs 二 
fygs 二 ff31g 二 g1828384; 仍 有 | g | 之 1, 得 到 一 个 改进 结果 . 
[fi (> 10 [C+VD HY YE HVT > 10”. (L9915,26 ~ 36) 
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注 ”车 a,6b,c 是 不 全 为 零 的 整数 , 且 其 绝对 值 均 小 于 10, 则 | fi | 一 10 
我 们 进一步 问 :在 所 给 条 件 下 ,| 有 | 和 | 》) Vzas | 的 最 优 下 界 是 什么 ? 


41. ”Oppenheim 不 等 式 : 设 a,b,c 为 正 数 , 且 


(1) min{a,b,c} < zx,y,z < max{a,b,c). (41. 1) 
(2) Da >)7. (41. 2) 
则 (3) [Tle Tx (41. 3) 
和 (4) Dy < Dry. (41. 4) 


反之 , 若 (41. 3) 中 不 等 号 反 向 , 则 (41. 2) 式 中 不 等 号 也 反 向 ,而 且 还 成 立 ， 

(5) > at > Dx. (p> 0). 

车 (41.4) 中 不 等 号 反 向 , 则 (41. 2) 中 不 等 号 也 反 向 . 以 上 均 仅 当 a,6,c 按 某 一 顺序 分 
别 等 于 x,y,z 时 等 号 成 立 . 证 明 及 其 推广 见 [325]1965,49:160 一 162, 和 [331]1968,210 
一 228:21 ~ 24 等 ) 

42. 设 a,b sc 为 任意 实数 ， 则 

>)1(1 十 az)2(1 十 下)2(a 一 c)2(0 一 c)2 > 2 late )JLTT Ca — 5):1. 

(L305]1988 ,95(2) ,E3074) 

43. LMCM]. WE 二 1, 则 

—1/2< 7% < 

提示 :利用 不 等 式 : 一 》)a? 去 Tg 2 da. 

推论 ” 设 S, = 2 55 < Dean <S,. 


I 关上 


44. ” [MCU]. 设 实数 a,6b,c 中 任意 两 数 之 和 大 于 3, 则 

(Da + I < Be). 
提示 : 作 代 换 :2z 二 8 十 c 一 a, 2y 二 c 十 4 一 b, 2z 二 4 十 6b 一 c. 
45. [MCM]. 设 abc 满足 >J)a>0,[[a>o0. 则 >yar >0. 
46. Schur 不 等 式 : 设 z,y，,z 是 正 数 ,a 为 实数 , 则 


Dr (ry (rr) 0, (46. 1) 
仅 当 之 二 y = z 时 等 号 成 立 . 
Schur 不 等 式 已 有 许多 推广 ,例如 : 
(1)” 设 ars,bi(l 声 上 过 3) 均 为 正 数 , 并 且 
al? + al? < al’?; (46. 2) 
bi 十 及 而 之 记 而 ， (46. 3) 


则 当 p 二 0 时 ,成 立 
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Biazaa3 一 22zasal 十 paaias 之 0, (46. 4) 
车 一 1 二 pp 二 0 则 (46.3) 与 (46.4) 式 反 向 ;车 p 过 一 1, 则 (46. 2 与 (46 3) 式 反 向 . 
， pt1l pt1 
在 所 有 情形 下 , 仅 当 (46. 2) 与 (46. 3) 式 中 等 号 成 立 且 7 一 7 一 史 - 时 ,(46.4) 
1 
式 中 等 号 成 立 . 


(2) 设 S, = Da ls )) ,对 递减 实数 列 {x4}?-1 ,5 宇 0 的 充 要 条 件 是 ， 
和 
@ 2 一 3 时 是 ai 守 0,ay 志 (a 十 a 人 ,Qs 之 0; 加 7 过 4 时 是 as 委 ai， 
(一 1)"(c 一 ao) 字 0, (一 1])4 叶 人 之 0 和 雪 & 生 2 和 2 天 7 一 1， 
(证 明 及 参考 文献 见 [4]157 ~ 161) 
(3) 设 ai 去 az 信 Qa3; 且 Ql 之 0,as 守 0,4z 委 (Vart Var) ; 则 
这 61 (ai 一 az) (ai 一 as) > 0.( 陈 胜利 ) 
47. [MCM]. Djalx 一 y) (zx 一 x) 之 0, 对 任意 实数 x,y,z 均 成 立 的 充 要 条 件 是 a， 
b,c 均 非 负 且 满足 >)az 二 2 >)ab. 
48. 设 工 ,yz 为 实数 , 则 
zy 十 2 巡 扫 (V572)(z2 十 好 十 刀 )， 
证 ”引入 待定 参数  ,)z > 0, 使 得 
1 


ZXy 十 2yz 魏 A + 元 元 > 2) 十 hz yy 十 十 2 一 可 + (a 和 二 和)y 十 亏 。 
令 坟 和 一 区 二 Az 一 > ,得 Ai = M5 ,A 一 2 于 是 ZXy 十 2yz < 魏 Dz. 证 毕 ， 
1 2 


([345]1991,4:48) 
49. 设 实 数 a,b,c,d 不 同时 为 零 , 则 
B+2be tde -1 二 2 5 
Da 2 4 
提示 :引信 正 的 参数 41,4;,X， 作为 待定 系数 : (Ua)? 十 太守 2X1ab，(h26)? 十 ce 
洋 24sBc ，(hsc)? 十 QA? 之 2Xscd. 变形 相 加 得 到 


分 人 十 ( 吉 - 十 入) 六 十 ( 他 十 学 ) 吃 十 到 d? > + 2 + ed. 
3 


A 1 1 .A 1 _ _ 1 十 V2 
信人 ll 一 | 一 3 _ 如 — — 
令 二 到 hh 于 3 到 " 解 得 XA1 一 V2 十 1. 而 上 界 5 在 a 二 d=1,6 


二 Cc 二 1 十 V2 时 取得 ， 
50， 设 ad 三 0,pc>0 满 足 2 十 c& 二 az: 则 


pb 1 
Hata 二 5 之 V2 2 


仅 当 a 一 vV2 二 1 一 2 一 lc 一 2,d 一 0 时 等 号 成 立 . 
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提示 :注意 变形 技巧 :不 妨 设 a 十 6 之 c 十 d, 则 5 十 c 之 去 了)a. 从 而 


6 c _ bie 1 1 Za 1 1 
Tat rs Ha Fa arb at to ra ats’ 


_ 4 十 ,ctad_ 1 _1 
Tata tatp 3 V2 2 


51. [MCMJ. (1) 设 ap,c:d 之 0, 并 记 S= 》) zp 二 志 " 则 1<S<2. 


、 a _ a 
证 S< 2 745”2. 务 -方面 S> 2 7ppteTa 1 
注意 : 若 引入 新 的 变量 作 变 形 ,S > 1 可 改进 为 > 于, 即 令 z 一 0 十 c 十 dy 一 < 十 4 


十 cz 一 dd 十 < 十 5 一 4 十 bp 十 c, 则 


a 一 言 (7 十 = 十 & 一 2z)，6 (2 十 u 十 工 2y)， 


< 一 到 (二 xz 十 y 一 2z)，d 一 (z 十 ?十 z 一 2z)， 
然后 利用 zx 十 1/x >> 2, 得 到 
1 YF T_T 工 _8)= 
$= [2 T+) 8] > (6X2—8) 
(2) 设 a,b,c,q 均 为 非 零 实数 , 记 


2 


5 一 2 下 十 东 二 荆 ， 则 1<c<2. 


4 
3 


(3)” 设 a,b,c,d 为 非 负 实数 且 》)ab 一 1, 则 


as 1 
2) b+ciad 之 了 ([38]478 B3 一 141) 


C4) 设 正 数 abc,d 满足 5)a = 1, 则 6 了 )a? 之 习习 十 言 。 (2005 年 中 国 香港 


MC) 
52. [MCM]. 给 定 五 个 实数 as ,总 可 找到 五 个 实数 zx; ,使 得 a 一 zs 和 恒 为 自然 数 , 且 


(x — xe)? << 4. 


TsJ<A<5 


( 施 成 亮 用 抛物 线 技巧 和 抽 懂 原理 给 出 了 两 种 证 法 , 详 见 娄 志 渊 等 ,高 中 数学 竞赛 十 八 讲 ， 
浙江 教育 出 版 社 ,1989) 
53. [MCMI. 设 工 放 >0,&k = 二 1,2,…,5, 则 


5 5 
(Dx) > 47) zz 
kl 1 


jk 


推广 : (Dz) 0 Dz 式 中 co 一 240 一 3,n 之 4 时 ,0, 一生 
天 一 1 了 一 1 
Ik 
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提示 :用 数学 归纳 法 证 明 :车 x, 是 (zt 的 最 小 值 . 令 S, = 2 则 


S? 一 2 守 4(— XiZxnl 二 XiTn 二 Ti1 Ta). 
54. 设 二 (1 去 有 赤 6) 为 实数 , 则 


Xl1 Ta 1 


6 6 
Dz — zj 三 V3 TX» Ts 1 . 


k=1 j= 1 
jk Za xe 1 


提示 :用 解析 几何 方法 , 设 (zi zi),(zsyz), (zyze) 是 以 a,byc 为 边 ,面积 为 S 的 三 
角形 的 三 顶点 , 则 上 述 不 等 式 等 价 于 三 角形 不 等 式 中 的 Weitzenback 不 等 式 : 
>71a 之 4V3S，《〈 第 四 章 $1. 一 . No. 1) 
55. 设 a,p,c,z,yyz 为 任意 正 数 , 则 
(人 (及 (二 ) < (生计 
提示 : 求 f(z,y,z) 二 zx*y*zx' 在 条 件 x? 十 y* 十 z? 二 1 下 的 最 大 值 ,其 中 p> 0. 


56. [MCUJ. 设 ai(l 世上 声 ) 为 实数 . 5, 二 》)ai. 令 eo 一 0,e, 二 exper1; 则 
k=1 


aa 十 ce 


>) (1 — a)expS: SS en. 


k=1 
仅 当 a, 二 eo san1 一 eai 二 er1 时 等 号 成 立 . 
n 二 5 时 即 为 21 届 普 特 南 数学 竞赛 试题 . 
提示 :利用 不 等 式 : (1 一 x 十 a)e” 委 e". 
([66]297 ,301 ~ 302, 和 [305]1982 ,89:453 ~ 454) 
57.， [MCUJ. 设 实数 ww(C1 委 & 委 7) 满足: 


M+ Da a) (n>. 
3 


kl = 
则 M 过 2ajaill 过 7 二 £0). 
提示 :用 Cauchy 不 等 式 : 


(Dja)’ < nm D(a 2a0r). 
k=1 k=1 


于 是 
1 


nO—1 


(Dj a)’ Eg Da 十 2cjick， 
4=1 4=1 
由 假设 
M <— (Da) + oD a)’ < 2aas. 
hl n—1 在 : 


58. [MCM]. Chebyshev 不 等 式 : 设 ai 过 a 过 之 aj sb 之 bs 之 之 bs,(n 之 2)， 
贴 


CD a) Cg) < nC dad). 
k=1 k=1 k=1 
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提示 :( 了 lai)( D5) 一 Dawbs 十 Dajbr. 注意 到 
k=1 k=1 k=1 


jE 


ajbs 二 arb; 一 (ajb; 十 a6) 《ai Qk) Co; b.) < ajb; 十 cxkpx。 


而 Dajbs 中 有 n(n 一 1) 项 ,于 是 Dlajbs < (2 一 1) 2》yarbi. ([38]409) 
k=1 


jk jk 


59。 [MCM]. 设 z 为 x 个 实数 .A,(z) 一 二 了 zi, 则 
二 一 


1 


TG+er) 2 [1+ expA, (rx)T. 


&=1 
仅 当 zi 一 zs = 二 … 二 x, 时 等 号 成 立 . 
大 n La 
60. [MCM]. 设 6 一 主 2a,l hn ft) = we 一 ze 一 Yas— 
j=1 k=1 k=1 


61) , 则 g, < f(b,) < 2g,. 
提示 :注意 到 关系 式 f(x) = nlz 一 Bb.)? 十 f(b,), 并 利用 数学 归纳 法 .〈( 详 见 
[38]419. B3 一 038) 
61. (1) [MCM]. 设 0 才 a 万 1,1 志 上 过, 则 
(1 二 Dla) > 4>at. 
k=1 k=1 
(2) ”华罗庚 不 等 式 : 设 we 为 实数 ,p,q > 0, 则 


一 2 2 ~ .9p ,， 
(p 之 oo) 十 9 Zat) > 
仅 当 a 一 … = a, = -名 -时 等 号 成 立 . 
nt+gqg 


( 转 引 [301]1995,196(3) ;1135 ~ 1138; 原文 见 华 罗 庚 “ 堆 急 数论 ” ) 
1992 年 , 王 中 烈 借 助 动 态 规划 法 将 华罗庚 不 等 式 中 的 指数 2 换 成 ~, 即 


设 >>1,o 达 0,>)as 过 p, 则 
夫 一 ] 


) 一 ! p". 


(p— Da)’ +q™(D)a) > (—2 
AS=1 k=1 7 十 


而 当 0<>< 1 时 不 等 号 反 向 , 仅 当 ai 一 … 一 an = 时 等 号 成 立 . ([301]1992 ,166 


345 ~ 350) 当 r><0,as 二 0， Da 之 pp 时 ,Pearce,C. E. M. Pecaric,J. EE. 和 王 挽 澜 等 各 自 


k=1 


用 不 同 的 方法 证 明了 相应 的 不 等 式 , 以 后 , 又 有 许多 作者 将 其 推广 到 复数 域 和 抽象 空间 
中 , 详 见 罗 钊 与 王 挽 澜 的 综合 报告 :“ 关 于 华罗庚 的 一 个 不 等 式 ”(2000 年 12 月 在 “纪念 华 
罗 庚 九 十 诞 展 国际 数学 会 议 ”上 的 报告 )， 

62， 设 a 个 实数 zx; 满足 > 地 一 1, 则 对 任 一 自然 数 A > 1, 存在 不 全 为 零 的 整数 qi， 


| ai 1 和 妥 & 一 1, (1 之 jj 过 nn) ,使 得 
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< KD (62. 1) 


2 太一] 
证 ”由 条 件 和 柯 西 不 等 式 , 有 2) | zi | 所 nC) | zi |) 二 Vn, 又 由 |aj | 一 


1 可知 ,整数 | a; | 只 可 能 是 0,1,…,& 一 1, 在 这 & 个 数 中 任 取 n 个 (可 重复 选取 ) , 记 为 b， 
pp 从 而 Ob; 之 上 一 1, 于 是 ， 


Do lz EE DY) |z | 1Vn. (62. 2) 
将 区 间 [0, (4 一 1) Ynj 等 分 成 ”一 1 个 小 区 间 , 每 个 小 区 间 的 长 度 为 (一 1) Vn/(k" 一 1). 
而 从 不 大 于 一 1 的 个 非 负 整 数 中 任 取 nn 个 的 重复 排列 数 是 &", 所 以 满足 (62.2) 式 的 
5; 1z; | 至 多 有 如 个 值 ,由 抽 层 原理, 当 5b; | z; | 的 如 个 值 都 不 相同 时 , 必 有 两 个 (不 
同 的 ) >)5; | zx; | 和 >76) | zi | 落 在 同一 小 区 间 上 (包括 区 间 端 点 ) ,从 而 

DES (62. 3) 
车 >》6b | x; | 有 取 值 相等 的 , 则 (62. 3) 式 左边 为 零 , 即 (62. 3) 式 仍 成 立 . 所 以 , 令 @ 一 已 


一 bj(l 过 7 牵 n), 便 得 (62.1) 式 . 
63. Abel 不 等 式 :(1) 设 刀 宇 … 宇 b, 宇 0, 记 


友 
S = Dajsm = min(Si,"",S,},M = max{ Si,…,S,} ,NO 
j=1 


mpi 过 DY abs < Mb. 
k=1 
证 ”利用 分 部 求 和 公式 : 
n nl 
> aos 二 S,b; 十 DS Cbs 一 pl)， 
k=1 k=1] 
将 mb — ba) 过 Si (一 Dll) < AM 一 AH ) k 一 1,. ,nO—1 以 及 mb, < Sb, < Mb, 
相 加 即 可 得 证 . 
(2) 车 ax ,Db 均 为 复数 时 , 则 
m m—1 
Debs |< Cmax 1 SD (OD Nb bn [tl bn |). 
特别 , 若 {B} 是 正 的 递减 数列 , 则 
| Da |< (max | S. | > . b,; 
kn nkm 
而 当 (64} 是 正 的 递增 数列 时 ,有 
| Dati | < 26nC max | Se |). 
kn TS 了 
(L76]135 和 [57]Vol. 1:3 一 4) 
(3) 设 0 入 w 过 1,p 宕 1,Ai(a) = 工 》Ya, 则 
好 AT1 


Dkrar 之 (As(a))e (> At) ， 
k=1 = 


k=1 
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仅 当 Ya = 1 时 成 立 (Dragomir,S. S. 等 )([301]1998,225(2):542 ~ 556) 


(4) 设 al a 和 a) Dg 0,i 一 2,,n.Q, 一 qi; 则 
=i 二 1 


Dgras 之 a1Q 十 | Dg | as 
pe k=1 
(Dragomir,S. S. 等 , 见 Math,Commun,1998,3(1):95 一 101) 
64.， Meir 不 等 式 : 设 r 守 1,s 十 1 宇 2(7 十 1).0 达 加 和 和 ;0 二 Qo 入 dd 和 
委 4, 且 Ce 一 Qt-1 < 委 (172)( 扩 十 pi1),k 一 1 令 


o,(psa) 一 [C+D pai] , 则 o,(p,a) 六 o,(p,a). 
k= 二 1 


特别 地 , 当 所 有 pi 二 1( = 1,…,n) 时 , 即 得 Klamkin,M.S. 和 Mewman,D.J. 不等式， 
([305]1976,83(1) .26 ~ 30) 
65. [MCM]. 设 a 是 个 正 数 , 则 


n k an 
, 2 1. (65. 1) 
3 pal ko1 Uk 
系数 2 是 最 佳 常 数 . 
证 今 B, 一 -2 ;On 一 > Bo， 利用 Cauchy 不 等 式 ， 
2 ”| 
"em = P= Dob ar < (Dam) De 上， 
从 而 
m 4 < 
B, = Sm - < 元 人 1 DL (65. 2) 
了 a 
k=1 " 
上 式 对 m 求 和 并 利用 双重 求 和 的 恒 等 变 换 式 
> 六 os。 一 > > ob。 | (65. 3) 
m=1 有 一 1 站 
得 到 
" , 
~ m1 二 ea Dn Di zy 
2 1 :1 1 
人 ea Dt Cm ty ) 
" 1 
一 2 Se 全- cm )< 2 3 
即 


on 过 2 Sa, (65. 4) 
上 式 与 (65.1) 等 价 .为 证 系数 2 是 最 佳 常数 ,可 以 用 反 证 法 . 
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若 存在 常数 c, 使 得 0 二 c < 二 2 且 (65.4) 仍 成 立 , 即 
0 < ya 


取 a = 于, 并 令 A, 一 > 坪 , 则 由 (65.5) 式 得 到 


太一] 


从 而 <“ 盖 2(1 


2 是 使 (65. 1) 成 立 的 最 佳 常数 . 
我 们 由 此 进一步 猜想 


n n 


(65. 5) 


一 PT) 令 % 一 ,得 到 c 之 2, 但 这 与 假设 0 <。<2 相 矛盾 .因此 ， 


p 
> < ) < (+5) af, 0<p<o (65. 6) 
k=1 Slay p k=l 
j=1 
式 中 (1 + 广 ) 是 最 佳 常 数 . ( 医 继 昌 [351]2008(2) :146 ~ 147) 
我 们 还 可 以 换个 角度 去 改进 (65. 1) 式 . 即 求 权 系 数 w >> 0, 使 得 
SAn <2 Do) (65.7) 
k=! k=1 CR 
天 2 
式 中 A 一 二 > a 是 算数 平均 . 2008 年 , 文 家 金 等 求 出 上 述 w 一 三池 
j=1 
([344]2008,28(2)) 
同一 年 , 张 小 明 、 褚 玉 明 利用 最 佳 单调 定理 ,将 (65.7) 改进 为 
_ 2 1 "1 
DA < 2 >a- oon (iT 之 记 ) (65. 8) 
1 TN 1 
Par <2 Da -起 (1 iT) 科 2 2 (65. 9) 
pe 
g 2 Sa 1 1 
之 2 1 一 1 一 (65. 10) 
守 ( 六 < f=1 " val 5 
二 1 : 
式 中 M, = max 全 1<h<n). 仅 当 a = 2a 二 … 二 na 时 等 号 成 立 . ([351]2008(2) : 
157 ~ 161) 
、 = Ce 
66， 设 a,p>0,2) 7 二 一 S,0 一 S 二 nn,(n 之 2); 则 
. npSs, 
(1) 2 


刀 2 &2 
(2) Nai> 
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67， [MCM]. 设 ws 之 0,1 之 km, 且 站 二 一 1, 则 VmE NN, 成 立 
上 二 天 


1 
(DJ a)” 一 (DJ ar) 字 nO nl, 
= 二 1 天 一 1 
(提示 ;用 数学 归纳 法 ,n 二 2 时 见 [38]432 B3 一 061) 
68. 设 a1,…,a; 是 不 全 相等 的 正 数 , 记 A, (a) 一 过 > "ae , 则 当 Zar(l 委 &R 生 7) 
=1 
时 ,有 
(一 As(ao)) > [I (zx—ai). 
k=1 - 
提示 :利用 f(z) = lnz 在 (0,co) 上 的 严格 凹 性 ， 
推论 。 当 2 二 二 n 时 ,有 
nr ?i(n— kk)’ < (2 一 2)4. 
([30511986,93(1) :12 ~ 13) 
69， (1) ” 设 ai,B4 均 为 正 数 , 且 》)6b = 1, 则 
k=1 
一 1 


(PE) < P< Dob 
k=1 k=1 


go1 Qk 
提示 :利用 f(x) = lnz 在 (0,co) 上 的 严格 咎 性 ， 
(2) 设 as ,bk 宇 0,a. 十 于 一 1 7 之 3. S, 一 了 , 式 中 规定 有 & 盖 于 时 ,as 一 Cn。 
=1 
k< 过 1l 时 ,a 一 ae. 则 


2r 1 
COS 一 一 
S, 入 一 圭一 |]1 二 | | ( 吴 牙 生 ); SS, 委 [ 芭 ] ( 续 铁 权 ) 
.XA x 2 
4(siny ) cos 一 
n n 


(L305 ]2002, 3 :30) 
70. 设 ai,bi(l 过 上 上 忒 ) 均 为 正 数 , 并 满足 条 件 : 
1) The:= [To 
k=1 k=1 
2) > laal > 5-51), 则 N Da nm—D) dh. 
1T<i<j<n 1<iZj<n k=1 、 k=1 
式 中 系数 (n 一 1) 是 最 佳 的 . (L305]1995 ,102(10) ;935) 
71. ” ”Keogh 猜想 : 设 a == 干 1,k 二 0,1, nb 一 CoCo 十 Cr ia LI 十 十 ciao， 
Keogh,F. R. 提出 ,下 式 是 否 成 立 ? 


> | bi |? > An’, (71. 1) 
其 中 A 为 绝对 常数 . 


设 P,(z) 二 > aszt， | P,(z) |? 一 2 十 2 > 入 cos 妈 . 著 能 证 明 (71. 1) 式 成 立 , 则 成 立 
k=0 点 =1 
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支 | | P,(Ces) 1d0 > +A). (71.2) 


([106 127) 
72， ” Weierstrass 不 等 式 : (1) 设 0 二 a 二 1,k= 二 1,2,…,n, 则 
1 Da< Hao Oe 一 一 上 (72. 1) 


ar 1 十 Pas 
k=1 
(2) 设 0 一 ww 二 1, 且 Za 二 1, 则 


Tata)<— i 
4 1 一 它 
注 (72.1) 式 中 右边 不 等 式 用 到 


1+ Da < Tita). 


=1 k=1 
上 式 实 际 上 对 ww 之 一 1 且 ai 同 号 时 也 成 立 . (此 即 Bernoulli 不 等 式 , 见 本 章 No. 8(11)) 
Weierstrass 不 等 式 已 有 许多 推广 ,例如 ,1983 年 ,Pecaric 证 明 : 
(3) 设 0 二 a 二 1,pi 宇 1, 则 
1 十 2 bra < lla 十 ab) 名， 工 一 2 bras < [en?. 


2002 年 ， 石 焕 南 利用 控制 不 等 式 理论 ( 见 [9])， 将 上 述 不 等 式 推广 到 般 初等 对 称 函 
数 上 , 即 下 述 (4) ~ 《8)，: 
(4) ” 设 a 放 0,1 二 mm 过 nn 之 2,1 之 0,0 声 pp 声 1, 则 


1 一 1 n 
”| 上 +| Ga 二 5 (十 ww )? 
m (mC— 1)p k=1 1 < i ni=1 ’ 
< [| 
m 7 4=1 


当 p 二 1 时 ,左边 不 等 式 为 严格 不 等 式 “<”. 
(5) ” 设 a 放 >0,pi 宇 1,1 声 m 声 n; 则 


i et 1 Pps)< p> ate,) n 


le < nj 二 


k=1 


< [te (72. 2) 
mm n 
(6) 设 as>0,1 <menn>20 pl > 0 


(- De)’ < > ITe-。 )? 


l&i < nj 二 
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当 p 二 1 时 ,左边 不 等 式 为 严格 不 等 式 “< 
注 “当中 一 2 或 几 一 时 ,左边 不 等 式 的 条 件 > ak < :可 放宽 为 0 一 ww 过 +,1 挟 


(7) 设 几 >>0) 和 人 1 Dj 1,n 宇 2,1 声 m 声 0, 则 
k=1 


0 Bee)< >) [ae,)% 


m 1 ij 一 
n ] = 本 m 
过 国 (#2 Qs) ) . 
注 ” 当 m= 二 2 或 m= 二 nn 时 ,左边 不 等 式 的 条 件 Ppa < 1 可 放宽 为 0 二 a 二 1， 
II 有 委 & 雪 2 利用 (72.2) 式 , 还 推出 下 式 : 


(8) 设 a 宇 1,pi 宇 1,n 守 2,1 < 之 mn,iD Q, = >p,. 则 


四 2 < 全 


关 nO—1 
>) ITa+w ) 往 > 名 |， ee 


li i j= 


特别 地 , 当 m 二 时 ， 上 下 这 
I[ Gta" > > 1 T+ per). (72. 3) 


式 中 Q, 二 D1 ps. (C344]2002,3201) :132 ~ 135)( 若 a 之 1， pi: 宇 0 和 Q, 牵 1, 则 (72. 3) 
二 1 


式 中 不 等 号 反 向 .[22] 69 ~ 70) 
推论 1 设 0 一 二 1,1 委 4 过 ” 则 


Da Ia nl 

推论 2 [MCMJ. 设 a 之 0; 且 3a 过 二 , 则 JT a 一 a)> : 

提示 :可 用 数学 归纳 法 ,也 可 用 概率 论 方法 ,考虑 概率 为 a1，…,a, 的 相互 独立 的 事 
件 ,它们 中 至 少 一 个 发 生 的 概率 最 大 为 > as 过 十, 而 J (1 -- os) 是 它们 中 没有 一 个 发 生 
的 概率 , 它 不 小 于 1/2. 

(9) 设 0 二 a 三 1, pp 之 1， Dl pias 一 1， 则 

ll a ta < (1— Dprar) ， ITa 一 ab)” < (1 十 Dl par)” 
([22171) 


(10) 设 ai0, SS, 一 27a 过 1, 则 
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(1) Ta < Ta 一 ao， 


k=] 


仅 当 a = 旦 时 等 号 成 立 . 当 0<a; <1, 5, 过 


([L22]72) 


73， 设 w > 0,G,(a) = ([[a) ,5, = 
a1 


0) TQ) 
k=1 


< (Ee) Late) 


Da, , 则 


宇 (十 G,(a))". (Chrystal), 


仅 当 a 二 … 二 a, 二 G,(a) 时 ,等 号 成 立 . 


证 ”利用 f(x) = In(1l 十 e') 在 (一 ceyco) 上 的 凸 性 ,得 到 
Indl 二 em) 之 > nln[ OF exp( De) 再 令 zk = Inas 即 可 得 证 . 


k=1 


(2) TT +a) < >) 车 
此 三 1 k=0 


特别 , 当 S, 一 yw 一 】 时 ,TTa 十 ak) 


(3) [和 二 a) 和 [CQ 二 Ala)J". 仅 当 所 有 as 
二 一 】 、 


(4) ， 反 向 Chrystal 不 等 式 ， 


[二 Ga 这 人 十 Ga) 一 mLA, Ca) 


〈 顾 春 , 石 焕 南 ,[344]2008,38(3) :163 ~- 
(5) 设 Po(z) 一 Darn , 式 中 ,之 


TD+ P。 (ab)] 之 


< 忆 直 <。 


167) 


0， Qk > 0. Cr， 


人 十 了。(G, 了 】， 


(Bull Allahabad Math. Soc. 20(2005) ,47 ~ 49) 


74. 设 a4 守 0, ya 二 1, 则 


R=1 


GD， TQ+t2) 2 m+", (Klemkin); [TCar+ 
一 ] 和 


k=1 


(2) TD D",(Newman); 
k 


n 
k=1 


G) JI (i 二 )> (1) , (Klamkin); 


推广 : 令 5, 一 ayak > 0, 则 ， 


1 


一 (Ia)*. 则 
ki 


> (二 地)"， 


一 G.(a)]) [TO +a)., 


中 一 


(72.4) 


2 时 (72. 4) 式 的 右边 不 等 式 仍 成 立 ， 


相等 时 等 号 成 立 . ([348]1993. 4) 
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IT 一 op > | 到) 一 人 () } (74. 1) 
已 知 的 结果 : 当 p = 吧 ， dg 一 字 ， k 宇 m 时,(74.1) 式 成 立 ; 设 < 是 方程 V4z 十 1 十 2z = 


4* 的 唯一 的 根 , 则 当 g = p,n 宇 3, 0 二 Pp 过 c 和 n 之 2,c 二 Pp 二 吕 时 ,(74.1) 式 成 立 . 
([351]2006(2):152 ~ 157,164 ~ 168) 
@ 设 0 二 过 1,，3S, 委 2” 则 


本 mm。 So YY 

1] Ca 十 as D> (于 十 到 1). (74. 2) 
([351]2007(2) :198 ~ 199) 

4 pn 

© [GreD)>|1+ (5,) ] ， (p > 0). (74. 3) 
@®@ 若 S 委 zz>0, 则 

“ _ nr SS \ ?1" 

ll at +e’)> | (5,) + (过 ) 上 (74. 4) 


仅 当 所 有 as 相等 时 ，(74. 3) 与 (74. 4) 中 等 号 成 立 . 

注 ”类似 结果 见 本 章 后 面 No. 158 ~ 160. 

75.。 设 ai 这 0,k 二 1 而 入 ,ois 是 1,…,n 的 一 个 置换 , 且 (ii,…,is) 关 (1， 
0), 记 5 二 a1,t 二 as, 则 


Tlai < la. (75. 1) 
1 ii 
提示 :因为 每 个 置换 是 不 相交 循环 的 乘积 ,因此 不 妨 设 二 ,…, 记 是 1,…,n 的 循环 置 
换 , 将 数 a; 重新 排列 后 ,我 们 可 以 假设 a > ai 记 1 一 2 inl 二 ,is 二 1. 于 是 ， 
(75. 1) 式 变 成 
aT? ags al < QT a an. (75. 2) 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 (75. 2) 式 . 当 n 二 2 时 ,由 ai 之 az 得 到 
Adair > a ?Saray < aba, 
即 (75.2) 式 成 立 . 设 n = 二 上 一 1 时 ,《(75.2) 式 成 立 ,我 们 不 妨 设 
8 atl Ak < G32 "rab. 
两 边 乘 以 af > 0, 并 利用 ai > az al 之 ar 访 a，ah < 之 aliag 就 得 到 
a a altiad! < af a “eal al “ak 
即 ”一 不 时 (75.2) 式 也 成 立 . 
推论 ” 设 4a 二 5 汪 >0, 则 asb* < abs. 
76. (1) 1993 年 ,Alzer, 了 HH. 提出: 设 0< 二 a 过 1/2,1 志和 n, 则 对 zn 声 3 成 立 


I (1 2 )< 点 二] 


190 第 三 章 ”代数 不 等 式 


当 n 实 6 时 上 式 不 成 立 ,并 问 n = 二 4 和 5 时 上 式 是 否 成 立 ?([305]1993,100(8):798) 


Te +Ta- > zr 

提示 :用 数学 归纳 法 . 

77. LMCMI]. 设 Ya 之 0， n 一 as yz 一 ae 十 二 一 
Tz 之 II és 一 2a.). 
RL k=1 

78.， Schur 不 等 式 : 设 ax 守 0,xt 之 3 > — 二 1, 则 
TEx < [I CO)arzs). 
大 一 】 了 一 1 k=1 

提示 : 令 y; 二 >)axnzi 利 用 lnt 的 凸 性 ,有 lny 之 > ,axlnzt, 从 而 

A=1 


2 ln 宇 2 lnze* 即 1[» 之 lz. 


注 由 Schur 不 等 式 可 推出 关于 行列 式 的 Hadamard 不 等 式 . (元 第 10 章 8 1. No. 1) 


(S, ae). 则 


79. 设 Qk > O,ants 一 Ce ,De 一 os ;天 一 2，……1， ; 则 | 
j=1 


mT[a.) < 1a, (79. 1) 
仅 当 w 一 … 一 a, 时 等 号 成 立 
证 不 等 式 (79. 1) 等 价 于 
工作 ) > > [To 
利用 几何 一 算术 平均 不 等 式 , 有 
笃 一 过 FD > (Too 


从 而 
( 乞 》 三 (To Un 一 _ Car” = Ta. 
£=1 12 R=1 j=1 2=I 
80. -> also 之 0 且 满 足 (x 一 D0 二 > (a; 一 a))?, 则 
一 1<iZj<n 
min{ar,*** ,Qn} ES, 一 om) < ES, 十 0) 夺 max{als'** an} 


仅 当 a 二 … 二 av 时 等 号 成 立 ， 
提示 :不 妨 设 C1 < az 过 机 < a, , 则 


< Da) < Da moa) el(, 
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同 理 , 有 


n—l 


过 DC 
7 一 1 ;=1 
分 别 开 平 方 ,得 mi 委 3 一 0n，S; 十 or 伟 Na. 


81. 设 a 守 0, 且 Ai 二 Da 一 (n 一 Da 之 0,k 二 1,…,n; 则 
k=1 


TI4 < Te (81. 1) 
证 利用 几何 一 算术 平均 不 等 式 ,有 
a = (二 AT 二 AAA) 
分 别 令 二 1,…, 2 然后 相 乘 即 得 (81. 1) 式 . 
(81. 1) 式 中 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 (81. 2) 式 中 等 号 成 立 , 即 wa 一 … 一 a 之 0 或 a ，…， 


an 中 除 有 一 个 为 0 外 其 他 都 相等 . 
注 ”一 3 人 A 之 0 A 但 当 ” > 3 时, 条件 A 之 0 是 必要 的 ， 


82. 设 a 之 a 宇和 0, 则 

(1)” 钟 开 莱 不 等 式 : 兰 >w < 3 二 1,.…,n, 则 
Da < 3 (82.1) 
js=1 j=1 


仅 当 CA 一 De Ck = 11," ,n) 时 等 号 成 立 ， 
提示 :由 条 件 


a a) Da < Coan) Pbk = 1,e Nn, 
其 中 at = 0. 对 上 式 大 分 别 令 它 等 于 1,…,n, 然 后 相 如 , 即 得 也 < Do, ,两 边 平方 后 
再 利用 柯 西 不 等 式 , 即 可 得 证 . 石 焕 南 利用 控制 不 等 式 将 (82.1) 改进 为 : 当 妃 1 时 ， 3 
志 2 -人 一 o)} , 当 0 一 户 委 1 时 ,不 等 号 反 向 .([351]2006,(4) :413 ~ 416) 

(2) 着 >a 3n, > nw， n> 则 a 十 az 十 as 之 nn. 

证 De 
< Ya, 盖 m, 不 妨 设 有 盖 2, 令 8 一 72 一 a, 风 0 委 p8< 一 cao, 从 而 于 所 2 二 ai 十 


大 
的 二 at 十 akr18 十 aerlkatl 一 DB) 十 af 十 多 十 ai a Ya, 十 BB) 十 CH CQ 一 B 十 asia 十 
j=] 
… 十 a) 委 Mi 十 2aat 入 nal1 十 nas 十 a3) 二 nl(ai 十 Qs 十 a3). 
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天 
(3) ”1989 年 , 陈 计 证 明 : 设 (a) ,{b) 均 非 负 递减 , 且 满 足 > 2b 0 入 t 委 站， 


一 j=1 


则 当 纪 之 1 时 ;af 之 站 如 , 仅 当 a 一 (1 之 k 过 0 时 等 号 成 立 .特别 , 当 p 二 2 时 ， 


k=1 


就 是 钟 开 莱 不等式 . ([348]1989 ,12 ,3) 
(4) [MCMI1. 设 a,b.ll 声 衣 世 2) 为 实数 , 则 使 得 对 任何 满足 zi 和 za 委 和 … 委 了 


的 实数 ,不 等 式 2 auz 三 27bixs 都 成 立 的 充 要 条 件 是 >a 之 27b(1 人 kn 一 1)， 


有 Va, 一 D6. (提示 :用 Abel 变换 ) 
83. [MCM1]. 实数 a1,… ,a, 中 任意 两 数 之 和 为 非 负 的 充 要 条 件 是 对 于 满足 


yz， 一 1 (83. 1) 
k=1 

的 任意 非 负 实数 1 9 Tn ,都 有 
ak 之 Darzt. (83. 2) 


证 ”充分 性 : 取 一 组 特殊 的 {zx} :x 二 z= 二 1/2(i 关 让 ,zi 二 0 全 关 记 让, 则 从 (83. 2) 
式 , 有 
17/2(a 十 oj) 守 1/4(a; 十 a;), 即 Qi 十 a; 之 0. 
必要 性 : 从 (83. 1) 式 :1 XC 一 Di， 所 以 ， Dyarrrll 一 Xe) 一 Darrs > 
J 二 Jj 
一 Darzriz; = (Bar 十 ai 一 FE 十 aj)ziz; 之 0. 证 毕 . 


jk kj jk J 居 上 


大 大 
84. 设 忆 守 … 守 a, 记 0, 了 1 宇 『 了 EajC8 = 1,…,n), 则 
J pe 


j=1 


3 
BG 


(1) >7a < Do 


(2) Dy 


玫 


(3) 令 4 一 lnaB 一 ln, 若 >) 4 去 DB,,k 二 1,…,n, 且 f 为 递增 的 连续 凸 
i=1 i=1 
函数 , 则 


k 

Df 6A)) SC > FB = 1,%%,n. 

j=1 j=1 

85. 设 a 放 a 这 之 a 这 0,0 二 如 过 碳 二 二 6,0 过 pp 声 1, 则 


n 


Darlbr — bt) < (Dat ot — oY. 
k=1 


《提示 :用 数学 归纳 法 , 详 见 165]193 ~ 194) 
86. [MCMI]. 排序 不 等 式 : 设 ai ds 二 an bs 委 2°" < b, A 是 (1 9 
…,n} 的 任 一 排列 , 则 
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(1) 2 bm < = ag < Dab » 
j=1 


(2) I < < al 过 a 9 
仅 当 Ql 二 "a 或 一 一 0， 时 取 等 号 . 
证 令 S, 一 Dlab, ,下面 以 证 (1) 式 右 边 的 不 等 式 为 例 ,要 证 & 二 jG 二 1,…,n) 


时 ,S, 达到 最 大 值 2)a,6;. 车 &, 取 n, 则 存在 某 个 jo 取 ,使 得 b 与 a 搭配 ,于 是 ， 
Qnbn 十 0 多 — ajobn — anbe, = balan Qj0) be (Qn 一 ao) 二 (一族 ) (a 一 ao) 之 0， 
即 app 十 ap Sabs, 十 cn， 
上 式 表明 , 当 &, 关 n 时 ,调换 S, 中 6 和 bs 的 位 置 (其 余 7 一 2 项 不 变 ) ,会 使 S; 增加 . 同 
理 可 证 其 他 as 必须 和 bi 搭配 (一 1,…,n 一 1). 

注 ”排序 不 等 式 可 简 记 为 : 反 序 和 志 乱 序 和 < 反 同 序 和 ,可 由 此 证 明 几 何 一 算术 平 
均 不 等 式 ,Cauchy 不 等 式 ,Chebyshev 不 等 式 等 许多 著名 的 不 等 式 和 几何 不 等 式 . 

推论 1 设 o 盖 0 一 1 00: 而 As 是 1 ,2 的 任 一 排列 , 则 


>, > 特别 地 , > ， A > n, 
a A=1 Ck 


j=1 j 
仅 当 a 二 a; 时 等 号 成 立 . 
证 不 妨 设 4 之 as 宇 … 之 a 盖 0， 则 


产 三 声 达 … 之 二: 故 由 排序 不 等 式 ,及 一 >a .过 Dai 


ul a j=1 

推论 2 设 X 宇 … “Ty 1 2 为 yi yo 的 任 一 排列 , 则 
Dy) SD re) 

提示 :注意 到 > y? 一 > zi, 所 以 ,只 要 证 》) zizi 挟 > ziyiy 这 个 不 等 式 恰 好 就 是 


排序 不 等 式 ， 
推论 3 设 色 ，" 是 1,…,n 的 任 一 重 排 , 则 


= 1 
和 2 元 大 Rk; > > jr 


(3) 1991 年 , 韦 韦 证 明了 积 排序 不 等 式 : 设 {a,},{b,} 均 为 递增 数列 ,1 ,sk 是 1， 
…,n 的 任 一 排列 , 则 


Tl +6) < Tt) < IT 十 Der)， 
了 一 1 了 一 1 j=1 


即 ; 同 序 积 过 乱 序 积 过 反 序 积 . (中 学 数学 (江苏 )1991,5:42) 
《4) 1980 年 ,Minc,H. 证 明 更 一 般 的 重 排 不 等 式 ; 设 (41 ,os ao) (1 < 魏 7 雪 有 


是 长 为 t; 的 序列 ,av 之 0 72 一 75 sui 的 递增 重 排 记 为 a 和 < a’s 二 "ee* a ,递减 重 排 


记 为 af 宇 a? 之 … 之 ai , 记 
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/ / / 有 / /7 / / /7 .0 
(a 190QG 29°""o0 ») 一 《ac 11 9G 219 9 ul 9 GQ ik90Q 2k9 sa nk), 


半 ba 
(arf ya2 9" rd» ) 一 (am ya Ga1 0 ark) , 则 


n/2 
TQ+taiiaj)， 车 21n 
天 性 i=1 
TG+ Ta ,; 
i=1 i=1 2 
T+tatias)(l+arzairai )， 车 2n. 
:= 
同年 ,他 推广 了 这 个 结果 ,证 明 
@ 设 守之 之 胡 之 1， 


车 as 志 1 央 守 [a < < IT; 
A 


jl i= =1 3 


1 Ie < 去 < 了 Te 


一] 了 一 


之 
车 二 寺 … 之 妈 ; 则 以 上 两 式 中 a j 与 a? 对 调 . 


Qs 


j=1 i=1 


& 所 和 国 
若 o 过 1; 则 于 G+ 了 ap? 志和 G+ Te 
j=1 i=1 j=1 i=] 


mw > 1 He < Ja+ Is ) 
1987 年 , 魏 万 迪 将 Minc 的 上 述 重 排 不 等 式 作 了 统一 外 理 , 证 明 : 设 刀 宇 tb 宇 之 妈 


宇 1, 若 aj 声 1 风 直 Ga- Te> Ia- Te 者 w > 1, 则 
大 二 
直 |la- Ta]= 直 la- 全 si) 


([33911987,7(3) :505 ~ 510) 
(5) ”2001 年 , 倪 仁 兴 、 张 森 国 证 明了 客 指 和 的 排序 不 等 式 : 设 1l/e 坟 & 志 & 声 … 志 a0,, 则 
DO Da < Dak ,an = a1) 

k=1 k=1 


© Das 魏 2 a. 
四 若 {A: kn} 与 {mi 0 是 {1,…,n} 的 任意 两 个 排列 , 则 


Dagens 二 > or < Day. 
k=1 j=1 k=1 
作者 们 提出 猜想 :@ 对 满足 0 二 a 志 as 三 … 志 a 的 {ax} 也 成 并 .证 明 上 述 不 等 式 
的 基本 工具 是 利用 下 述 结论 :车 a 宇 b 汪 0,4 之 1, 则 f(x) = 二 a 一 妇 是 (0,co) 上 的 递增 
函数 ;而 当 e 过 5 过 a 志 1 时 ,f(z) 二 a 一 上 是 (1/e,11 上 的 递增 函数 . (细节 见 “ 常 德 师 
范 学 院 学 报 ”( 自 )2002,14(1):7 ~ 8,18) 


上 5 
© 设 实则 Das 之 人 3a ,而 且 
j=1 i=1 
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87. 微微 对 偶 不 等 式 : 设 0 委 on 和 ai 委 和 魏 ar 人 二 1 ,7 而 bp 是 ai， 
”人 的 一 个 排列 , 则 


(1) pa < 2 ][ on， 
k=1 j=1 


k=1 7 一 1 


(2) II Db 之 Il Dj an 9 
&=1 j=1 k=1 j=1 


由 {aj } » {Dn} 可 构造 两 个 矩阵 : 


Ql11 Ql2 ul bi bi2 b 

G21 C22 U2n bz b2z bs 
A 一 ,B -一 

Qn am2 Gm Dmnl Dmz Om 


SchA) = 59C]Tan) 是 A 的 各 列 的 数 相 箭 然 后 相 加 ， 称 为 A 的 列 积 和 ;TCA) 


- 村 六 4) 是 A 的 各 列 的 数 相 加 然后 相 乘 , 称 为 A 的 列 和 积 . 于 是 (1) 与 (2) 式 可 分 别 


表示 为 
S(B) < SCA) ,TCB) > T(A). 
张 运筹 在 [348]1980. 4. 证 明了 这 些 不 等 式 , 又 在 [99]4(1989)48 ~ 63 详细 讨论 了 它 
们 在 证 明 不 等 式 中 的 许多 应 用 ,证 明 的 关键 在 于 把 要 证 的 不 等 式 归结 为 构造 一 个 矩阵 A， 
再 设计 出 一 个 适当 的 乱 序 阵 B. 
88. [MCM].a 0,0 bh 之 pl1<h<n, 坟 < p <1, Ya 一 2 二 1, 则 


天 一 ] 


2 (6: [Taj)< 2 一 1 一 
二 一 jk 
(32 届 IMO 预选 试题 , 见 “ 中 等 数学 ”( 天 津 ),1992,1:32.) 


”fn 
89. Landau 不 等 式 : 设 a, 守 0.& 二 0,1,*…,n,S, 一 > : as， 则 


k=0 


rr 一 1 n 
Ds 一 二 (DS) 去 态 (S, — So)’. ([354]1935,39:742 ~ 744) 
k=0 k=0 


90. [MCM]. 设 自然 数 p,q,n 均 大 于 1,A,1,A, 是 p 进 制 数 系 中 的 数 ,B,1,B, 是 gq 
进 制 数 系 中 的 数 , 它 们 的 p,q 进 制 的 位 置 表示 分 别 为 

AI 一 Ga pa00 AAA, 一 QQ 1…Q0o， 

B,1 = 0，1D，2 po， 了 一 bb "bo. 
其 中 aa yp,p， 均 不 为 0, 则 当 p>g 时 ， 


4， Bi 
A, ~ B, 


n—l 
提示 :; 令 g(z) 二 》)arr* h(x) 二 g(x) 十 sx" ,证明 f(x) 一 gCz)/hlz) 严格 递减 . 
k=0 
(证 2 见 [38]453) 
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n 和 n 可 3 A 4 az 
91，。 设 了 Dw 一 a 了 一 0 了) 一 6, 则 了 x>> 靠 且 b 之 入. 
k=] k=l1 k=1 


92. [MC]. 设 0 二 pa 过 gq;y1 过 上 过 nn, 则 


< (Be) ) (> <*+[][ (V2 V1). 


(证 明 见 [345]1985,1:47 一 48) 应 ER 
推广 ， 设 ax0,1 过 上 过 1 世 j 声 7 或 ;,， r,s 为 自然 数 , 则 


[Dae > ,| ,| 


仅 当 Yax 相等 时 等 号 成 立 . 
2000 年 , 宋 庆 . 宋 光 提出 猜想 : 设 a > 0,1 委 & 委 ” 则 


1 1 


(Da) )( 袜 去 7 十 2n >) Ts) *] 


_ 2) ] 
1<JEkt<nL \0ji Qk 


并 且 对 于 1 之 之 5 证明 成立 . ([100]119 ~ 120) 
林 亚 庆 、 程 敏 先 后 证 明了 上 述 猜 想 , 并 分 别 作 出 如 下 推广 和 改进 : 
(1) 设 a; 放 0, 若 pp 宇 1; 则 
(PDE ST) (Pe ); 
车 0 二 pp 声 1， 则 不 等 号 反 向 . 
(2) +m (人 一 (全 < (Da) (Do) 


< oD+ (ear)( 2) 
k=1 k=1 
([351]2006(2) :159 ~ 162;2007(2);172 ~ 175) 
93. 设 0 二 Pp 过 过 ql1 碾 & 甩 n, 则 


2 ei (p+ gq) 
Da)" fm 


(Schweitzer, P, ,Math. Phys. Lapok 1914,23:257 一 261) 
(2) Kantorovich 不 等 式 : : 


s bi ) < 妇 (V2 人 如 ) 
(7) ( 玄 到】 z( 十 (2 


(该 不 等 式 的 一 般 形 式 见 下 面 No. 95) 
(3) ”LMCMI. 若 (B4) 是 tax) 的 任 一 重 排 , 则 


" 达 也 天 <n+[ 当 ](W2— 2). 


(4) 设 0 二 ai: 碌 1 ,nn 宇 2 则 


(Part!)(D 二 ->+lj<1 


第 三 章 ”代数 不 等 式 197 


仅 当 a1，… ,as 中 至 少 有 nn 一 1 个 数 取 1 时 等 号 成 立 . ([345]2002. 2.;47) 


(1) 设 0<p 二 arg,2 gq 一 1,g: 之 0, 则 
&=1 


> gas 十 加 2 从 入 加 二 9 
i=1 


k=1 


(Rennie, B. C. st ~ 448) 


(2) 设 p 声 <da'ar 关 0， 1 二 之 n, 则 


> | 天上 十 加 > al < (p+ dabs. 
天 一 1 k=1 


k=1 


仪 当 6 二 pas 或 6; 二 gas 时 等 号 成 立 . (Diaz-Metcalf,[376]1963,69:415 ~ 418) 


95。 Kantorovich 不 等 式 : 设 w >0,3 了 a 一 11 全 可 宇 … 宇 之 0, 则 


(Pres) (DF 让 )< < 全 二 和 ). 

该 不 等 式 可 用 数学 归纳 法 , 极 值 方法 和 凸 函 数 不 等 式 等 多 种 方法 证 明 . 例如 ， 
[344]1986,1:54 ~ 57, 王 松 桂 等 在 [30]145 ~ 147 中 用 变形 技巧 给 出 一 个 巧妙 的 证 明 :为 
此 , 先 用 下 式 定 义 w 和 vi: 

= A + Anvs 


1 Up UE 


A A A.” 


再 记 2 一 > Vanas， 忆 一 > uai. 易 证 wsve 0, 并 且 从 
k=1 k=1 


1 一 a 一 ( 志 te ) Qu 二 Anva) 一 (ze vi )? 十 wiv 


(A1 一 人 2 
AlAn 


可 知 wv 11 EEN, 从 而 uv= > 十 w)< 扫 > as 一 1， 
k=1 &=1 


(Ai 一 入) 
(27has) 总 ) 一 Cix 十 hz) (E+)= (十 轨 2? 十 四 人 一 和 7 


Pa 入 A 
duv (M1 CO—An)? Qi 一 A)? (1 十 A4.)? 、 
-一 2 1 n 1 nn 一 1 路 。 日 , 
ut tor mt lt XA。 证 尝 


由 于 Kantorovich 不 等 式 在 矩阵 计算 和 最 优化 理论 中 有 重要 应 用 ,所 以 ,该 不 等 式 有 
多 种 推广 形式 ,例如 : 
(1) 设 0<mr < 委 aw M0<m hb AM,p>0,1<EZCn,t>0, 则 


_ Be) (Pp:) MM ,, 
Ppt < 二 [( 窜 竣 ) + ( 汗 络 ) ] 
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特别 , 取 a 二 mi 二 A? » 2 一 1 广 ,A A A a 一 br 一 人 一 2,m1M; = mM 
一 1. 得 到 


。 。 

(PPA) (2 入 ) ty 

2 A 
(Zp:) 


( 施 思 伟 , 陈 永 林 ,[344]1985,4;1987,4:78 ~ 79) 
(2)” 设 庆 宇 加 宇 … 闻 加 这 0, 是 [hy 加] 上 的 凸 函数 .tz € [ht 之 1， 


c>0, 信 FO) = (Dem) (Def QD)) ;8 — A 二 fr) 
kl k=1 


1 过 F(a) < max{(g, 8}. 
1 1 


特别 地 ,车 /Ci) 二 二 ,c 一 , 则 
AiAn 


， ， / 1/2 ,2 
1< (Po) (2 振 )< 主 [( 关 ) + 医 ) 上， 


仅 当 wa 二 a, = 二 1/2,a4 二 0(k 关 1,n) 时 ,右边 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . (人 [12]144) 
96.。 设 a>…>ar>>0, 则 


(1) (2 ) (2 tie) 4( Phe) ~ 0. 


(2) 5 ar) 2 Das) (Das)— 3( Dar) (Phar)> 0. (L41272) 
97。 [MCM]. 设 ta ) ,{64) 均 为 递增 数列 ,4 > 0, 且 > = 1, 则 


(Zar) (2 Nbr)S DMarbes 
k=1 k=1 k=1 
车 {6b} 改 为 递减 数列 , 则 不 等 号 反 向 . 
98， 车 Zaias >0; 则 (Bab) > (Daar) (Db) jk = le sn. 
Ik jk J 天色 jk 
([305]1987 ,94(7)) 
99. (1) ”Beesack 不 等 式 : 设 P 宇 1,p 十 9 之 1,ai 0,1 上 安 n, 则 
n 3 n 
Daf (Da))’ < (Dhar) .L323]1969(21) :222 ~ 234) 
k=1 j=1 k=1 


(2) 设 0 二 pp 声 1, ao 二 6b 二 0, 则 


了 >， | asbr 一 ar |? 魏 (> | as 一 ae 1 ) (> | 六 一 和 上)， 


去 一 1 


用 数学 归纳 法 证 明 . (Mh. Math. 1987(104) :53 一 65) 


(3) 设 pi 这 0， Dp =1, zx E [a,bj;, 则 
点 二 1 


Dprri — (Dprri)S Fa). 
k=1 k=} 
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式 中 二 是 最 佳 常 数 . ([301]343(1)(2008) ,414 一 419) 
(4) ”Kullback 一 Leibler 不 等 式 : 设 zi ,yx 之 0， 2 一 DE 一 1, 则 


(2 | ze 一 3 上 <2 Dnlog (加 + 
证 ”利用 函数 Fi = 2C2 十 四 {1 十 tlogt 一 引 一 3(t 一 1)? 的 凸 性 并 在 上 = 1 处 达到 
极 小 . 令 = 池 , 齐 次 化 并 求 和 . 然后 用 Cauchy 不 等 式 即 可 得 证 . (L305]115(2008) ,125 


~ 137) 
(5) 设立 > 0， S, 一 Dy x, On 一 Tz , 则 
此 一 1 k=1 


DY Sto,—al)y! So (L371]80(5) (2007) ,392) 
=1 


100. (1) 设 ax 家 


p/q 1 < 一 q/p "l/lg 
[2 (2 Se J[2> (2 了] 
式 中 系数 c(p,g) 二 (min{m,n}))" 是 最 佳 的 , 式 中 a = 1/p—1/g. 
(Toyama, H. [380 |]1948,24(9):;10 ~ 12) 
(2) Mikolas 不 等 式 : 设 必 盖 0, 若 g 委 1 且 加 扫 1, 则 


/ gq 
DOSY Sm DY Sm [DD ) 
若 g 宇 1 且 pq 之 1, 则 不 等 号 均 反 向 . (Alzer,[372]1991:34;1992;137 ~ 138) 
101. Jensen 不 等 式 : 设 人 盖 0，1 和 & 委 2，0< 力 < ps ,或 pi < ps2 < 0,f(p) 一 


n 


(Dlat) ,NN fp) > fp2). 
证 ”因为 所 证 不 等 式 两 端 均 为 as 的 一 次 齐 次 式 , 所 以 ,两 端 乘 以 适当 的 并 将 Ma 换 
写成 新 的 ws 时 ,总 可 使 > ab 二 1.( 称 为 标准 化 过 程 ) 于 是 从 of 委 1, 得 到 


n 


(2 )= 2 CaF) 委 >)of = 1. 从 而 
k=1 k=1 


k=1 


fp2) = (Dek) 1= (Dh) = fp1). 


推论 1 设 0 二 pp 二 q, 正 数列 {ai),{5b.} 满足 a} 过 bi? ,1 声 上 nn, 则 
(Pa) < (Do) 


推论 2 设 ai 放 >0,0 过 记过 pisywi 宇 1, 则 


n 
(Panat) Ves) < (Zat) ”， 
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102， Aczel 不 等 式 : 设 实数 列 {as},{b} 满足 
af 一 (Ha)> 0， 或 疼 一 (这 吕 )0, 则 
(ai 一 2244) (2 一 和 2) | 2 多 一 (Da) ( 5) ) ]< (abi 一 之 ob 9 
仅 当 (ax ) 与 ( 久 》 成 比例 时 等 号 成 立 . 
证 ”在 [4]75 证 上 述 不 等 式 的 两 端 时 ,车 号 一 久居 > 0, 且 ws 与 5 不 成 比例 . 
k=2 


令 f(x) = (bx al)’ Sbr 一 as)*. 由 于 ff 中 广 ? 的 系数 为 正 , 且 放生 ) < 0. 而 
z 一 oo 或 吕 时 ,f(z) 一 o0, 所 以 f(z) 一 0 有 实 根 ,由 下 的 判别 式 非 负 就 可 得 证 . 
Aczel 不 等 式 已 有 许多 推广 ,例如 , 设 aish 之 0,af 一 (如 邓 )>>0 或 如 一 (六 的) 


> 0. 则 
(1) ”Popoviciu 不 等 式 : 当 0 二 pp 声 2 时 ,成 立 


(af — Dat) (Ff 一 Si )< (ab 一 Slab)?, 
一 下 一 2 大 一 2 
仅 当 辽 一 2 且 天 一 至 一 … 一 产 时 等 号 成 立 , 
2005 年 , 吴 善 和 等 证 明 : 当 p 之 1 时 ,成 立 
(af — Dt) (好 一 2%)< (aib, 一 bt) 
式 中 g 二 1 —min(p'! . ([388]36C2) (2005) ,49 ~ 62) 
(2) ”Bellman 不 等 式 : 对 于 巡 二 1, 有 


Caf — > at 十 (好 一 0 去 [Ce 十 5 一 2 +6)*] 
k=2 


(3)” 设 a,b,aisybispi 均 为 非 负 实数 ,p>1， Dd pat < a?， Ppt < 7, 则 

@ (a?— Peek)” 十 (2 一 了 有 < {(e 十 六 ?一 DpiCa + 6)? 7 
k=1 k=1 

加 车 0q 志 : 则 


0< (Doet)s + (Dab) ~ Daca th) 


过 (十 及 一 六 ab {(e Dy pt) 十 (人 — Debt): 六 
k=1 
(4) 设 a pakyp 加 为 非 负 实数 ,p,q 二 1， 一 1. 


若 了 piaf 妇 ae， > p61 < 2 , 则 
站 
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i 


人 (4 D peas) (经 一 Dl pbt) EE < 妇 ap 一 Dy piasb,. 
@ 车 0 过 gq 过 pi; 则 


n 王 n 1 n 
0 魏 (2 at )” (2 061)" 一 > qrarbs 
k=l1 =1 k=1 


< ap 一 Dprarbs 一 (2 一 Dl pat )” (6 一 Spb1)®. 
k=1 Rl k=1 
2002 年 ,Y.J. Cho 等 还 将 上 述 不 等 式 推广 到 p 半 内 积 空 间 上 去 . 〈[330]33(4) 
(2002) ,309 ~ 318)( 石 长 伟 的 优化 推广 见 [351]2006(3) ,287 ~ 290) 


103. 记 S,(a) = Dak,S,C6) = DH,S, Cd) = Dlabiso (asb) = S(a)S (CD 一 
k=1 k=1 k=1 


[S, (ab) 了 , 设 {ai),{b;} 不 成 比例 , 即 是 aib; 沪 ajbi(i 尖 站 )， 
(1) 车工 一 (Zi s Ta) 是 满足 


Daizs =0, Pobre = 1 (103. 1) 
的 任 一 实数 列 , 则 
S, (7) 之 S, (a)/o, (a,b), (103. 2) 


仅 当 zi 二 ys 时 等 号 成 立 , 其 中 S, (zx) = > xi， 
k=1 


一 DeS， (a) 一 QS (5b) 
On (a,6) 


证 设 (ty) 由 (103.3) 式 定义 , 则 {yi) 满足 条 件 (103.1) 式 , 而且 yzuy， 
二 S,(a)/o Ca)， 特 别 , > yy 一 S, (a)/o,(a,6), 故 有 
Dz Dy = Dm—y) 0 
由 此 得 到 ,S, (zx) 之 S,(y) = S, (a)/o, (a,b). 
注 当 (a4), (Bb.), {zi} 为 复数 列 时 , 只 要 将 条 件 (103.1) 式 改 成 Ylasz, = 0， 


ber 一 1,S,(Ca) 二 > | as 17,S, Cb) = 351aib,, 则 不 等 式 (103.2) 仍 成 立 . 
(2) ”Fan-Todd 不 等 式 ， 


) 开 一 工 ，…… )71。 (103. 3) 


提示 ; 令 x 二 | [2 70 a6; ] "(1 <《 世 . 在 二 重 和 


Dazs — a| 沁 [总 a8 和 和 5] 站, 它 的 nn 一 1) 项 可 以 按 以 下 成 对 形式 分 组 ， 


j=1 ajbs 一 Qkp 


ny QQ Ti Ci 
四 (元 — axb; tag, 一 Ci ) ’ 
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每 一 对 这 样 的 和 等 于 0, 因 而 了 arz = 0, 同 理 ,可 证 了 bsxs = 1 因而 可 用 (1) 的 结论 导 
出 所 要 证 的 不 等 式 . 
注 ”这 些 不 等 式 的 进一步 推广 见 [4] $2. 12. 另 见 L2]45. 
104. 设 Dzi=1,2)al >0,D ar = 0,(k 一 1,…,n), 则 
(DI ber)’ CCD at 2 (Cab; — ajbi)’. 
105. (1) 设 实数 列 {ai) 满足 》)ai 二 0, 》)! | as | 二 1, 则 对 于 任意 实数 {zx} ,一 
1],…,n, 有 
| Daizs [|< (MC— m)/2. 
式 中 M== max{zi:l 达 kn} ym = min{z,:1 上 kn}. 
证 ”不妨 设 m= zi,M = x,, 从 》)as 一 0, 得 到 


| > akzs = 去 | > 2xi — zs — xi) a (<35 | Zz — zxa— x || a | 
(Xn — ZX1) ‘= | as [= 也 Mm). 


推论 取 Xr 二 1/k, 得 1989 年 全 国 高 中 数学 竞赛 题 : 
| PCa/R)) | (1 — (1/n)) 72. 


推广 ， 设 实数 列 {a} 满足 a = ,> 1 a | 之 0, 则 对 于 任意 实数 (1 过 h 之 放 )， 
4 
| Doars | 委 (1/2)CM 一 mo 十 (12) | M 二 mi S|. 
式 中 M,n 分 别 是 zi(1 过 过 nn) 中 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
证 ”不妨 设 m= zi 过 zi 过 zx, = IM. 于 是 
[2x4 — (zi za) | =| (ri mr) (zim zr) [S| zx — zr, | 二 | zi 一 Ap 


一 (z 一 Zi) 十 ( 友 一 2) = rr 一 AM 一 7 


从 而 | > auzsa | 一 到 | D2axs | 一 去 | D2are — (xt rx) dla 一 S) | 


< 2 lialti I Mim||s| 


1 


<3M-mot 1 M+ml| Sl. 


(2) Lakshmanamurti 不 等 式 : 设 m 为 整数 ,n 个 实数 x, 满足 条 件 > ,ze 一 0, 》) xz? 一 
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[Le 1 一 
仅 当 zi 二 Vn 一 1,x; 一 万 时 等 号 成 立 . 
(Math. Student (1950),18;111 ~ 116) 


106. 下 TT(Fan 一 Taussky 一 Todd) 不 等 式 ; 设 ww(1 扫 & 扫 站 为 实数 ,S, 一 > Val. 
k=] 
(1) 车 》)as = 0,ann 一 ai, 则 
k=1 


>， (ax 一 arr1)? 之 49， (sin 元 六， 
=1 


仅 当 ai == cicos tf 十 cosin t( 式 中 i 二 2kr/n,1 委 A 二 7) 时 等 号 成 立 . (Wirtinger 不 等 式 ) 
(2) 若 dl 一 0 则 


5 (cx 一 Qari) 之 49，。 Lsin zm] 9 
sin 一 (1 扫 & 委 7 时 等 号 成 立 . 


(3) 若 an 一 & 寺 1 一 0 , 则 
n+l 


< Tar) < 2S,(1 十 cos 一 一 一 


2541 一 cos 7 1 


仅 当 a 一 csint aa as 一 c(C 一 1 和 sint 时 右边 等 号 成 立 , 式 
中 f= kxr/tni+1),l kn. 
(4) 车 ao 一 0, 则 


2 元 十 工 2n i 
仅 当 as = csint 时 左边 等 号 成 立 , 而 仅 当 ai = c( 一 1)*“!sin2t 时 右边 等 号 成 立 , 式 中 :二 
kx/(2n-1),l kn. 


(5) 若 ao 一 Qnt1 一 0, 邻 Azax Ql 2ax 十 ae , 则 


2S,(1 一 cos 于 一 ) SD am a) 去 2S,(l1 十 cos 一 一 一 )， 
£1 


1 2 \2 4 
6S， [sin 5 二 T 7 <Po ai)2 < 妇 16S,[cos Zn rei 
仅 当 ws = csinC(kxr/Gr 十 1)) (1 之 月 之 nn) 时 等 号 成 立 ， 
(6) 若 an 一 0,0< 上 < rr/ £ 二 2(1 十 coszt)， A: 一 1 十 St 十 了 2 (1 过 kn), 
sin(kt) 

则 

Da, — a yy 十 Aa? Sn 

卡 二 1 
仅 当 Td 十 yi1at Il 一 0， 2 二 k 扫 过 n 时 等 号 成 立 ， 式 中 TX 一 = (g —1 一 从 )12， 


Yel 二 (Ap1 TT 1)12, 


(7) > au fi 一 CEI 二 《cos 5,, 
A=1 
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(8) a 十 Dio 一 ar1)* 十 Mal 之 pS5,， 仅 当 存 在 t; 0 委 上 委 /n， 使 得 


k=2 
_ sin(nt Dt 
sin(nt) “ 


(FTT 不 等 式 由 Fan,K. ,Taussky,O. 和 Todd, .给 出 ， 见 Monatsh Math. ,1955,59; 
73 一 90. 而 (3) (4) 中 右边 的 不 等 式 和 (6) 是 Alzer. H. 1990 年 证 明 的 , 见 [30111991,161:; 
142 ~ 147. 1994,182(3) :654 ~ 657;[221439;[3601621(4)(1994) ,315 ~ 320) 

2001 年 , 卢 小 宁 、 肖 振 纲 证 明了 一 个 包括 (3) (4) 的 一 个 更 一 般 的 结果 , 即 下 述 (9)，、 

(9) 设 0 二 1 < 之 x/n,n > 1, 则 存在 常数 c, 使 得 


sin(r +t De :23am < 2(cost)S,. 


sinnt k=1 
式 中 取 “ 十 ”号 时 , 仅 当 a 二 csinkt 时 等 号 成 立 ; 取 负 号 时 , 仅 当 as 一 <c( 一 1) 和 sin&z 时 等 号 
成 立 . 
证 因为 1€ (0, 焉 ), 所 以 sink > 0,k 一 1,2,…,n 一 1. 于 是 


Kk 和 2(1 一 cost) ,A 之 1 


sin(k 二 De 3 singkt 
sinkt * sin(& 十 1) 


仅 当 。 axisinkt 士 assin(R 十 1 一 0 时 等 号 成 立 . 
在 不 等 式 两 边 分 别 加 上 Sm 十 1toz ,得 到 


sinnt 


2 
Qt 之 士 Zaxa nl， 


p> sin(k CO— 1)t+ sin(k + 1)z a 之 sinCzt Dt 2 ‘2 oa 


sinkt sinnt 


到 一 】 
再 利用 和 差 化 积 公式 sin(k 一 1)t 十 sin(k 十 1)t 二 2sinktcost 即 可 得 证 . 
([348]2001,11:24 ~ 25) 


107.。 设 {ar),{b) 为 实数 列 , 且 >)a4 一 0, 则 


(1) Dajar <0; 


一 2 3/2 
(2) 3 |< 2 . (107. 1) 
2 vnn—1) (色泽 ) 


(3) > ara; | 久 一 玉生 0; 
k=1 j=1 
(4) 若 户 1 则 
2 | ax I* 之 mn *( 之 人 ) *， (107, 2) 


当 0< 二 p 声 1 时 ,不 笑 号 反 向 . 当 为 偶数 时 ,ni* 是 最 佳 常数 . 简 超 在 证 明 使 该 不 等 式 
(107.2) 以 后 进一步 提出 猜想 : 


设 n 宇 5 且 为 奇数 , 记 S,(p) 一 Def, 
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72 十 3 z 2 一 3n 十 3 2 107.3 
zr LS (2)] < SC4) < Sm [Ss, C2) J. (107. 3) 


(中 学 数学 ,1998. 10) 
2004 年 ,杨志明 提出 :” 之 4 时 ,使 
Ci[LS,(2) 1 < S, (4) < CLS, (2) 卫 (107. 4) 
成 立 的 C1 ,Cz 的 最 佳 值 是 多 少 ?([351]2004(1) :18 一 20) 
108. 设 ai 记 0,0, 为 任意 实数 ,车 yaw， 一 0, 则 2 0,(l bk, 魏 7). 
ji 


证 ”由 条 件 ,(2ya0C260) 二 2 《arbi) 十 awb; 一 2 Cawbi). 利用 柯 西 不 等 式 ， 
得 : 和 
(Dar) CD 0) = CD ad) SD a DI OD < CD a) Dt). 
于 是 ,从 
(Db)! < Db = (Op)? ~ 226 即 得 ”B66; 过 0. 


kj 


109. Redheffer 递归 (recurrent) 不 等 式 : 设 fi 二 fi(aiy"**yar) 和 gi 一 geCal，…， 
ax) 定义 在 集 D= Dx:…xXxD, 上 , 则 


Zs < 18: 

称 为 递归 不 等 式 , 当 且 仅 当 存在 函数 Fi (4), 使 得 sup{ (fi4 一 ge) :ae € Di}) = 
Fi (二 1,…,n,f。 = 二 1) 成立. 

1967 ,年 Redheffer,R. 证 明 , 上 述 递归 不 等 式 对 所 有 as € D; 成 立 , 当 且 仅 当 存 在 一 
个 实数 序列 mw ,使 得 am 志 0,0w11 二 0, 日 和 4 二 Fii(00) 一 gk 二 1,…,n, 其 中 1(o) 表 
示 方 程 Fi(4) 二 o 的 一 个 解 . 

(提示 :用 数学 归纳 法 证 明 . 详 见 1318j1967,17(3):683 ~ 699) 

利用 递归 不 等 式 可 以 证 明 许 多 著名 的 不 等 式 , 例 如 ,前 面 No. 106(FTT 不 等 式 ), 及 
下 面 的 No. 110 ~ 111. 


110. 设 ws >01 委 有 & 委 12 访 > la 一 (ao…a) lall, = (Dat)”, 
k=1 


(1) >Af < 


k=1 


1 
证 ”利用 Young 不 等 式 ( 见 本 章 No, 27)， 
Af'iA i 过 BL — DAF + AP]. 


> (CA 人 a0). 


3 


pb 
p—l1 


从 而 


4 一 7 fas = At— ETAM LAA — Ck— 1)Am] 
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= Af(l1— -2 ) 十 RAMA 


SAG -D+ETH .DAH AL = Fit DA ~ 4A4]. 
由 此 即 可 得 证 . 
(2) ”Hardy-Landau 不 等 式 : 


IAl, <sA ll, 
二 1/ p e Up 
即 ( 248 ) 二 51(271of) 
证 从 (1) 和 H6lder 不 等 式 , 得 到 
DA < EA 人 <p (PA). 
式 中 1/p 十 1/g = 1, 再 注意 到 a(p 一 1) 一 p, 即 可 得 证 . 


Hardy-Landau 不 等 式 有 以 下 推广 : 
(3) 设 aj ,bj ,ci 均 为 非 负 实数 ,1 jnlm 人 en, 


m 天 天 
个 车 1 sr 时 ,Dm( 25) 反 ( 25:) , 则 
k=1 1 j=1 
n 3 a 
Da bics) Slr,s) (Dbrce”), 
kl Pe k=1 


式 中 xk(7,s) 一 (一 


式 . ([320]1987,38:401 一 425) 


站) 特别 地 , 取 s = 1,6b; 二 1,a， 二 又 得 到 Hardy-Landau 不 等 


大 


mi rr 20 lr 
@) 若 0<r<y 近 1 时 ,21aef(20) 委 (ZIp), 则 
k=1 k=1 


nn nr nn 
r 了 >， rs 之 D6 2) ” 
r (2 ) < 和 ‘(20753) 


特别 , 取 s 1,p rb 1 ,ax Re ,ck Ar 及, 式 中 0 一 


一， 就 得 到 Copson 
不 等 式 . ([ 32011988,39(2):385 ~ 400) 
@ ”2008 年 , 张 小 明 、 褚 玉 明 利用 最 值 单调 不 等 式 证 明 ,p 2 时， 


PA < < (7 1 ) ‘De pln) { (FA 让 -1). 


并 猜想 1 二 p 二 2 时 该 不 等 式 仍 成 立 . (L351]2008(3) :299 一 307) 
(4) 车 0 二 pp 二 1, 则 


DA 十 
k=1 


(5) 了 A 十 (证 二 ) al?f <4lals. (L386]1998,270:275 ~ 286) 


A < ym 17 


111。 Carieman 不 等 式 : 设 as 盖 0 过 有 雪 7 则 
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DY ana) < el Dar). (111. 1) 
证 ”利用 No,109( 递 归 不 等 式 ) ,细节 见 [4]173 一 174, 而 Hardy 等 ([1]280 ~ 281) 
利用 AG 不 等 式 的 变形 给 出 了 一 个 巧妙 的 简洁 证 明 :选取 正 数 列 {cs) ,使 得 


(下 s) 7 = 十 1 此 处 我 们 选取 co 一 寺 于 .于 是 


k*! 


n _ /ca1) (cas) "(cian) 1 1 s 
er 
天 Id 1 
-Do (DD rte) Do (2 ir) 


— Doar (EaF1)< > ca 一 Da ti 二 e Dla. 证 毕 
1 k=1 
1963 年 ,Bruijn 将 上 述 系 数 e 改进 为 渐进 式 


Ah 一 一 


2r2ze 1 
(lnn)? 十 (ms) 
2001 年 , 匡 继 昌 与 Rassias,Th. M. 证 明 Carleman 不 等 式 的 一 种 加 权 推 广 和 改进 形 


设 0 过 gn 过 g; QQ 二 241; 则 Vn 之 1, 成立 
下 一 ] 


n 天 ， 让 A 0 DG 多 
2 (Lay) < Zl! 2 rar oa (111.2) 
式 中 (6) 由 下 述 递 推 式 确定 : 


1 1 1 bs 
gb nT (iF 2 iT2 一 人 


2003 年 ,Maria Johansson 等 证 明 


(IT < 一 er > (111. 3) 
([304]4(3)(2003)) 
2008 年 以 来 , 张 小 明 、 褚 玉 明 等 利用 最 值 单 调 定 理 先 后 证 明 : 
SL) ee Da (111. 4) 
式 中 四 = 一 下 min {ha,) ,或 者 w= 二 (e 一 1) Din {has }) ,或 者 w, 二 2C(e 一 1) min {(k— 
nT ere hn 


as) 等 , ([1641177 ~ 185) 


Carleman 不 等 式 的 级 数 形式 第 11 章 $ 2. No. 38. 
112. 设 ai 宇 az 宇 宇 ay 宇 0， 


(1) ” Weinberger 不 等 式 : 若 r 宇 1, 则 


>》) (一 1)*t'as 之 (>， (一 1) 针 1as 
k=1 k=1 
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(2) Belliman 不 等 式 : 若 f(0) 二 0. f'(0) 之 0, 了 (x) 递增 连续 , 则 

b> (Difla) > f S) (— 1) a:) 
(提示 ;利用 函数 图 形 面积 的 比较 , 见 [8]152 一 153 或 转化 为 比较 导数 的 积分 ) 
113。 Laguerre 不 等 式 : 设 Dn = 二 p，D》 jz = qsn 之 2, 则 对 于 所 有 二 1,… 


jk 
n, 有 


2n 
元 二 IT 


_Z 1 2 
Tk 2|<a 7 p 


提示 :根据 假设 , 》) zi 一 户 一 29, 因 此 ,从 杞 (wj 一 zx)? 之 0 之 六 一 - 革 jq 之 0. 将 
k=1 


这 个 关系 式 用 于 其 余 7 一 1 个 zx;(j 关 有 ,得 到 
2 二 


(pC— ze)’ pzxi zx) 之 0. 
即 nzi 一 2pzxi 十 26n 一 Jj)g 一 (nn 一 2)p? 之 0， 由 于 此 式 左 边 的 判别 式 


(nC—1)’(p’— 2 9) > 0, 故 zi 必 介 于 其 两 实 零 点 之 间 . 


2 
114. 设 a- 一 b， > 一 -一 《8 盖 0 之 2)， 则 


0<z < Ck = 1,. sn) (114. 1) 


证 ”由 假设 ,有 已 台 一 -各 一 一 (了 zx)*. 于 是 

(n— 2) Dx? 一 2(ziza 十 十 Tixi 十 Zazs 十 Xoxn 十 十 XxX); 从 而 

Cn 一 2)x? 十 (zz 一 Xa) 十 十 (za 一 Zs)? 十 (zs 一 Xa 十 十 (zs 一 zx)? 十 
十 (zl 一 了 2 一 2zl(zs 十 … 十 了 ). (114, 2) 
车 zi 过 0, 则 从 (114.2) 式 ,有 十 … 十 zx; 二 0, 于 是 ,6 二 zx 十 (zz 十 … 十 zs) 二 0, 这 与 
假设 矛盾 . 因此 ,必须 zi 之 0. 同 是 本 证 Zk 之 0 一 2， 为 证 (114.1) 式 右 端 ,可 令 


VE 一 要 一 z, 则 Dy = 6, > yi = 二 一 二 ,从 而 2 之 0， 即 Tk 三 < 2p/m,R 一 1 “ ,7. 证 毕 . 


115。 Kalajdzic 不 等 式 : 设 x 之 0,j 一 1,…,n, 且 了》 1x 一 知 , 则 对 于 有 之 1, 有 
j=1 
和 中 Dm 一 十 1) 
omeml (RFD! A : 
证 ”多项式 展开 可 以 写成 
kD! XT ern 一 NET = AH &H k+l 
mt Ta ma “ml 1 (245) 2 = (na) 2 


Om Ek 


< 妇 nat na 一 1 一])atl.( 见 [4]289) 
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116. 设 Dy arr’ 二 a, [| (xz 一 z) ,其 中 as 天 0. 则 
k=0 =1 


Datizt cel Tdzltlal). 


n—l 
117. [IMO]. 设 am 一 c 十 >)a (do 十 ao) 1 上 kn 一 1,4o 王 41 一 1; 则 


j=&k 
< 去 元 . 
118.， [MCMJ. 设 之 1,n 个 正 数 a 满足 (一 D7 (》)af) 过 (Dan)?, (n> 3)， 
则 对 任何 1 过 i 二 ;二 有 7, 都 有 
271(a? 二 af 十 af) 之 (ai 十 ai 十 as) 
提示 :利用 带 参数 的 H6lder 不 等 式 ， 


py | ax 1 去 3 | ax Do (LA 1 ) )19 ， 


k=1 


式 中 入 之 0(01 雪 有 雪 四 ,9 为 共 斩 指数 :(1/p) 十 (1/a) = 二 1,p 之 1.([99](2)32 ~ 37) 
119. py 设 衣 个 正 数 zx; ，… ,x 满足 
Tz = Dw 1k 则 2)z7! 之 hn. 
仅 当 = 二 n 生 所 有 的 x; 相等 时 等 号 成 立 .《 见 [99](2)P80) (提示 ;利用 A-G 不 等 式 ) 
120. 设 p,g 为 自然 数 ,p 之 q,zi(l 三 上 台 ) 为 正 数 , 则 
SUS SPAIERE 
仅 当 所 有 zx 相等 时 等 号 成 立 . 
121. ”Opial 型 离散 不 等 式 : 设 {a) 为 实数 列 ,Aas 二 as 一 ari1, Abe 二 bi 一 bil， 
ao = 6b, = 0. 


> i 2 2 A 2 . 2 
(1) 25, (sin zz 二 TD) < Deda 25, (cos ger 15) , 式 中 S, = 之 /4 更 一 
般 形 式 见 [369]1984,47 :413 一 417; 
(2)” 设 {a) 为 非 负 递增 实数 列 , 户 1, 则 


n p ni 
DJ af Aas 二 nt lS (Aa:)*!. (Canad, Math. Bull. 1967,10:115 ~ 118) 更 
= k=1 


p+ 二 1 
一 般 形 式 为 


Dal?*)Aa ls < alpsD PD 1aa ie 


更 一 1 


式 中 cp,a) 的 表达 式 见 Canad. Math. Bull. 1968,11:73 一 77.1992 年 , 杨 国 胜 等 证 明 : 若 


46 二 as 二 0;psqg 之 1, 则 当 n 为 奇数 时 ,c,(p,q) = Pn n 为 偶数 时 ， 
qln+ 2)? 


~ 内 Ed "~ T 
270p Fa L330]1992,23(1):67 78, 另 见 [353]2001(3) :11 ~ 14) 


can(p,q9) 一 
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(3) BD) aAbi t+ brAar) SH 2 [CAat) + (CAG). 


k=1 k=1 
若 加 上 a, 一 6b， 二 0,p,4 之 1, 则 
pra 
(p+ Dd ae |* | bs 1 委 (z) >) (G4 | Aar I” + ga | Ap 1” ). 
k=1 上 =]1 
(Pachpate, B. G.[301]1987,127(2) :470 ~ 474) | 
2 Dd Aax |* 十 | Ab 12) 
k=1 


(Pachpatte,B. G. ,An. Stiint. Univ. “Al.I. Cuza” Iasi Sect,l a Mat. (N.S)1990, 
36(3) :237 ~ 240) 


(4) Dll ar 1 Aas | 十 | bi || Ab b<(° 
k=1 


(5) ( 2) (Aar Ya ) 一 k < 局 Ceoalf- +，PpP 之 1， 
二 1 


(Alzer, H. [358]1994,133(]1 ~ 3):279 ~ 283) 


122. 设 k&; EN,D; 二 (1,2,,k; 十 1),D = TD = D, XD; X… XD,, 对 于 ff: 


ji 
NN" 一 R! ,定义 差分 算 子 :X= 二 (xiy Xi) Ajf (CX) 二 (xieyT; oT 十 1 Ti Ti) CO— 
f(z) ,AjAif(z) = Aj[LA;f (zx)], 若 f:D -> R' 满足 条 件 : 

fxs sr lo ri Ta) = fr rik 1 ri rs) = 0 = 1,2,., 
2, 则 称 EFCD). 若 f€EFCD),p 之 1,9 之 0, 则 


(1) DD ns A fn 
1 =] 
ko 名 如 
<( 人 > DA 


(2) p26 DR >- DE :AGOr ,rr ) |?. 


r=1 


它 包含 了 pachpattesG. 了 B. 当 2 一 2,3 时 的 一 系列 结 
杨 恩 浩 等 还 建立 了 更 为 广泛 的 类 似 不 等 式 . (暨南 大 学 学 报 ,2000,21(3) :1 一 7) 
123， 突 和 的 乘积 不 等 式 :1985 年,Zsolt,P. 证 明 : 设 工 王 (zz E€ R* ,x >0， 
1 太志 nn, ya 二 0 (as 为 实数 ),a 一 (aa 记 M(z,a) = 二 > xz， 则 


JTCMCz,a)]* 之 1 成 立 的 充 要 条 件 是 少 )a4 | 94 一 5b | 之 0 对 所 有 m(1 牵 m 达 0) 成 
立 . 这 个 不 等 式 包 含 了 Lyapunov 不 等 式 和 Daroczy,2Z. ,Losonczi,L. 的 结果 . (Monatsh 
Math. 1985,100(2):137 ~ 144) 
124. (D2) 4) < S) > 4 , 仅 当 62 一 … 二 0, 一 0 时 等 号 成 立 , 
天 一 ] 


了 一 1] &= 


二 >， ;二 1,… ,7n, 则 


证 令 h 二 
上 nn n 2 1 nn 


Qa _ CN bb 
(EE) i 


j=1 k=1 


第 三 章 ” 代 数 不 等 式 211 


一 | ( 2) 2 ober )dz 一 | | br | az 之 0. 


j=1 7 一 1 


125. 设 p,qg,m,n 都 是 自然 数 ,f(z) > 0 且 弟 增 , 则 


. p 9 pia 十 
(G) WARY+ DAL) /LLY), 
k=1 k k=1 k k 


k=1 
ptm gta ptqtmtn 
(2) WPT HI) 》 72 二 9)， 
k=ptl k k=gtl k k=ptatl 上 
(L1] 定理 396) 


126. | [Ya /Sa 
k=1 k=1 


127. 设 as ,br 是 正 数 ,到 一 1,***,n. 访 之 1,Q@ 表 示 和 集合 {1 9 ,7} 的 全 部 置换 的 集合 ， 


< 交 | ws 一 b 1, 推导 缴 长 公式 时 用 到 这 个 不 等 式 . 


则 


| (Dat)”— (D6t) |< min( > | Qe -一 DC | 所 Q). 
二 1 k=1 k=1 
(L4]384 ~ 385) 
128. 设 | zi | 过 1, | ys | 过 1,8= 二 1,…,n, 则 


DY VI G+) <n. Vi— (Dy (Dy. 


提示 :构造 R" 中 “单位 球 ” 模 型 . 
129. 设 al < ar 所 < ar , 则 


n p—1 
Daj 一 D2)aj;, 当 nn 为 偶数 ,a 委 工 委 ar， 
二 j=1 
(DD) Dlz-al>4, 
k=1 
>aj 一 aj, 当 为 奇数 , 且 二 二 a， 
了 一 9 了 一 1 


式 中 p== (za/2) 十 1,q 一 (十 1)7/2. 
(2) 人 一 ao 六 之 cr min Cam 一 at， 
式 中 >> 0,c,(n) 的 最 大 值 为 
om) 一 2 G—&). 
lh jn 


n 


特别 , 当 7 二 2 时 ,cs(n) 二 yn 一 外 有 一 it. ([305]2000,107(6)) 
&=1 


130. 设 a > 0, 并 记 S, 一 2)a, 则 
k=1 
lS SE S, 
(1) In(3 GL 十 党 )) < 一 之 也 <In>. 
其 中 左边 不 等 式 成 立 还 要 求 ai 一 max (as} ,由 Alzer,HH. 与 Brenner,J.L. 于 1992 年 证 明 ; 
右边 不 等 式 由 Linkovskii,Z. B. 于 1979 年 证 明 . 


Sb3E EA 
(2) 和 了) < 
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证 设 k 之 2, 则 


n 等 + = In 一双 ) = 3 }() < 2 全 本 


ji 


于 是 


n m 


> 村 (全 < yn ae = In Se. (L301]1992,168(2) :319 ~ 328) 
J 类 一 2 Ql 


k=2 j=!1 5: Si 


131。 Volenee 不 等 式 : 设 a > 0, as 一 1, 之 0, 则 
(1) II (Sa)< (£0 
(2) II [ 
(3) > <) 
( 
( 


(4) 2 
(5) 2 


以 上 均 仅 当 al 二 … = a 二 1/n 时 等 号 成 立 . (人 4]j473) 
132. ”初等 对 称 多 项 式 不 等 式 : 设 a > 0,a 二 (a1,…,an) ,我 们 在 第 1 章 3 3(3. 139) 
式 定义 了 a 的 不 次 对 称 函 数 EE,(a,&) ;此 处 继续 讨论 它 的 有 关 不 等 式 , 为 了 简化 记号 ,将 


E, (a,k) 改 记 为 Si(a) 或 Si.B; 二 Bi(a) 一 S.Ca)/ (£) ,Pla) 二 (Bi(a)) 4 就 是 a 的 & 次 对 
称 平均 ( 见 第 1 章 § 3(3., 140)).S; 一 > aa， S» 一 3 Qi Ch sO 一 于 2。. 
天 一 工 过 


(1) 


Spl SS, ~Si 
这 个 不 等 式 有 多 种 证 明 ([1]53 ~ 60). 1983 年 , 堵 秀 凤 利 用 判定 实 系数 多 项 式 正 根 个 
数 的 Descartes 定理 给 出 了 一 个 新 的 证 明 . ([345]1983,11:27) 
(2) [SiCa) J [ST [SCatb) ®t; 
(3) Marcus-Lopes 不 等 式 : 


Sila) ， Si(b) Se 十 人， _ _ 
Si (a) + < Soili(a 十 D)“ 《So(a1 So (6) 1 


Cac Ge < ( 5 抱 ) 


(和 朱 宗 毅 ,[344]1988,1;51 ~ 54) 
(4) Si(a) >00Ga>0. 
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(5) Newten 不 等 式 (对 数 凸 性 不 等 式 ) : Be1(a) .Biri(a) 委 (Bi(a))?* 
仅 当 Ya 相等 时 等 导 成 立 . (L12]139) 
推广 ”立方 不 等 式 : 设 7n 宇 3,k 一 0,1,…,n 一 3, 则 
6BiBu Bis Bis 一 4B,Bi — BIB!,, — 4Bin Brrs + 3Bin Bl, > 0. 
证 明 见 [305]1989,96(9) :815 ~ 819. 
(6) (3S;— S182)’ < 2[1— (1/n)](S? 一 2S:)(2S; — 3515;), 
仅 当 wm = … 一 av 时 等 号 成 立 . 
(7) [MCM]. 设 0 过 a 过 42 过 … 过 a 二 2a1.n 之 3,p 为 素数 且 p* 能 整除 S,(4)， 
则 S,(a) >> p*。n1, (提示 :用 反 证 法 ) 
(8) [MCM]. 设 a4 之 0; ya 一 1, 则 当 n 之 4 时 ， 
k=1 
Sila) 云 工 . 
4 


提示 :0 志 > (ao 一 ab) = 2 7 —2S,C0). 这 表明 Da sce) 二 0 时 Ss(a) 最 


jk 


大 ,因为 这 时 al = as 一 … 一 ,又 已 知 > Ya， 二 1, 所 以 as 一 二 .从 而 SCa) 的 最 大 值 = 


Dy = 即 ”Sia) 之 二 之 闻 . 
(9) ” 设 1 过 过 nn 一 1, 则 
4(Si Si 十 S8 Sis SiSi2) SC 3(SiSe + SiSim)’. 
Briggs, W.E. 在 证 明了 上 述 结果 后 ,进一步 间 下 述 两 个 不 等 式 是 否 成 立 ， 
@ Sinl(SeiSis 258012) < Se St + SiSirs 十 Si 
® SiilSt— SSm) < SSi — Seem). 
([305]1991,98(9) ,E6629) 


(10) SS, 过 方 SS, < 二 1. ( 王 振 、 陈 计 ,[348]1994,1:34) 
133. 欧 氏 空间 R” 中 维 向 量 不 等 式 : 设 工 一 (zl 9 TY 一 《yi 9 Yn ) € RK". 
a = (ai ,an) 是 多 重 指 标 , 其 中 ww 是 非 负 整 数 . | 2 |= DYya, zx 二 『] (x%)， 
k=1 ki 


[1= (如 1 ze 站) ,ern wer 为 正 的 常数 ， 


(1) az 和 之 zc 


lal=m 


(2) ci 二 zl 用 > rl odd+|z | )"; 
lal<m 

四 nir 

1 士 Lz 一 > | 一 cll 二 | zy—z|"”), r>0; 


G3) 一 六 


(4) 设 |al&m6= min(2) zl 1zl=1)>0, 则 
k=1 
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(el<atiD" rarizl < 1m 
lal Sm 
(5) 著 |zl>21y>y|， 则 
三 贡 -< 可 让 
|z 一 > zs Iz 
证 ”我们 用 平面 几何 方法 来 证 明 这 个 高 维 空间 中 的 不 等 式 , 作 以 |z1, |y1, 1z 一 
y | 为 边 长 的 直角 三 角形 O4 37 ( 斜 边 长 为 |zh). 在 OB' 上 取 O5 = 全 在 OA’ 上 


取 DA 一 |, 则 108|=|OA1=1, 记 人 LAOB 一 0, 则 人 ABO 一 人 BA0 一 a= 

| 2B |=|08—04 |=| -> 之 lsing =| 之 |,sina = sin(Z—0) = cos 一 
|xz—y| lz| z 2 2 

1 十 cosg 2 ri | 工 一 了 |、 AB _ sing ， 

(一 2 |】 一 lx Gh )] . 再 利用 正弦 定理 : 训 一 sine' 得 到 


| | 172 
<9| 妆 
C6) Peetre 不 等 式 : (<<20 4x 一 y |) "ER 


134。 Beckenbach 不 等 式 : 设 aisb; 二 0 一 1 已 访 有 迄 2， 令 S,(a,p) 


= Daf,Slatb,p) = > (as bi)? ,Ny 
一 1 二] 


[3 
S,.(b,p) 


S, (a 十 b,p) 二 S.C(a,p) 
S.(b,p— 1) 


Sa+b,p—1) ~ S,(a,p— 1) 
当 0 委 娟 和 1 时 ,不 等 号 反 向 . 
提示 :利用 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 , 详 见 [2127 ~ 28. 
1985 年 , 王 挽 澜 、 王 月 飞 利用 拟 线性 化 方法 和 基本 不 等 式 , 建 立 了 类 似 于 上 述 不 等 式 
的 结果 :车 1 二 pp 二 2. 则 


十 


Sa,p) 。 
S,.(a,p— 1) 


(1) Daibi < 


p35 
一 1 
ae _ CE 
[S(t bo) | | Se， 2) | [SG 2 | 
La Saat bp) Si(atbsp) SS,(ap) S,(6,p) 


p 
v2 
5 Satop- DD Sap S06p—1) 


(成 都 大 学 学 报 ,1988. 1)1991 年 , 毛 经 中 证 明 , 若 pp 宇 2, 则 


S.(a,1) + [SCa,p)]? 二 nn 二 ni? 
S,(a,p)* Sasl—p)) nz 


; 
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车 p,q 之 2, 则 对 所 有 非 负 实 数 ci ,cz ,有 

cS asp) ?+ elS, a9)” om? 十 cam , 

Slaysp)S,(asg)S asl—p—g) ns 
仅 当 所 有 mw 相等 时 等 号 成 立 , 这 是 Malfatti 不 等 式 的 推广 . 作者 还 推广 了 Beckenbach 不 
等 式 . ([333]1991,36(15):1194) 

135。 Adamovié 不 等 式 : 设 a >0, = 二 1,…,n, 则 


n 1 1 2 
2 2 Qia; > ‘(2 Qi ta) ， 
仅 当 al = 二 … = 二 a, 时 等 号 成 立 . ([4]290) 
136.，” 伪 平均 不 等 式 : 设 : (1) ai,b4yciodi(lk 二 1,…,n) 都 是 正 数 ; 
(2) Da 之 > cei 


(3) CR Ck = bi — desk = 1 ,7n, 则 


a | 
(DJ ei) CD di) oad cd, 


当 条 件 (2) 中 不 等 号 反 向 时 ,上 述 不 等 式 也 反 向 . ([305]1961,68:670 ~ 671) 
137. 设 n 个 正 数 ai 不 全 相等 , 则 


f(x) = (ai )/( 2a) 是 (一 0,00) 上 严格 递增 函数 . ([348]1989,3:6) 


138. 设 几 过 1,1 委 8& 委 2 二 0, 则 
a < (Hat ) (De). 
"(ZA)S (SA ) (Ze) 
证 对 于 任意 实数 p,9,f(z) = (了 of") (了 of ) 是 凸 函数 , 且 关 于 mo 一 去 (十 
k=1 k=1 


gq) 对 称 , 所 以 ,在 工 离 开 x。 时 ,了 递增 . 特别 , 取 g 二 0, 就 得 到 所 需要 的 不 等 式 
fp) 委 Jp 十 1)， 
139. 设 :(1) a > 0,k = 1,,n, 0 过 bh bb 


天 
(2)》 ar) /bn) (Da) (2b) k=1, nel, 
j=1 j=1 


则 > a/bi) Sn( Da Db) 1， 
仅 当 a 二 cc， bi 二 1,"…,n 时 等 号 成 立 . 当 条 件 (2) 中 不 等 号 反 向 时 ,上 式 中 不 等 号 也 反 


向 . 
注 ”条 件 (2) 可 换 成 < 守 志 于 ,一 1,…,n 一 1; 或 a 守 … 之 a; 之 0， 


De bs 
证 ”用 数学 归纳 法 ,[350]1985,6:17 ~ 19. 
140. (1) 设 44 放 0,1 志 kn, 且 ann 二 4; 则 
a™! 
天 


< > ( 拖 ) 关 Da 


k=1 CA k=1 AQ 寻 1 jl 
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(2)” 设 pyarsbi(l 声 肯 才 1) 均 为 正 数 , 则 
DY afr /bt) (p+) Da — pb 

仅 当 ”a = bi 时 等 号 成 立 . 

推论 1 Radon 不 等 式 : 

> aftr /08) SC a /Yb)?, 

仅 当 所 有 as/b; 相等 时 等 号 成 立 . 

推论 2 >》) Cai/6f) > Dy (p+1— pa 
仅 当 Y 5 = 1 时 等 导 成 立 . 

推论 3 > Gas/58) 宕 (Dyan) /( >) abe)? 
仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 , ([305]1952,59:687 一 688,[348]1989,1:3 ~ 5,1989,8:21) 


(3) 设 正 数 as,6i(1 忒 &k 志 1) 满足 Da 一 A， D0, 一 也， 则 当 z 盖 0,8 为 实数 时 ， 
二 一 | k=1 


SA 卫 )zBpn ; 出 a 
之 n(A)?BW; 车 之 Pp 之 1, 则 2 守之 m7 


仅 当 a 二 … 二 4961 二 … 一 b, 时 等 号 成 立 . 
nl 


推论 设 as > ar ti 盖 0 且 二 二 bx , 则 


到 一 


二 be 上 nD’b, ~ 


之 0. 


站 Qn Ql 


(L348]1987,8:29) 


(4) [MCMI]. 设 ai,bs 之 0, > am 二 A,》\b = B, 则 
开 一 1 k= 


(5) 设 ai ,bi,P,9 均 为 正 数 , 则 


仅 当 Yas/5; 相等 时 等 号 成 立 . ( 安 振 平 ,[345]1994,6:43) 
(6) [MCM1. 设 | a | 


Sant 一 CI , 则 


1 
并 下 之 


1 
kl k=1 1 工 十 co 
(7) 设 as 记 0， dntl ~ CI， p>1, 则 
个 入-< 条 De 这 十 Qe) ; 
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Ugtl 


([305]114(1)(2007) :647) 


四 PE) nt2( Pe) (er) 


C8) 设 四 由 为 实数 ,S, 一 lay a 一 S; 十 0 一 Da 之 0. 则 当 4 之 1 或 4 二 1 一 
k=1 
nn 时 ， 
"a 
fl Ok nn 二 A 一 1 
当 1 一 4 过 4 二 1 时 ,不 等 号 反 向 . 仪 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 . ([345.]2006(4):58) 


(9) ”设立 为 实数 ,a 汪 0, 则 
ee) < Ea (42 届 IMO) 
J 


a=1 时 见 [305]116C4) C2009) :366， 
141. [MCM]J. 设 正 数 a ,名 (1 雪上 二 2 满足 


Da 一 > , 风 5S 4 > CR。 
一 k=1 


pl CE bo, 2 


az n 2 na 
提示 : 》) 全 一 一 Car 一 欣 ) 一 0. 从 而 


大 一 1 CA k=1 CA 十 


az 六 at + 6 Cs 一 名 7) 
12 二 下 ?2 一 2 了 于 侨 一 Dt6) = 人 二 0. 


142. [LIMOI]. 设 XX 这 0,ziy4 一 2 二 0,l1 达 上 过 7n; 则 


3 nn 1 
< < 


n n 页 >») 一 一 一 一 ， 
(Dz) yi) — CO z) ft TAY Zh 
“一 k=1 k=1 
仅 当 zi 二 Ty 时 等 号 成 立 . 
143. 设 a >>0,1 委 有 魏 0S. 一 > am >>20<8 扫 1, 则 


pe > CE 5) 


n™— ag 


仅 当 ai = 二 … 二 a, 时 等 号 成 立 . 


证 令 


= DE So 一 Dr (2 £20), 
7 
由 于 f(x) = 一 妇 当 z>> 0 时 为 凸 画 数 , 所 以 ,由 Jensen 不 等 式 ， 抽 二 1,"…,n, 有 


一 (5 Le， 中 < GH Ye ) 宕 Lag, 
7 


工作 


了 


仅 当 aa 一 … 一 a 一 au 一 二 ar 时 等 号 成 立 . 所 以 
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之 (Ca 一 1)8 > ， 1 afare 
pe 


仅 当 a = … 一 ar 时 等 号 成 立 .将 上 式 变 为 
DD ar 


kj 


又 由 于 f(x) 二 Xx? 当 x 之 0 时 为 凸 函数 , 青 由 Jensen 不 等 式 ,得 到 


> DD i>? = -D> 人 人， 所 以 


S 1 
4 二 D4 Do 一 


i=l 


他; 
A 之 本 sy. 
了 j=1 Sa, Qi ) 
仅 当 ai 一 … 二 a 时 等 号 成 立 .证 毕 . ([305]1986. 93(7) ;573) 


144。 设 @4 之 0,1 人 上 nn>1, 令 5S, 一 2》ja, 则 
&=1 


(1) Se > 


5 
(2) "(2 2 ) < 1 过 J (2 ee) 


以 上 均 仅 当 wz 二 … 二 a, 时 等 号 成 立 . 


145.。 Shapire 不 等 式 : 设 0 过 a 二 1.1 达 上 过 令 S, = 》 a, 则 
k=1 


. CQ no, 
宇 。 
k=] 1—ax 一天 一 9， 


仅 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 . 
证 1 用 Cauchy 不 等 式 : 


1/2 nn 


(ao < (Ba) 


证 2 不 妨 设 al 委 Q2 < 委 … 委 aa) 则 1 一 小 人 1 一 as 人 人 1 一 aa 从 而 


Ql 
1 一 ai 


3， -3 de a 1 < (DT) Bao) 


-3 ) (2 Ea) 


证 3 用 突 级 数 展开 式 和 C, 不 等 式 (本 章 No. 18) : 


式 " 委 


一: 由 Chebyshev 不 等 式 (第 1 章 § 3No. 9)， 


个 f 1 一 4 k=1 “m=1 m=1 \ k=1 m=1 
Sn _ 
TS /Cn 3) 


用 证 3 的 办 法 可 类 似 地 证 明 它 的 下 述 推广 形式 : 
(1) 设 a 宇 0,M>>arsl 雪上 kN,S, 二 Ya, 则 当 户 > 0 时 ,成 立 


p Nn: +Se 


RM 一 as 之 AS 


k=1 


特别 , 取 M = 29，， 记 一 1, 得 到 


. CA 2n 
2 2S, 一 CQ 之 2n—1 LMCMJ; 


若 取 M = 二 Dam < n, 则 
k=1 


nn af 2 pO! 
EE S,max nm 
若 取 M = S,，, 则 
a 12 2SP nS, 
之 2 。 
| Sa nl > M4 < ye 


(2) 设 as 放 0,mn,p EN,m 之 22,S;, 一 yw , 则 
k=1 


天 一 
CI nl "mom p 


n 二 一 
1 
rt 
(2 0)— a 
了 一 1 


( 胡 道 炉 ,[345]1993,9:43 一 45) 


n—1 


D5) nr 
全 (CS 一 az (7 一 1)2 
( 申 建 春 ,[345]1993,4:32 一 34) 


(3) ” 设 ai 记 0,5S, = Das, (9 = Patin> ,Te =1， 则 


af n 
大 3 一 ae 和 7 一 1 
成 立 的 充 要 条 件 是 声 十 (n 一 2)p 一 (x 一 1) 守 0; 而 
ak n 
p> 
ES,.(g)—al” nl 
成 立 的 充 要 条 件 是 ”pp 十 (nn 一 2)pg 一 (n 一 2)q’ 之 0.( 郭 要 红 ,[34512002.7;19) 


(4) 设 a 盖 0, 六 1, 则 


a a ， 
2 (Sa) > C17 (30 届 IMO 预备 题 ) 
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(5)” 设 a 之 0, 令 S.(p) 一 Daf, 5, 一 和 24' 若 之 n 或 p 为 正 整 数 , 则 
k=1 = 


S? (一 1)2S2 
本 Er; z(t 7) 5 


左边 不 等 式 在 忆 之 n 一 1 时 仍 成 立 . ([305]115C6)(2008》 ,571) 
(6) 设 a > 盖 0，S, 一 Do, 2 为 实数 ,eg > 0. 令 QQ = pas 十 gq(S, 一 a1) > 0. 
则 当 g 之 时 ， 
> 
当 g 二 Pp 时 ,不 等 号 反 向 . ( 田 隆 岗 ,[345]2004C4) :48) 
取 思 二 言 一 1,4 一 于 0 之 a, 二 1 又 归结 为 Shapiro 不 等 式 . 


(7) 设 r 之 1 过 a 之 1, 则 


ag NM (a,r) 
2 I> 


式 中 Moan) 一 (元 总 0i) 是 a 一 (avan) 的 + 阶 平均 
交 二 1 
〈( 张 小 明 ,[351]2008(2) :239 ~ 244) 
146. (1) 设 as>>0au = 二 a pp 之 0,S, 一 了 a 过 1, 则 
加 m S m_p 
m m)? > 2 Dk 。 
DD 十 az) 关中 (5.) + ( ) | 
([351]2009(2) ,163 ~ 165) 


(2) M-D 不 等 式 (Mitrinovic-Djokovic 不 等 式 ) : 设 a > 0,5S, 一 = Dain> 2. 1988 


年 , 陈 计 证 明 当 户 之 一 1,S。 委 2 一 2 十 2 M2 十 V5 时 ,成 立 
Pat iy 之 尘 十 好) (146. 1) 
(宁波 大 学 学 报 ,1988,2(1):115 ~ 117) 
当 p 二 2 时 ,可 用 Cauchy 不 等 式 证 明 , 当 pp 关 2 时 ,可 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 函数 
和 (al ,QnA) 一 一 Dl as + Ly aS, 


k=1 


的 极 值 ,同一 年 , 余 红 兵 等 将 上 述 对 S; 的 限制 条 件 减 弱 为 S, 过 2V3. (中 国 科技 大 学 
学 报 ,1988,4(1)11 ~ 12) 李 再 湘 利用 f(x) 一 (z 十 十 )?, 当 博 > 0 与 工 > 0 时 的 凸 性 ,证 


明 p 汪 > 0,5, 过 2V2 十 V5 时 MD 不 等 式 成 立 , 而 当 p 之 1 时 ,对 5, 的 限制 条 件 可 去 掉 . 
([350]1988,6:26 ~ 27)1998 年 , 庞 跃 辉 利 用 适 平 均 的 单调 性 ( 见 第 1 章 3 3) 给 出 了 一 个 
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简捷 的 证 明 : 因为 
D> 等 ， 所 以 ， Pat 二) 二 S, 十 也 赴 之 S, 十 村 一 nC 守 十 
和 和 和 的 间 训 竹 , 亲 之 1 时, 志 站 
. 1 Sa Nn、\p 
和 2 


且 仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 . (数学 教学 研究 ,1998,2:42) 王 振 与 陈 计 证 明 . 当 一 1 


1/2 
<1S.<n-2+ (2) 时 ,MD 不 等 式 成 立 . ([342]1992,7(4) :95 ~ 99) 
我 们 问 :使 (146. 1) 式 成 立 的 关于 Pp 与 n 人 
147.。 设 b,ai 之 0,5, 一 = Pavan = = a 则 > 二 和 


(证 明 见 [348]1990,11:34) 


ee > 向 , 式 中 wa 一 一 人 ktH1。 


148. 设 a 守 0,0 志 zi 志 1,》1ai 一 1, 则 
k=1 


a a 
过 (+ [zx) 


仅 当 zi 一 …z, 时 等 号 成 立 . 

提示 : 令 ys 二 lnzi，f(y) 二 (1 十 e) ,由 四 函数 的 Jensen 不 等 式 arf Cy 
志 f(asys) 即 可 得 证 ， 

k=1 


149. 设 m > 0,， >)a 二 1, 则 
下 一 1 


一 工 
(1) Se 二 二 一 -. 
1<Jb<n CQ 十 aa ~ 4 
十 十 @ 1 人 
(2) 人 ) 和. 
和 > QQ 一 一 k ?2 


仅 当 Var 二 1/n 时 ,(1)(2) 中 等 号 成 立 . ([4]282) 


150. [MCM]. 设 wu > 0, >)a 二 1, 则 
k=1 


了 >， V CA n 
(1) 和 1 < /< 从 -一 . 
7 一 工 如 一 工 t=1 /la 
证 1 用 Cauchy 不 等 式 和 AGH 不 等 式 ; 


证 2 用 f(z) 一 


AT 一 人 交 
证 3 用 逐步 调整 原理 . (199]4:64 ~ 72) 
1991 年 , 叶 国 祥 用 排序 原理 和 宕 平均 不 等 式 ,将 上 式 推广 为 : 设 p 宇 1,p 之 gqg 记 0， 
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一 2 CQx ， 则 


3 


af 


CS — a > Ce 
仅 当 所 有 ag ,相等 时 等 号 成 立 由 上 式 推出 : 
n af 1 n , 
k=1 . 之 42 
(Daf)—af 
k=1 
《证明 见 [350]1991,6;15 ~ 17) 


1 
2 


at 
go1 CR 十 ptl 


(2) 二 所 1 《ao = a), 


问 ， 六 一 2 下 - 当 鱼 > 9 时 的 最 优 上 下 界 是 什么 ? 


k=1 CA 


151. (1) 设 au 工 之 0, 令 


S, (x) = > 3 和 2 ae ,其 中 第 一 项 理解 为- 
Ter ) 


(证 明 见 [305]98C1)1991 ;54 ~ 55) 


去 ' 则 Sa (x) < 1. 
TX 


(2)” 设 0 二 zw 过 1, a 这 0, a==1,a,6b5>>0, 则 
k=1 


n 


oP nF) (Ds) 


lx< kn 


成 立 的 充 要 条 件 是 C， 三 min| 全 C: > max|1, ,(1— min 分 9) 
(Alzer，H. 等 ,[302]2006 Article 21572) 
(3) . 令 5S,(a) 一 (De) Data)” 140 
Pi 0 或 p 宇 1, 则 5S,(a) 守 n (Gn 十 1)7; 
车 0 过 过 记 , 1 二 1 过 (n 一 十), 则 不 等 号 反 向 . 仅 当 V zs 一 工时 等 号 成 立 ， 
Cag1 T1201) C2008) ,29 一 31) 


我 们 间 : 蕊 二 p 过 1 时 ,S,(a) 的 上 .下界 是 多 少 ? 


(4) 设 p 汪 0. 记 S.(a,p,A) = (2) (> TF) ,已 知 


2 
@ So, 工 天 ,2) < 天 一 一 一 7 ， 
Vn 二 Vn 十 2 


< Fr 
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1 n? 
@ 当 0 二 4 志 3.563518020n, nn 之 2 时 ,S, (4, 万:4) < 万 二 JE 
([305]2008(3);[351]2006(3) :339 ~ 341;2008(4) :465 ~ 466) 
我 们 问 : 在 一 般 情形 下 ,S,(a,p,4) 的 上 、 下 界 是 什么 ? 
[351]2008(2) :237 ~ 238 提出 了 类 似 问题 的 8 个 猜想 . 
152.。 设 oi 宇 @y 宇 宇 宇 0, 机 之 br 之 之 b 之 0,ki ,与 1，… ,Jj 分别 
是 1,…,n 的 任意 两 个 排列 , 则 


nn QA Di nn n ab, 
2 2 5 
_ Di 
提示 : 令 4, 二 >， 7 下 7 一 1, …2, 则 di 守 … 之 d,, 由 排序 不 等 式 , 有 
s=1 


da < da,, 再 注意 到 4d, 一 了 (6 一 ) 之 局 -, 即 可 得 证 


r Ry 
153。 Laplace 不 等 式 : 设 a 盖 …>a 盖 0 六 盖 … 盖 下 0,72 盖 1 则 
六 7 Dy alps 
< . 
Da Dy abs 


提示 :用 数学 归纳 法 . 
154. 1967 年 ,Marshall 等 证 明 : 若 妇 之 如 之 之 ,之 0,a1/b1 之 qr/tr 之 … 之 
as/b; > 0 之 0 (1 过 kn), 则 


Dias | l/r 


F(r) 一 


Db 
关于 r+ 递增 ,特别 ,有 (| as /66 Va) /Db) ,; 仅 当 所 有 的 比 ai /2b 相等 时 等 号 成 


立 .1987 年 , 王 挽 澜 等 证 明 , 在 上 述 条 件 下 ,F(a)/F, (5b) 关于 nn 递增 , 即 
FCa)/F, 1 C0) < Fa)/F, (0). 
仅 当 所 有 ai/6b: 相等 时 等 号 成 立 . 式 中 


r n 一 1 
F,(z) = H(z) ,= | | ,| 号 对 1 志 & 过 … 过 k,n (1 之 7r 之 芭 求 
j=1 r 


积 , 特 别 地 ,对 于 a 宇 0 (1 过 kn), 有 Fi(a) 志 F(a)， 
仅 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 . (成 都 科技 大 学 学 报 ,1988 ,6:83 ~ 88) 
155.。 令 本 (7z) 一 2》) 计 光 ,有 有 ,之 0;r 之 1.1987 年 , 王 挽 澜 等 证 明 ; 当 6b 宇 妈 


hr 

H l/r 
> 0a /入 关 /加 关 0 时 ,( 卫 6) 关于 "递增 , 仅 当 a /4 二 ar/ 如 时 等 号 成 立 .特别 地 ， 
当 0 委 aa 忒 1/2 时 ,(H,(a)/H,(1 一 a)) 关 于 r 递 增 , 仅 当 al = as 时 等 号 成 立 .而 当 b 
二 by 二 1 时 , 即 为 Detemple-Robertson 不 等 式 . (成 都 科技 大 学 学 报 ,1988,6:83 一 88) 


156， ”循环 不 等 式 : 设 F(z mm) 一 DY 一 2 一 ,g, (xix) 一 


k=] Ck 十 Zri 
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二 二 二 , 式 中 Zz 宇 0,k 二 ly, n(n 3) ,Ta 一 2 5 了 一 1,…,m, 所 有 分 母 
k= Chl 机 kim 


均 大 于 0. gw(zi…z) 称 为 循环 和 ,fCxi,…,7x,) 称 为 修正 循环 和 (modified cyclic 
sum), 则 
(1) TIMOJ] 1< zzv) < nl. 


1rat+m—1 
(2) go 之 | 科 >> 基 :9 


nn 


特别 , 当 m = 2 时 ,就 是 一 道 数学 奥林匹克 试题 5, 一 > -一 于 一 >> 于 ,可 改进 为 S， 


A 之 有 HH 十 Tet2 


> 各 -但 是 ,车 将 下 界 改 为 多 ,就 是 Shapiro 在 1954 年 提出 的 著名 猜想 ， 


当 n 之 3 时 ,S, = 六 一 全 一 之 如 , 仅 当 所 有 zi 相等 时 等 号 成 立 ,其 中 所 有 z 


个 { Xi riz 
宇 0 有 xxi > 0,xn) = Xj;sj = 1,2. 

经 过 许多 学 者 几 十 年 的 努力 ,到 20 世纪 70 年代 , 才 证 明 上 式 对 于 nn 声 12 成 立 而 对 于 
所 有 不 小 于 14 的 偶数 和 不 小 于 25 的 奇数 不 成 立 . Troesch,B. A. 在 1985 年 证 明 上 式 在 
7 二 13 时 成 立 , 在 1989 年 又 证 明 上 式 对 于 满足 15 之 n 志 23 的 奇数 也 成 立 . 才 将 问题 全 部 
解决 .1971 年 ,Drinfeld 还 证 明 inf{S。/n) 一 0.4945668. (Math. comp. 1989 ,53(188) :657 
一 664. Math. Notes. 1971,9:68 ~ 71, 中 学 数学 教学 1992,3,4) 

(3) 车 n|m 十 2 或 2m 或 2m 十 1 或 2m 十 2, 从 而 当 


sin Tx > sin(2m 十 1) Tr 一 1,…,[n/2] 时 ,有 


gm (1 s*"° Tn ) 之 本 ,以 及 (Dz)? 之 EAL 十 "> 十 Zim ). 
mn k=1 ?2 =1 


十 十 Za 十 … 十 Zeti | 十 Tz 十 Za nk 
zo Ft mm tot mtrTi ak 


(< 委 有 < 志 7 ,其 中 恩人 0 天 一 1 工 …,7， 
65) 设 payze(l 魏 有 委 站 均 为 正 数 , 则 >， Cxfr /zl) 之 了 xf. 
提示 :用 Halder 不 等 式 , 见 [348]1989 ,9 :9， 
特别 取 p = 二 g 三 1, 即 得 1984 年 全 国 数学 联赛 第 二 试 的 试题 : 
> (zi/zam) 宇 2 x4. 不等式 左边 分 母 {zm) 可 换 成 它 的 任 一 排列 . 


C6) 2 zr/(xh 十 zs) 之 nn 一 1， p,q 为 任意 实数 . 


(4) 


1/2 
(7) >) Ee >1 (> 2). 
(8) PD Criri/ zits) 之 Ei 


2 
(9) (a 六 Xk 


25\ Cc) 并 HH 十 Tea 
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以 上 (5) 一 (9) 中 所 有 zx 均 为 正 数 . 且 均 为 LMCMj. 
(10) [MCM]. 设 a = min{zi，,… ;Zz;}, 则 
yGI 二 zz Eat (+ > x — oo)". 
仅 当 所 有 zk 相等 时 等 号 成 立 . (L348]1992. 4) 
(11) 设 z 阅 0, 则 
Dy zh 宇 1 十 Cn— 2) min{zF ,XH ,Xi ,TA }. 
(Cater, F. S. ,[305]1980,87(4) :302 ~ 303) 
(12) 1996 年 , 杨 定 华 提 出 猜想 : 当 x > 0 时 ,证 明 或 否定 ， 
2 于 一 > 2 和 (mE€ N). 
仅 当 所 有 zx; 相等 时 等 号 成 立 . (数学 教学 通讯 ,1996. 2) 
(13) 令 5, 一 


Tl 2 Xn 


Z1 十 … 十 Zr 1 Xz Tait TT tT 
则 当 nn 宇 4 时 ,1 过 5S, 过 nn 一 2. 


157。 Hilbert 不 等 式 : 设 ww 之 0 大 宇 0,k 一 0,1，……，7， | a | 户 一 (2 | dg 2) 
k=0 


(1) > < 富生 


了 一 0 k=0 


k)! 
(2) D7 < 


j=0 & 了 一 0 名 


n n a. bs 元 
DTT "tsingmTt lol: ls. 

注 ”Hilbert 不 等 式 (1) 可 求 用 函数 的 极 值 方法 证 明 . ([1j308 ~ 309) ,而且 (1) 中 的 

常数 还 可 以 减 小 . ([L4]Ex3。9。36) 此 外 ,我 们 还 可 以 用 复 变 函 数 的 积分 理论 得 到 一 个 


简捷 的 证 明 : 设 C 是 由 单位 圆 、 实 轴 从 正 数 es 到 1 的 两 边沿 以 及 圆心 为 原点 .半径 为 


(3) 


el0 之 。 一 1) 的 小 圆 组 成 ,P, (zx) 一 >)awx' 为 复 多 项 式 ,而 P,(z) 是 实 多 项 式 , 则 由 柯 西 
积分 定理 ,有 
0 一 | logz[P, (2) J dz 一 [ logz[L P, (x) J:dzx 


2x 1 

十 |， 为 [PCe")]?iesdg 一 | (logz + 2ni)[P, Cx) J dz 
2r 

-| (i0 + loge) [LP, (ee*) J*iee* dO 

令 EE 0, 得 到 
1 2r 2x 
2r| Pr (x)dz = T opi (er)ierd| < | GP,(e*)P,(e*)d0 
0 
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-一 > a? 


再 注意 到 > ; -22 一 | [P,(z) 了 dx, 不 等 式 (1) 即 可 得 证 
(4) y) be < 


2 rll: el. 


5 


| 0d0 十 > ai | bcos( — k)0d0 = 27 Dat. 


7 


(5》 1996 年 , 胡 克 证 明 : 设 0 二 4 二 1,Yai 为 复数 , 则 

A - CA ， CaGA 2 
a [2 RAAT na ‘+inQn) ( D5 nateri) < "el 
证 令 f(zx) 一 


Dasin(k 十 这 之 )z. 由 Cauchy 不 等 式 ,有 
天 一 0 


CR 开 。 Ar 区 和 2 172 『 2 1/2 
, Esin An) Nao | 一 epsin 5 "dr|< | | in 7) | | ， If| | 
1 


1/2 
-3{"- 2 | >) a | — Csinan) 》， das 


nom es 
([339]1996,4:521 一 525; 另 见 [338]1998,18(2) :192 ~ 199;[159149 ~ 50) 
(6) 


1 
2 


1998 年 ,印度 Pachpatte,B. G. 对 Hilbert 不 等 式 作 了 男 一 种 形式 的 推广 : 设 上 2p， 
glab) > 0A = Dlas,B, = Yb, 则 
上 


"APB 
Ej 到 加 Vn a{ mt DA a) 


n 


n 


x {i 1) (BY 6,)? 和 1 


.([301]1998 ,226:166 ~ 179) 
随后 , 赵 长 键 和 Debnath 对 上 式 作 了 


进一步 的 改进 和 推广 . (L340]2000,20(4) :413 一 
416 和 [301]2001,262:411 一 418) 
(7) [107] 第 二 卷 866 ~ 867 指出 : 
3 > 2 
一 1 j=1 


Up ,< 1/ 
Sep DD A) (ZU) 


(1/p)+ (1/q) =1,1 下 的 渐 近 性 态 问 题 至 今 (1988) 尚未 解决 ， 
只 知道 c(2,2) = x 一 二 x (lnn) 了 十 O(nln(n(lnn) 3)), (Ca -> co).([376]1962,68:70 ~ 
73) 


(8) ”2000 年 , 医 继 昌 一 Debnath,L. 给 出 了 一 般 形 式 的 有 限 和 的 估计 ,作为 特例 ,得 
出 
人 = EE 2 no 
Di < (2aretan 2 | x (2 2carctan 2 ) 组 | 


kK 二 1 
<< 2arctan V2(n+ 1) (De) (OR 2 
k=1 


([301]2000,245(1) :248 ~ 265) 
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(9) 2008 年 , 褚 玉 明 、 张 小 明证 明 : 设 a >0, 则 
. g GQ i 2 1 
这 I min (hal} (< 2 k? 之 TD) 
"Dai (一 元 2 ) min, to}. 


1< 委 上 委 
n n a; . 2 n 1 
D7) <* D4- mated lr (> 


=1 YI Ft) | 
1 。 
ra (rw 地 ka? }. 
工 Pa (= 4 ) ia, 


Ts 


作者 们 提出 猜想 :将 上 述 min 换 成 max 后 ,不 等 号 能 否 反 向 ? 
(L351]2008(1):35 ~ 43,53 ~ 64) 


(10) 2009 年 , 张 小 明 等 利用 最 值 单调 定理 证 明 : 设 au >0, zp 之 1, 则 
. SE n Se ,An | 
和 (Ej) <(- 元 ) (2 a iB")? 


sin( 一 ) 
妃 


2 


式 中 B, 一 min st ([1641177 ~ 185) 


Hilbert 不 等 式 的 无 穷 级 数 和 积分 形式 分 别 见 第 11 章 $ 2 和 第 13 章 . 
158. 设 a 一 (ay，…an) 为 正 数 序列 , 它 的 算术 平均 4, 二 A, (a) 过 1. 调 和 平均 HH， 
二 瓦 ,(a) 之 1, 则 对 所 有 实数 加 ,有 
2 A? An?)", 
e+ 加 > 人 (158. 1) 
i af (Hs + Hi?)", 
(数学 教学 通讯 ,1991,5:28) 
记 au Ta 一 (of 二 高， .02 十 +) 则 (158. 1) 式 可 改 记 为 
Ga? 二 a?) 守 A? 十 Az? 和 G,(a?* 十 a?) 之 Hz 十 H;?. 
当 p 二 1,5S, = Da, 委 ?” 十 3 时 , 李 文 志 等 证 明 
k=1 
Gat a !) A, Ar. (158. 2) 
而 当 n = 二 2 时 ,桂香 分 证 明 , 使 (158.2) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 0 二 S: 过 2V2 十 V5(L345]1987， 
10:49); 当 ?7 一 3 时, 陈 计 证 明 S; 二 3/2 或 6 时 ,(158. 2) 式 成 立 ([348]1988,12:36,14). 当 
n 宇 3, 王 振 证 明 , 当 S, 过 az 十 WwW4a 二 3) 时 ,(158. 2) 式 成 立 . ([348]1995. 5) 
作者 在 本 书 第 二 版 中 提出 , 当 n 宇 3 时 ,使 (158.2) 式 成 立 ,S, 应 满足 什么 样 的 充 要 条 


件 ?( 作 为 100 个 未 解决 问题 中 的 34) ,该 问题 于 1994 年 由 续 铁 权 解决 ,解决 该 问题 的 基本 
思路 是 :考虑 函数 


jz) = nln(A, 一 工 十 荆 2) 十 ln(4， 十 nz 十 二 本 一 ) 


A, 十 寺 
当 A, 取 什么 值 时 在 x 一 0 取 最 小 值 , 再 证 明 Vn 宇 2, 存 在 两 个 正 数 T,,L, 满足 
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1 <T,<L,< V2 十 V5. 
于 是 (158. 2) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 A, 过 L,1. (青岛 教育 学 院 学 报 ,1994,3;38 一 44) 
159. 设 a,B,p,ar(l 二 上 声 1) 均 为 正 数 , 则 


n A 


I Cat 十 jai?) 之 (十 1)" (2 ， 


特别 地 ， 
I 十 cr) > (十 二)"88 9 


_ 1 nl—n) 722 ) pl 线 
式 中 gq 二 np mp, 4 一 天 下 T，B， ne Tl . 类似 结果 见 本 章 No. 74. 


160. 王 挽 澜 不 等 式 : 设 CQ 一 (al Co) 为 正 数 序列 ,G, (a) 为 a 的 几何 平均 . 
(1) 设 0 二 pp 二 1, 则 


[IT tb -1]” <(G.(0) 十 D? 一 1， 
&=1 


当 p 沁 > 1 时 不 等 号 反 向 , 仅 当 所 有 a 相等 时 等 号 成 立 ; 
(2) 设 户 >0, 则 


(Ga) 十 1)" 十 1 去 {IIE +D*+1])", 
当 p 二 0， ‘0 < a TT [时 不 等 号 反 向 . 仅 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 ， 
Ca :27 ~ 29) 


2 [nn 
161， 设 a 之 0, 令 S, 一 了 ) [a 


到 一 0 


k=0 Nn =o 45 
([22]297) 
162. 1998 年 ,Starc 证 明 : 设 a >0, 则 


>yar(ar 十 1) 1ogC3" [Tai). 
k=1 k=1 


2001 年 , 匡 继 昌 与 Starc 将 上 式 中 的 系数 3 改进 为 2e? 二 4.22…(J. Math. Info. 
Quarterlyl1(4) (2001) ,176 一 177) 


163. 2001 年 , 匡 继 昌 和 Starc 证 明 : 设 ayas >0, 则 
eA)e( De) toe| (C+ te (le) | 


十 n[b wo 十 8a 一旦 十 4a 人 (1 十 2c)] 
8a 7 


仅 当 Yas = 二 2 士 半 十 se 时 等 号 成 立 .由 此 推出 : 
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nn 


(1) Dt Do — Ploga > (log2+ #4) 
k=1 


k=1 k=1 


(2) 


az 一 > loga: 之 六 (log2 十 1). 
=1 k=1 


天 


(J. Math. Info. Quarterly11(4)(2001) ,176 ~ 177) 


164. 设 工 ,为 实数 ,ps 之 0，2》) pi 一 1, 记 
k=1 


Sm 一 DJ piz? 一 (Zprrr), 
多 =1 k=1 


SzmSzmtz 之 (DS 
证 , 令 rh 2 zx” 
证 : 令 yz mT ni)! mmtl) mam—1)’ 


因为 F2 宇 0, 所 以 Yt, ff 是 xz 的 凸 函数 .用 Jensen 不 等 式 ， 
2 bef Czest) — f(D perest)> 0. 


由 此 即 可 得 证 . 
165. 离散 Steffensen 不 等 式 : 设 Xl 之 可 之 Tn 之 0,0 过 VE < 委 1, 且 存在 m1 97722 9 
使 得 


则 
2 x >) Tat (DY m)r < Dry 
k=n—m+l 种 一 站 71 十 1 k=1 k=1 
”2 n M2 
委 Dz (m2 一 Dy )7Z， 委 > 
k=1 =1 R=1 


( 石 焕 南 , 匡 善 和 ,L351]2005(2) :118 ~ 121) 
166， 设 阅 盖 0, 2 三 1 则 
p nn n 
(#) (7)< exp( x) 
仅 当 某 个 x 二 p, 而 其 余 均 为 0 时 等 号 成 立 . ( 石 焕 南 ,L351 ]2007(4) :395 ~ 397) 
167.。 设 z 之 0, 令 5, = D1z,, 则 


ls 5 zr(dt+y) Es. 


n 1<R<J<n 8 


右边 不 等 式 是 40 届 IMO.([351]2007(4) :474 一 475) 
168. 设 aag>>0,c>1, 则 


- 9 g 一 1 ,eu 
I Car 一 o 十 c) 艺 (5 二) (Zr) . 


7 


230 | 第 三 章 ”代数 不 等 式 


当 n 二 c= 二 3, g 二 2 时 即 为 2004 美国 IMO.( 蒋 明 滤 ,[35112006(4):441 一 443) 
、 1 < - 于 
169. 设 zege 之 0, 令 Q= 2 A GAG ( 革 z) 则 


1 


cc 一 1 之 (工人 一 ])% 六 云 (ee -1)e4-9， 

k=1 
([305]2006,113(3) ;268) 
170, 设 as > 0, 今 S, 一 >a; 则 

4 二 1 

9。 3 二 a < SS 

(元 ) < |] a 下 a 

k=1 


( 李 明 ,[351]2009(1) :102 一 103) 


171. 设 a > 全 0， S, = >)as， bi = 9， CE On 一 25, 则 
二 太一 1 


=1 
J] 6 
k=1 


于。 

k=1 . 
Ts 一 ao [fo—6) 
k=1 k=1 


([305]2008,115(3) 问题 11252) 
172.。 设 ai 记 0, 7 之 3,; 则 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ，、 


n 2 


S$ 1 ~ 2 
1<<k< jn 《ax +a;)” 44 > axa; 


1<A<jsn 


从 


一 


( 汪 长 银 ,[351]2006(4) :449 ~ 450) 


173. 设 we >0，3, 一 六 ,车 1 < 3 魏 2, 则 
人 nS 
2 (Zi) CS Tn ). 
n 二 4，S, 二 2 时 即 为 [38111990 第 1528 号 问题 . ( 乾 州 人 ,[351]2006(4) :455 ~ 457) 
作者 提出 :要 使 上 述 不 等 式 成 立 ,S, 的 最 佳 范围 是 什么 ? 
1 


174. 设 0<a 达 1, p 交 0, 记 f(p) = 》) ; 则 了 (p) 关 一 一 一 一 一 . 
k=1 1l—af 所 
1— (le) 
特别 
Fa > 
1— Ta 
k=1 


([.351.12008(2) :174 ~ 176) 


175.。 设 办 >0，2)a 一 1, p,9,4, 为 实数 , 记 
k=1 
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n 


六 pq 一 六 全 


p p 
(1) 车 0 过 4 之 邱 , 则 当 0 之 g 达 1 时 ,fCp,q,) 过 a( n ); 


当 g 宇 1 时 ， f.(p9;4) 之 Cn eh 


人 


(2) 设 0<<1) 委 2, 则 若 0<g<<1， 则 六 (oa < nm) 


车 gq 之 1, 则 f,(p,9,4) 之 > 位 (一 1 


(3) 设 g==1,p 之 2， 0 <4< minf2, 生 )， 则 


net! 


nl+ < fp) < 二 


([351]2005(1)105 ~ 107;(2) :147 ~ 149) 
注 当 w, >o, [ei =1 时 ，FG,1) 和 f,(1,9,X4) 的 上 下 界 估 计 见 中 学 教研 
4=1 


2003(9) :24 ~ 27 和 [351]2005(4) :399 一 404. 


我 们 间 : 在 J 本 a = 1 的 条 件 ， 广 (pv9,h) 的 上 下 界 是 多 少 ? 


176. 设 a， > 0， 记 a 一 (al 3 ) a 1 一 (all …，arl)。 


n 


G, (a) = (le)”, fp) = >， yr 


1 


k= 
日 证 朋 . 主 一 六 
Q) 蒋 明 站 证 明 ; 设 0 一 尹 委 ”一 1, Go 之 太一 1 时 ,fp) 之 T0777 


并 猜想 0< Ga) < (二 了 ) 一 1 时 ,不 等 号 反 向 ;但 作者 已 证 明 这 时 Cp) > 1 作者 还 
猜想 :G, (a) > (1) -1 时 ,f, 过 nn 一 1， (已 知 轧 一 去 时 成 立 ). 
([35112004(3):321 ~ 324;2008(2):206 ~ 209) 
(2) 车 a4 之 1, 则 


Laan 


fl) < 一 ?2 一 7 


n 
1 G,(a) nt! 十 [G,( 二 ) 了 


车 0 二 ai 声 1, 则 


< f.(l)e 


nn 7 
nl + G,Ca)” 1 十 Ga) 


( 邬 天 泉 ,[351]2003(6);14 一 18) 


n 


177. 设 as 盖 0， Da 一 1， 今 g(p,q9,X) 一 > CC 
点 二 1 


E12Aaf 
2007 年 , 蒋 明 斌 证 明 : 设 0 二 4 二 ri. 
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则 当 a 之 之 g(2,1,4) < 去 


呈 十 和 Fx 
当 a 去 Li, 时 ，g(2,0,)) 一 Ti < 2 (L351]2007(2) :176 ~ 178) 
我 们 要 问 : 在 一 般 情况 下 ,g(p,q,4) 的 上 下 界 是 什么 ? 
178. 设 w > 0，3, 一 Da, 记 f(p,g)44) 一 > Ua i 
(1) 设 0 过 1 过 入 ; 则 01,1,h) 之 TT 


当时 ,不 等 导 反 向 . 仅 当 所 有 zs 相等 时 等 号 成 立 . ( 褚 小 光 L351]2008(1) :26 ~ 29) 
(2) 2008 年 , 鞠 明 辣 证 明 : 设 Ta 之 1, 车 之 1, 则 


n af 
ssp， 一 之 
fp»p»1) TS a >! 


车 三 思 过 1, 则 不 等 号 反 向 .作者 还 提出 两 个 狂想， 


@ 设 J[er 一 1 着 pp 之 了 2, 则 f(p,p,1) 之 


©@ 设 JTa 宇 1， 若 j 寺 4 < p 一 一 nn fipsps1) 1 
k=1 


〈[351]2008(2) ;147 ~ 150) 
我 们 可 以 进一步 问 :在 一 般 情况 下 ,f(p,q,44) 的 最 佳 上 下 界 是 多 少 ? 


179.。 设 w >0，>)a 一 1，F(b) 一 (A 
k= 1 k=} 


1 1 nz _1l 
(1) 1 十 二 过 f( 二 ) 声 ; (2) (过 一 1 十 2 
( 舒 金 根 ,5[351]2004(1) :39 ~ 41) 


我 们 问 :对 于 一 般 的 p，f(p) 的 最 佳 上 下 界 是 多 少 ? 


180. 设 ak 盖 0， G, 一 (Tai)”,p 为 实数 .5 ,bz »° Ob, 是 aa 9C2 9 Go 的 一 个 排 
类 一 1 
1, 地 " af 六 ] 人 
列 . 若 1 之 和 一 1, 则 2 (FG ) > (TF2) . 
( 蒋 明 斌 ,中 学 数学 研究 ,2004. 11) 
181. 设 as 计 0， ao 一 六 (Co 十 1])， al 二 3, 则 


(2 TF) (2 ZFa)< 4 


([305]116(6)(2009) ,547 问题 11442) 


182. 设 as 二 0， Za 一 1, 则 
二 一 1】 
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十 @ (nt Dn 
全 1+tar ?7” 十 1 


( 侯 典 峰 ,[351]2007(3) :299 ~ 306) 


183. 设 a4 之 0,a= (a a) Sa) = Dar, on = Da n> 2. 
kl j=1 


nCa) Su(a) — on Ca) 
a) 一 ,ga) S,(a) — on(a) 
DT SD) ET ora) 


则 (17 当 1<m<n ly > | = ‘> | 
min™—m m m 


(2) 当 m 牵 | 去 时, 成立 


gu(a) — f(a) 之 国 世 < 人 
m| mn m) 


当 m 宇 也 时 ,不 等 号 反 向 .( 石 焕 南 , 张 小 明 ,[351]2008(2) :126 ~ 133) 
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几何 不 等 式 已 有 许多 专著 ,如 参考 文献 中 的 [3,7,15,19,32,53,134,1744] 等 ,而 131， 
33 一 38,99,100] 等 著作 中 ,几何 不 等 式 也 占 了 很 大 的 篇 幅 , 国 内 外 出 版 的 数学 杂志 ,特别 
是 [351], 大 量 刊登 各 种 几何 不 等 式 的 论文 ..20 世纪 90 年 代 以 来 ,由 中 国 科学 院 成 都 计算 
机 研究 所 杨 路 研究 员 研 究 开发 的 不 等 式 型 机 器 证 明 软 件 *“BOTTEMA” 的 问世 和 不 断 升 
级 ,为 证 明和 发 现 新 的 不 等 式 特别 是 几何 不 等 式 提供 了 强 有 力 的 工具 , 刘 保 乾 等 借助 这 种 
软件 已 发 现 和 证 明了 几 千 个 三 角形 几何 不 等 式 ( 见 [134] 和 [170],[351]2010(1) :77 ~ 
86). 要 想 在 一 本 书 内 全 面 反 映 这 么 多 的 研究 成 果 是 不 可 能 的 ,本 章 仍 以 本 书 第 三 版 的 编 
排 方式 为 基础 ,适当 补充 了 新 的 有 代表 性 的 新 成 果 和 新 方法 . 

在 本 章 中 ,都 设 a,6,c 为 和 作 ABC 的 边 长 ;A,B,C 为 内 角 ( 注 意 以 弧度 为 单位 );S 为 面 
积 ; 户 二 Ca 十 6 十 c) /2 为 半 周 长 ;hh ,hs ,sh 为 高 ;ls ,ls sl 为 中 线 长 ;ts ,t,t 为 内 角 平 分 线 长 
(在 L3j 等 文献 中 ,中 线 长 记 为 m,,… ,内 角 平 分 线 记 为 ww, ,…) ;rs ,7s ,7 为 旁 切 圆 半径 ;7， 
R 分 别 为 三 角形 (或 多 边 形 ) 内 切 贺 和 外 接 圆 半径 ; >) 表示 循环 和 , [| 表示 循环 积 ,例如 
> Fa) = f+ FC8) FO, Dflasb) = Fa,b) 十 Foc) 十 Feca)，[[T fla) = 


f(a)f(6)f(c) ,对 于 四 边 形 , >, f(a) 则 表示 f(a) 十 有 (8) 十 fc) 十 f(4) 等 .tan 与 tgycot 
与 ctg 通用 . 

在 不 等 式 后 面 ,用 { 锐 } 表示 锐角 三 角形 ,{ 钝 } 表示 钝 角 三 角形 , (等 正 } 表示 仅 当 正 多 
边 形 ( 如 正三 角形 ,正方 形 等 ) 时 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , {等 似 ) 表示 两 个 多 边 形 (包括 三 角 
形 ) 相似 时 等 号 成 立 .n,m,&,j 等 表示 自然 数 .对 于 初学 者 ,希望 注意 以 下 几 个 问题 ， 

1. ”要 充分 注意 隐 含 条 件 . 例如 A 十 B 十 C= rx;a 一 6 二 cc 二 a 十 5b; 从 三 角形 大 边 对 
大 角 , 可 得 (a 一 0)(A 一 B) 实 0 等 ;从 a 宇 5 宇 c 得 A 宇 B 之 C, 从 而 4 和 lh 和 有 
ht 所 所 tt. 若 人 ABC 是 锐角 三 角形 , 则 意味 着 1 汪 > 8 时 ,有 

De >R, p> r+4Rr + (2)R’. 
车 AABC 为 钝 角 三 角形 , 则 意味 着 :< 8 时 上 式 中 不 等 号 均 反 向 , 若 AABC 是 直角 三 角形 ， 
则 > ao 一 8R2 , 即 钙 一 于 十 4 了 十 4R2(CL3]11,26 ~ 28). 还 经 常用 到 三 角形 中 的 等 量 关 系 ， 


一 py; 一 一 hh = 23, = 0 1 
例如 ， 面积 S 一 pr; TIe 一 4SR 一 4pRih 一 2 = eel pil; 


oo Be a 一 7) ， 
4 一 人 /本 十 人 一 宁 ， 27cosA 一 1 十 (下 ) 


Dj = p+4Rr+ir; da 一 2(p? 4Rr — 7r?); 


Da = 2p(p’ — 6Rr — 37); Da = 2(p: ~— 4Rr — rr) — 8pr, 
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利用 正 芯 定 理 . 余 藤 定 理 , 半 角 公 式 等 ,往往 可 以 使 三 角形 边 的 不 等 式 与 角 的 不 等 式 相互 转 
化 .例如 六 > 4V3S 后 六 ctgA>>V3 玉 人 >4y3S 二 忆 ( 一 好 对 De > 

2. ”要 注意 几何 不 等 式 与 代数 不 等 式 的 联系 . 通过 代 换 :z 二 (8 十 c 一 a)/2,y 一 (c 十 
a 一 6)/2,z 二 (a 十 b 一 c)/2, 就 可 把 三 角形 边 a,b,c 的 不 等 式 转化 为 正 数 工 ,y,z 的 代数 不 
等 式 . 还 可 利用 三 正 数 a,b,c 能 构成 三 角形 边 长 的 许多 充 要 条 件 ( 记 为 {A)): 

(1) {A}S25(2)a) <11(Dla) OV sinA) < 101] sin4， 

(2) {A}Spa’ 十 9! 之 pgc’; 式 中 pp 十 g = 二 1. | 

(3) ”车 正 数 a,b,c 满足 2( Dj a’) < (> ya2)8 , 则 {(A) 若 2 个 正 数 ax 满足 
Oo 一 DY at < (ai0):(n 之 3), 则 这 些 数 中 任何 三 个 都 可 构成 三 角形 的 边 长 . 

(4) ”利用 韦 达 定理 , 即 三 次 方程 

ars 二 bx: 十 cr 十 d= 二 0 (a 关 0) 

的 根 zl ,xz ,zs 与 系数 a,b,c 的 关系 


b 
G1 一 Zi 十 To 十 Ts 一 人 一， 
a 
_5c 
02 一 Xixs + x2xs 十 ZasZl 一 a’ 
__d 
03 一 X11X2 Xi 一 一 一 . 


于 是 三 次 方程 


Xx 一 2pzr’: 十 (Pp 十 7 十 4Rr)z 一 4pRr 一 0 
的 三 个 根 x ,zx; ,zs 恰好 就 是 人 ABC 的 三 边 a ,b,c. 
事实 上 ,由 韦 达 定理 
ol 二 XI 十 Xz 十 X3 二 2p 一 4a 十 b 十 cc， 
02 一 Z122 十 TazZ3s 十 TaXl 一 妇 十 天 十 4Rr 一 ob 十 约 十 ca， 


5S. 


as = Xi1Tx273 一 4pRr 一 ‘(Re) (3 


)= abc. 

([43]83 ~ 94) 

(5) ”利用 a,5,c 为 三 正 数 的 充 要 条 件 : > ,a > 0, 》)ab >>0,][a > 0, 易 证 三 次 方 
程 x 十 px’ 十 qz 十 7 二 0 的 三 个 实 根 a,b,c(A} 人 Sp 二 0,r 二 0,g0,p’ 一 4pg 十 8r 之 0. 
(其 他 条 件 可 见 [19] 第 一 章 或 L348])1991,9:40 一 41. ) 利用 这 些 关系 ,常常 可 以 沟通 代 
数 不 等 式 与 几何 不 等 式 , 成 为 证 明和 发 现 新 不 等 式 的 一 种 重要 手段 . 

3. ”注意 复数 , 凸 淫 数 ,优化 理论 ,基本 不 等 式 等 其 他 知识 的 综合 运用 . 例如 利用 下 
述 基本 定理 就 可 以 统一 证 明 许 多 三 角 不 等 式 : 

定理 1 设 FGz,y,z) 是 实 对 称 齐 次 多 项 式 , 其 次 数 n 过 3. 

(1) 车 F(1,1,1) ,FC1,1,0),F(2,1,1) 均 非 负 , 则 F(a,b,c) 之 0; 

(2) 若 FGl1,1,1) >>0,F(1,1,0),F(2,1,1) 非 负 , 则 Fla,6,c) > 0; 
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(3) 车 FGl,1,1) = 0,F(1,1,0) > 0,F(2,1,1) 守 0, 则 下 (a,6,c) 之 0. {等 正 } 
([305]1971,78:879) 
定理 2 ” 设 了 是 [0,ce) 上 的 凸 函 数 , 则 
3f2p/3) < > fla) < £0) 十 27(p)， 
定理 3 设 f 是 [0,2p] 上 三 阶 凸 函数 (定义 见 第 7 章 8》 1), 则 
(1/3) > Fa) 一 /2p/3) < (1/3) > 十 c) 一 FC4p/3). 
例如 ,f(z) = xz/(2p 一 xz) 是 三 阶 凸 函数 ,由 定理 3, 得 
3 
利用 正弦 定理 .三 角形 面积 公式 等 还 可 以 使 边 与 角 的 不 等 式 互 化 . 
定理 4 设 f 是 [0,x/2] 上 三 阶 凸 函数 , 则 
DE DS) 374) — fF). 
车 了 是 严格 三 阶 凸 函数 , 则 上 式 中 仅 当 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
利用 定理 4 可 以 证 明 三 角形 的 角 的 不 等 式 . 
此 外 ,陈胜 利 , 张 小 明 , 孙 文 彩 , 褚 小 光 , 刘 保 乾 还 在 [100J3 ~ 32 和 [134]L351j 中 分 
别 研 究 了 三 角形 不 等 式 的 不 同 证 明 方法 . 


831 三 角形 不 等 式 


一 、 三 角形 边 长 .面积 与 p,r,R 不 等 式 
1. [MCMJ. Finsler-Hadwiger 不 等 式 : 
4V3S+ D(a—b) < Da < 入 4V3S 二 32>) (Ca 一 六?， {等 正 } 

特别 , >)a? 宇 4V3S 称 为 Weitzenbick 不 等 式 , 苏 化 明 总 结 出 它 的 24 种 证 法 ,([99]12:106 
~ 117). 此 外 , 南 秀全 还 用 费 马 点 定理 给 出 了 一 个 新 的 证 明 ,([99j3:71 一 72) 推广 

(202X30 人 0S am". { 等 正 } 

(2) 设 i,as，hs 为 任意 实数 , 则 

> ( 名 «)> 2V5S; 


Az 十 As 
(3)” 设 访 ,Nh ;4s 为 任意 实数 , 则 
(Paar) 之 16S’( D2)hihs) (Oppenheim) 
仅 当 a? :Bc 二 (Nz 十 和 3) :As 十 加 ) : (O01 十 h4) 时 等 号 成 立 , 它 等 价 于 Kooi 不 等 式 : 
2) GaNsa’) SC (> 1)2 及 2， 
([3]147:[19]681.:[348]1991,6 :39 ~ 42) 
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式 中 


(4) ” 单 增 不 等 式 : 设 AABC 的 最 大 角 4 三 a, 则 
Da <4V3S+AD) Ca— 6b)’. 
1 一 [2 一 2sin(x 十 r/6)]/[2sin(a/2) 一 1]: 是 a 的 递增 函数 . 特别 , 当 A 和 a = 2x/3 


这 是 


De AIS THEHL Dab < AV3S +2 5) a -0)’. 

当 人 ABC 为 锐角 三 角形 时 ,有 

Da: SIV3S+T 2—YDAIT DD a6’ <4V3s+ Dao) 
对 刘 健 结果 和 猜想 的 改进 .([32]82 ~ 86) 

(5) Da 守 4V3S+ 》) (a—6)?1 22,[ Vatp a)— vetp—6)]- 
〈 董 林 , 中 学 数学 研究 ,1999.4:17) 

使 >)o 之 4V3S 二 >)(a 一 及 ?成立 的 最 大 1 一 1， 


(6) 4S(4 一 各) 下 入 Da Hab <4S0+E). 

(7) 1 苹 5 和 1+A/1 一 站 一 一 < $5 < 全 -二 全 ( 丁 遵 标 )， { 等 正 } 
(8) Dya' > 34"S* 十 Da — pb). (> 0). {等 正 } 
(9) Da > ?De + Darib—o: 2 XI Dp Dar? (pb— ce)’. 

( 王 志 亮 ,中 等 数学 ,1995. 3:14) 

(10) (4/3)p’ < Da <2p(p— VIr). (Bager,[19]176) 


A 


2. Neuberg 不 等 式 : > az 二 9R2. { 等 正 } 
推广 :(1) Gerretsen 不 等 式 ; 
36r’ < 18Rr < 12r(2R—r) < Da < ER + tr < 9R’. {等 正 } 


( 它 的 证 明 及 其 进一步 推广 见 [19]50,170 一 171) 

、 ln9 一 ln4 。 | ， 
(2) 当 /< ~ 2.818 时 ,Da' < 3W3R)'. 
(Elem. Math,1962,17:40 ~ 41;1963,18:31 ~ 32) 
(3) 4vy3S 3 [oI ete mea) < Saltbte—a) 

9 ) _ 3V3( 9 [Te) 
< Se < Sd? i <3l[o” 
Vw 

rs Dw ED) (ea 十 们 Veo 


3/2 ) 
之 C$) Da) 云 (3)(>) YDS a) < 人生 < > o: < 9R:. 
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( 宁 庆 ,[34811990,12;17 一 19) 


Da’— Da—b)’ R 
(4) 4V3S < 3 <3lleo” 4S) < 
sy 于 (z7) 
Vs (5) 
_ 17/12 
J 3D a < A4V3S 六 ' 
hs. AM > Cy 2 去 Ru 
Wl 
(陈胜 利 ,[100]601 ~ 602) 
3 < 
. Dp 


对 于 { 钝 } ,不 等 式 左边 可 改进 为 6 一 4V2. 
提示 :利用 控制 不 等 式 和 凸 函 数 不 等 式 . (L34511985,9:35 一 37) 


3 {等 正 ) 
Dw 
对 于 { 钝 }, 上 限 可 改进 为 16/5. 
5. Bager 不 等 式 :72 V3r? < 247S 之 36 V3Rr? 过 12RS 委 8S(C2R 一 门 
AS(5R— 47) < >)a 二 《RCR 一 < 6VIR’(2R—7). {等 正 } 
6. (1) [EMCMI. pa’ < Pad—o)+4[[a= > ao 十 c) 一 2 
这 个 不 等 式 实际 上 是 长 为 ,2,c 的 线段 可 以 构成 三 角形 的 充 要 条 件 , 逆 命题 可 用 反 
证 法 证 明 . ([38]873) 
(2) >1a<2>)a00 一 十 3[[c. 
Tet _s 
(Da)s 27 
(2) FmR-2nD+i Ht < De < DB. 


8 2Da— Di< De < 


， 对 于 { 钝 } ,上 限 可 改进 为 1 一 中 . 


9， 3(>)a 十 3T[o < 2a) (da). (C3jP. 3.) {等 正 } 
10,. 4r(Dya’’ +226 < 9Tat OD az). 

11. Goldner 不 等 式 : >)a: 之 16S?. {等 正 ) 
改进 与 推广 : 


(CD 54Ra(R 一 门 > Da 168 48D a mb’ + dab). 
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16(£— DS < Da < < 16(K7 —DS’. 〈 丁 遵 标 ) { 等 正 } 

(2) 设 和 :zs 中 任 两 数 之 和 大 于 0, 则 
、 0 了 和 钱 号 成 立 

) 关 8S 仅 当 元 十 一 克 二 页 一 交 二 于。 时 等 号 成 立 ， 
《[19]34). 由 此 推出 一 系列 不 等 式 ,( 中 学 数学 ,1994. 1) 
12. > (Cab) < > at 二 2>) (ab). 
13. 36r7 过 4V3S 入 18Rr 委 4r(5R 一 门 所 Dw SAR+r)’ < YR:. {等 正 } 
更 进一步 加 细 ([L191172) 
14 25 一 De 23a VG 一 (一 0 过 9p. 它 等 价 于 


D(a- < Da( Vp— 一 Vp—c) 过 Da—b)’. 


〈 吴 牙 生 ,L100j561) 
15. (1) Goldstone 不 等 式 :16(pr)’ 志 > (abp)? 所 4CpR)?.([19]177) {等 正 } 


(2) p’(p’— 8Rr+i5r) < Dab)’ < pp —7Rr + 3r). 
16. Klamkin 不 等 式 :(1) 设 非 负 实数 和 1 ,Xs ys 中 任何 两 数 之 和 大 于 0,0 过 it 之 2 


4S\ 
忆 ie 2( 疤 ) . ([19]106) 
2 


~ 办 ( 张 小 明 ,中 学 数学 ,1999 ,9 :43) 


(2) 


(3) { 等 正 ) 
17.， (1) ”Gerretsen 不 等 式 : 
8r(R—2r) <4(R—2) Rr— VRORT Hr)) < Dab)’ 

之 


4R—2 (Rr VRCR— 27)) 
(L3]No. 5. 25. [191172) 


8R(R— 27). {等 正 } 


C2) 姑 (R 一 27) < D( 一 人! 之 对 (R 一 2r).( 张 小明 ,[100]600) 
18. ”Benezech 不 等 式 : 设 :为 实数 , 则 
(21a) > BO) < 2 da) (Oa). 
提示 :考虑 重心 坐标 为 (ea ,5 ,c) 的 点 G, 分 别 计算 GA? ,GB? ,GC? 和 
(了 (DE). 
19. 《1) ”Catalen 不 等 式 : 设 1 宇 2, 则 
2abla 一 外 之 0; 2Ja'b(a 一 明之 8r(a 一 b)*.( 安 振 平 ) {等 正 ) 
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(2) > ab(o 一) 之 0, 式 中 t 之 2,u 之 1. {等 正 } 
(3) Gp 一 VBE > 与 产 ( 刘 健 ) 《等 正 } 
20. Guba 不 等 式 :2V3S 过 Dla(p 一 a) < 9Rr. {等 正 } 
21, Ta 一 Da (p— a) 达 交 了 a. 证明 见 [3]3. {等 正 } 
22. ”Djordjevic 不 等 式 : 设 i 为 实数 , 则 

Bap—o 3 Ie a). {等 正 } 
23. Andersson 不 等 式 :( 忆 一 3)2(T[o) 苹 >)a(p 一 a) pllea). {等 正 } 


24， Janous 不 等 式 : 
22 >) Vp -a vip ~—a). (L30511988,95) 
25. Wp < 2 Vp-a< Vp. 
对 于 { 钝 ) ,下 限 可 改进 为 V2p. (L6200) 
26， (1) BB) Valtp—a) < V2p. 
对 于 { 钝 ) ,下 限 是 p, 它 的 改进 见 L19j130. 


(2) VPP ap ope < 


2 
([305]116(1) (2009) ,问题 11306) 


a /tr __ VC 二 三 林 过 也 
(3) 2 (R 1)< (p—b)(p c) 委 本. 


Va tyb tye 
(4) V2 一 V3. 
V2 Va 二 obo+t+ec 


( 郭 要 红 ,[345]2006 ,6) 

bc—a R. 
(5) 2v2< 过 (一 二 一) < 3( 元 ) . 
( 安 振 平 ,[35112008(4) :459 ~ 461) 


Ya 十 0 一 < 、 
(6) G3. (47 IMO ) 
2 诗 二 太 开矿 届 预选 题 


27. yo 入 六 Va Te (+ WE/2)) Da. 
28. (1) Janous 不 等 式 : 设 0 二 :二 1, 则 
1 工 一 27 卫 1 
2 ( ) <3 ( 产 ) {等 正 } 


a r 


特别 地 , 当 思 二 1/2 时 ,上 式 称 为 Flore 不 等 式 . ([363]1978,83:217) 
(2) Da™" 写 3R™"', 式 中 4 二 1 一 (n/2). 
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(3) 设 0 二 i 过 1, 则 Da 过 3 1(R'+2 Tr 中， 
(司徒 凌 波 ,[351]2004(3) ,396 一 399) 


V3 3V3 工地 

29. (1) RE 二 {等 正 } 
3 lil517 

2) RT < 2 Rt {等 正 ) 


( 陈 计 ,福建 中 学 数学 ,1993.6:10 ~ 11) 


__ 243V3 _ 1 YR 二 (R27) (杨过 ~ 
3) ORTo607 < 2 a < 2Rr .( 杨 学 枝 ,[31]236 ~ 242) 


2000 年 , 周 永 良 利用 p.R.r 间 的 最 强 不 等 式 导 出 了 了 二 的 最 强 不 等 式 . ([100]175 


一 199) 


rC5R 一 六 -一 一 民 十 六 
30， 站 < << {等 正 ) 
V3 SRD < 5R—r 1 (R+7)? < 里 村 字 <2R. 
2 
32. >i) < (并 本 +4 (二 一 计 ) . 式 中 一方， 0<t< 亚 一 ( 陈 计 ) 


杨 之 提出 ,4 的 最 小 值 是 什么 ? 见 [35]. 陈 琦 提出 猜想 :0 < 上 委 工 时 ， 


了 (2) <ra-olR + (y) ] 
已 知 上 一 1/4,1/2,1 时 不 等 式 成 立 . ([31]j243 一 246 ) 


5 时 (gu 
34、 Walker 不 等 式 : 对 访 

改进 与 推广 : 

(1) 吝 才 < 地 < 去 部 ( 忆 过 ‘< 让 < 和 二 {等 正 } 


(2) ”车 AABC 为 非 印 角 三 角形 , 则 ”对 方 > 蕊 (等 大 和 成立 等 号 ). 


< b 1 十 cE rr 3R 
35. 3 去 去 2 忆 入 本 十 (你 十 页 ) 入 元. {等 正 ) 
23 工 /名 
纺 ( 香 )< 书生 < 也 ( 鱼 ) 刘 保 乾 ) 
9 1 V3 
3 三 二 之 55 及 条 (等 正 } 
37. 4>) 二 2 (S/R) + (2/7). (Bilcev) 


/3 
38. 设 M= 1 一 (2r/R). 刘 保 乾 和 张 小 明 提出 ,是 否 成 立 : 
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aM< > (5) <3M; FM<D) (3 <2M. 
刘 一 张 还 提出 一 系列 类 似 的 问题 ,([100]200 一 222) 
39， 令 M= RR 十 3Rr 十 2r7, 则 


< EF < Rs (L191174) {等 正 } 


关于 页 二 


40. Di {等 正 } 


推广 .DD)(p 一 a) 这 3p™; 3) 6w 一 "之 37", 式 中 4 一 1 十 也 


41. > ( < )= 生 -2> 6. (L9913.7) 


5 1 1 
42. 2 2 gi < 志方 世 < 


43. 2 (六 ) =>. 


44. D> p(5 — RC); ; (Bilcev). ([19]178) 
45。 设 :zs 为 正 数 , 则 
过 (元 和 > DJa. CL381]1987,13:52) 


46， Guba 不 等 式 : 3 (2 二 2) < 0 ( 转 引 [19]145) 
47， 设 1 之 1, 则 


2 m2 
(3) p< D2p". 
48.， 设 上 之 0, 则 


3(3 上 十 2) (2 十 5V2)t 十 2(5V2 一 4) tp +a 
4 = 4 < 2 十- 


oe, 


) < 
对 于 { 钝 }) ,上限 可 改进 为 (7: 十 5)73. 
49. (1) 2 584 < 计 (D >) 二) 〈 杨 学 枝 ) 


2 
(2) + (5) < 2 si < 2 十 4 忆 ( 尘 2) .([100]562 ~ 563) 
(3) 设 如 一 ac , 则 


3 9v5 1 ; 
十 方 ats 3 “ 刘 永 春 ,[165]118 ~ 119) 


(4) Rr. ([305]116(5)(2009) ,463, 问题 11435) 


2 ETC 5 


(8) = L120 一 (一 c): ) 六 


外 
TT (ce 十 已 (人 
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《[305]113(8)(2006) ,760. 问题 11245) 


50， > 汪 


二 ce 二 2Ri* 
51. Klamkin 不 等 式 : 
>) (< < >) (二 ) ([331]1971(357 ~ 380) :33 一 44) (等 正 》 
区 6 
3 3 
52. 习气 二 二 二 Pi. (Morghescu,[363]1986,91:21) {等 正 } 
53. Mirea 不 等 式 : 
(1) Ws: < 2 < 9R; {等 正 } 
5» (Cl/ay’ 
ab 2 
(2) 163 二 < 2 < 3R’. ([363]1933,39:411) {等 正 } 
9gR 3 
54.， B-B 不 等 式 (Braune-Bottema 不 等 式 ) : 
<2 
5 1. (等 正 } 
< Ta 
(Elem. Math. 1975 ,30:18;，1976 ,31:15 ~ 16) 
( 
55. 1 的 2 C20) <E {等 正 } 
(Oo) Sar 


(Elem. Math. 1973. 28:102;1974,29:;96 ~ 97) 
56. 设 上 >0, 则 


20 pz 去 > az -二 (TTo) < 2p’. 
p 
对 于 { { 钝 ), 上 限 可 改进 为 Cp ,([6]200) 


57. 12V3Rr < [la < 4Rr[2R+ (3V3— 4)r] < 6V3R’r. ([3]62) {等 正 } 


58. 32RS < 4pr (9R—2r) < TT Catb) < 4p2R’ + 3Rr +2r) < BpR(R+ 27) 


< 24wV3R3:.([19]172 ~ 173) {等 正 } 


59. 令 d 一 pr/R, 则 
4d2/1(3V3) 2rd <3V3r C2pad/(3W3) SS < 3VIRr/2 
Pp’/(3V3) < pR/2 < 3V3R21/4. {等 正 } 
利用 S = 六 ,可 得 到 有 关 pP,7,R 的 不 等 式 . 
60， Mireea 不 等 式 : VS 委 民 十 (Cr/2). 
61. V3S <r(4R+r) CVIS+ (1/2) > (a —b)’. 
62. rn(6R—57r) Sr(3r t+4Rr + 4R). {等 正 } 


244 第 四 章 ”几何 不 等 式 


1/2 


63. 设 g= [1/2 2 a8)°] ; 则 
plpi+a)’(p—2g) A275 pp—a)(p+it2g), 
式 中 两 个 等 号 均 在 等 腰 三 角形 且 其 底 边 为 最 小 (或 最 大 ) 边 时 成 立 . 


/it 
64. S < 有 3) ,i > 0. ([305]1927,34:382 ~ 384) { 等 正 } 
65. s< 了 -< 人 To {等 正 } 
az 
66. SW/V TT LTTa mI Cm 0. {等 正 } 
([350]1986,2:11 ~ 13) 
67. p’ 之 3V3S+ (1/2) >，(a 一 2. {等 正 } 
68. 8Rr + (11/(3V3))S < pp’ <4R’ 十 [11/(3V3)]S， {等 正 )} 


69. ”Bottema 基本 不 等 式 : 令 4d 二 VR(R 一 27r), 则 
(1) VRTr-d VR+ VR-rid) <p< VRIirTda VR+ VR-r-d), 
(2) 2R’ 十 10Rr 一 产 —2(R—27d 所 pp 2R 十 10Rr 一夫 十 2(R 一 27r7d. 


(3) 16Rr 一 5 十 (Re) <p’ ZAR 4Rr + ar — "(0). ([164]110) 


一 他 


因为 4d 二 尺 一 7, 得 到 Gerretsen 不 等 式 : 
r(l6R— 5r) < p’ < 4R’ + 4Rr + 3r. {等 正 )} 
对 于 非 钝 角 三 角形 ,有 p? 之 2R? 十 8Rr 十 37.([31]371 一 384 或 [100]175 一 199) 
p>2R 十 r( 锐 };p 过 2R 十 r{ 钝 };p 二 2R 十 r{ 直 角 }. 
70. Janic 不 等 式 : V3p 志 5R 一 r. {等 正 }. 
71. (1) 9v3r— pA4dpr/RE Vr 3 VeRr < 2p S22R + 3V3 — 4)r] 云 
3V3R. ([19]165 ~ 166) 
(2) p 守 rr[3V3 二 真 (R 一 27)]. 式 中 ts 一 6.829212418…. ( 刘 保 乾 、 黄 拔 葵 ， 
[100]582) 
72.、 pp' 过 2(2R? 十 10Rr 一 7?)p? 一 rC4R 十 7r);,( 褚 小 光 ) 
73. pVER— VIR—7). 
74. 设 t 沁 0, 则 
(在 )* 十 CY 21 十 32%2)， {等 正 ) 
75. ab > 4Rr 十 r:.( 褚 小 光 ) 


76, > 之 十 到 (Bandila, V, )([363]1985 ,90:65) 


77， + 页 之 子 . {等 正 } 
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r 3r r r(l16R — 57) 
8 RT7 SIRIr RI URTr) 


pb 2 F 
< (IRF7 < 2(2R—7) 


4R+r R? 
27r 47r( 民 十 r)》 


<3< 


79， 记 HH, = 广 避 a*,K, 一 洒 (ab)'.1954 年 ,Beatty,S. 证 明 ; 


(Ki — HD) (3K1— 5Hi) < 128 < (K,— Hi)’. 
1988 年 , 陈 计 证 明 , 当 :上 之 1 或 上 委 0 时 ,下 式 成 立 
S2 > 220720 372(K, — H,) (3K, 一 5H).([381]1989,15:1 ~ 3) 
80. 设 a',b',c' 可 以 构成 一 个 三 角形 人 ,, 它 的 面积 为 S,,1975 年 ,Oppenheim,A. 证 


明 : 当 0 二 :二 1 时 ,成 立 R, 志 3 Ri 和 
) s'<s< (3) 5 {等 正 ) 
当 1 守 1 或 1 二 0 时 ,不 等 号 反 向 . ([331]1974,461 ~ 497,257 ~ 263) 
1988 年 , 钱 黎 文 等 证 明 :S, 具有 对 数 凸 性 , 即 0 二 4 二 1 时 ,S; Si 之 S,, 式 中 g 二 Xl 
十 (1 一 和 )tz. 冷 岗 松 证 明 和信 ,的 周 长 ,R,,r, 等 也 有 类 似 的 性 质 , (L344]1988,2:75 ~ 77, 湖 
南 教 育 学 院 学 报 ,1992,5:121 ~ 123) 
81. ”Euler 不 等 式 (1765 年 ) :R 之 2r. { 等 正 } 
前 面 不 少 不 等 式 实际 上 涉及 了 Euler 不 等 式 的 改进 和 推广 ,此 外 ,我 们 还 介绍 以 下 结 


(1)” 设 和信 ABC 是 Bager 型 锐角 三 角形 , 即 寻 过 A 万 B< 扫 志 C 志 邓 ; 则 


>271. 


R 


提示 :利用 f(x) = log(sin 也 ) 在 (0,x) 上 的 凹 性 ,得 到 


a v3 一 1 
= |] | (sin 分 ) > sin Sin 褒 sin 2 = 
CMurty, V. N. 四 L381j1985,11:191) 


(2) [MCM].+ < 2RCsin S$) sin 分), 
仅 当 5 二 c 时 等 号 成 立 . ([38]1366 ~ 1367) 

(3) 设 f(z) = 外 供 二 23, 则 当 - 吕 <z<y<HNH,27<f9) < <R 

提示 :考虑 f 的 单调 性 , 见 Elem. Math. 1965,20;140;1966,21;139. 

(4) > 2r 十 请 忆 ( 一 护 : 〈 宋 庆 ,中 学 数学 ,1993 ,5:11) 


(5) 与 人 ABC 两 边 相 切 且 与 AABC 外 接 圆 内 切 的 三 个 图 的 半径 分 别 记 为 和 mr， 
rs ; 则 
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4r 3Crnirera)' ni 十 rz 十 rs 寺 2R. {等 正 } 
( 李 同 林 , 中 学 数学 ,1993,5:11) 


R (a — 6b)? 
(6) (2 )- L305]115¢2)C2008) :172) 


82. ”椭圆 焦点 三 角形 ABC ,是 指 三 角形 有 两 个 顶点 A,B 在 椭圆 的 焦点 上 . 设 椭 图 
的 离心 率 为 e; 则 


Ce), 0 一 e 二 二 ， 
4 及 十 r\。 1 3 
( S ) = 8e 1 

e 十 1 3 三 < 


( 石 长 伟 ,L351]2006(4) :420 一 422) 

83. 在 非 钝 角 人 ABC 中 ,用 O,G,T, 再 分 别 表示 信 ABC 的 外 心 、 重 心 、 内 心 和 重心 ， 
分 别 以 三 边 为 对 称 轴 ,再 分 别 作 出 O,G,T, 瑟 的 关于 这 三 边 为 对 称 轴 的 对 称 点 ,连接 同一 
类 的 三 个 点 ,得 到 一 个 三 角形 ,这样 的 三 角形 共有 4 个 ,分 别称 为 和 人 ABC 的 外 心 .重心 .内 
心 和 垂 心 的 边 对 称 三 角形 ,其 面积 分 别 记 为 So ,Gc ,Si,Sn ,其 半 周 长 分 别 记 为 po, pe ,pi， 
bpr.2005 年 , 王 明 建 等 证 明 : 

(1) Sy Si Se So; 

(2) pu pi po po. 
仅 当 人 ABC 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . ([165j120 一 124) 


二 、 三 角形 内 角 不 等 式 


tl 
1. DA) > > 0). 


提示 :利用 Holder 不 等 式 . 
2. 利用 f(x) 二 (sinz) 当 上 < 0 时 为 凸 函 数 , 当 0 二 和 1 时 在 [0,x] 上 是 四 函数 , 当 
:之 2 时 在 [0,r/4j] 上 是 凸 函数 , 易 证 下 述 不 等 式 ( 其 中 记 a = 1 十 (1/2),8== 1 一 (4/2)): 


(1) 车 0<: 委 1, 则 0< >) (Csin4) 委 3"/2 ,对 于 { 锐 }, 下 限 可 改进 为 2, 对 于 { 钝 }， 
上 限 可 改进 为 1 十 25. 特别 地 ,有 

3V3(r/R) 委 2)sinA4 委 2 二 (3V3 一 4)(Cr/R) 二 3V3/2,{ 等 正 }. 对 于 { 锐 } ,下 限 可 改 
为 2, 对 于 { 钝 } ,上限 可 改 为 1 十 V2; 

0 过 2) Vsina < 和 V3P7R 3(3/4)'4. {等 正 ). 对 于 { 锐 } ,下限 为 2, 对 于 { 钝 } ,上限 
为 1 十 2M4. 车 t 过 0, 则 》) (sinA)' 宇 3:/2' ,对 于 { 钝 } ,下 限 为 1 十 22. 


车 + 汪 0, 则 >》) (sinA)' 守 3(C]T[sinA)” 渤 3°[7/(2R?)JY 之 3:(r/R):， {等 正 ) 
15r -3 . :+ 
C2) 吏 二 蓝 (2R 一 D7 << Dsin4A 过 于 吉之 卫 ,{ 等 正 ), 对 于 { 锐 ) ,下限 为 2， 


对 于 { 钝 } ,1 < >)sin?4 < 2, 对 于 { 直 角 },， 》)sin?A = 2. 
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(3) Mr < 33r (SR 一 4r) 七 丰 一 (5R 一 47) 


2R: ~ 2R: ~ 2R’ 
CR 一 六 -3V3 3V3 
< DsinA<H a <ARR-" < {等 正 } 
:4 lry_ a/r “ Fr yt 
(21sin'A 扩 2 一 元 ( 趣 ) 3 (页 ) <2— 5 (L19189) {等 正 } 


(5) 车 0 过 1 之 1, 则 1 过 可 Gsin 全) 之 3/2'5t 之 0 时 ,了 Csin 分) 之 3/2:; 


对 于 { 锐 } , 当 0 过 + 之 1 时 ,下 限 为 24, 当 4 之 2 时 ,成 立 3/2: < 5) (sin 分 )' 之 2， 


对 于 { 钝 } ,gC2) = 2 十 2CV2 一 V2/2)' 是 0 过 + 之 1 时 的 上 限 ,t 过 0 时 的 下 限 . 
特别 地 ,1 过 >) sin(A/2) 过 3/2. (上 限 可 改进 为 JV2); D2) [sin(A/2)J]" 
3/4< >)[sin(4A/2)】] 一 1. 《等 正 } 
(6) 车 上 之 1 则 
sin() < Bsinc 人 A 过 3sin( 训 ) 二子 
(Bursuc,I.[L363].1980,85:365) 
(7) | DysinC(mA) | 志 3V3/2,(mE€ 2), 一 2 过 》)sin3A 志 3V3/2, 仅 当 A,B,C 中 
有 一 个 为 7x/9, 其 余 两 个 均 为 x/9 时 等 号 成 立 . ([305],1982. 99(3)) 
(8) Dsin(2kA) >— 3/2; > ,sin(4m 十 1)(A/2) < 3/2; 
> ysin(4m — 1)(A/2) >— 3/2. 
(9) DJ sin’ (mA) < 4m € 2); > sin [2k—1)A/2] > 3/4; 
36(r/R) & 6(r/R): 十 12(r/R) < D>) sin: (2A) < 9/4. 
(10) ”我 们 还 可 以 得 到 更 一 般 的 不 等 式 . 记 
(> zt/3)I， 有 夫 0,00, 


M, (zx) = (zyz )L3 ， k= 0,， 
min{x,y,z}, k 一 一 co， 
max{ 工 yz ， 一 co。 
则 ,@ 一 c<& 委 1 时 ,有 
0< Mi (sinA) < p/(3R) < 2/3+ (V3 — (4/3)) (r/R) 二 V372. {等 正 } 


对 于 { 钝 } ,上限 为 [(1 十 28)/3], 式 中 B 一 1 一 (R/2). 
”对 于 { 锐 }, 当 0 二 有 过 1 时 ,有 (2/3)* < M,(sinA) 过 V3/2. 
图 有 = 一 co 时 ,0 二 min{sinA,sinB,sinC) 之 V3/2. 对 于 { 印 }, 上 限 为 /2/2. 


@@ 已 知 & 一 (lg9 一 lg4)/(lg4 一 lg3) 是 使 Me (sin4) 魏 V3/2 成立 的 最 大 值 . 又 已 知 
当 0 二 :过 1,k 之 1 时 ,有 
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Mi (sintA ) < sin(zx/3). (1) 
[19]161 提出 两 个 问题 :第 一 , 求 出 使 (1) 式 成 立 的 上 = &(D 的 最 大 值 ; 第 二 ,对 于 g>> 
&, 求 出 使 M, CsinA) < mlg) 成 立 的 最 小 值 mm (9)， 
加 若 £ 过 3, 则 Mi(sinAsinB) 之 3/4; 若 3 二 安 4, 则 Mi(sinAsinB) 过 34, 


@®@ 若 一 1 过 kdg9—lg4)/(g4— lg3), 则 2V3r < Mi(a) V3R. 
利用 各 种 变换 ， 全 得 到 新 有 不 等 例如 通过 变换 4 = (x 一 A)/2 等 ,可 将 


MlsinA) ,MilsinAsinB) 转化 为 MiCcos 分 ) ,Mi(cos 分 cos 卫 ) 等 

3. 利用 f(x) = (cosz)' 当 上 <0 时 为 凸 函数 , 当 0< 天 上 安 1 时 在 [0, 中 上 为 止 函 数 , 当 0 < 
过 2 时 在 [0,x/ 和 4 上 为 止 函数 , 易 证 下 述 不 等 式 [其 中 仍 记 w 一 1 十 /2,8 一 1 一 (t/2)]: 

(1) 对 于 { 锐 ),， 若 0 < 上 过]1, 则 1< > (cosh) 之 3/2'; 车 上 < 0, 则 
Dy CcosA)' > 3/2°. 

(2) ”对 于 { 钝 }, 当 1 守 2 时 ,有 >》) (cosA)' 之 3/2'. (Mascioni,V.) 

(3) 3r/R < ScosA < 2cos(C/2) 十 cosC < 3/2. 

4 3/4 和 之 24/R) 一 (7/R)? 过 Dlcos' A 之 3(R 一 7)*/R?: 之 3. (等 正 ); 对 于 { 锐 )， 


上 限 为 1, 对 于 { 钝 ) ,下 限 为 1. 


3 ~ 2R’ — 3Rr’ — 4r’ 
< 之 
En 2R: 


当 w 是 大 于 1 的 奇数 时 , 2 CcosA)" 二 了. 


4R’ 十 12Rr 一 34r2 


(5) A4R: > 


过 Dcos: A {等 正 } 
(6) 0 二 t 之 1 时 ,2 一 Ceos 今 之 3/2, 对 于 { 钝 }, 上 限 为 2 十 2CV2 二 V212)". 
07) + 之 0 时 ,Ceos 兮 ) 之 3°/2'. 对 于 { 钝 ,下限 为 2? 十 2CV2 十 V212)" 

(8) 车 0 之 1 之 2, 且 对 于 { 锐 ), 有 1 十 2 之 5) Ceos 仿 )' < 3/2. 


(9) 2 之 1 十 了 sin(4/2) 之 >ycos(A/2) 过 3V3/2. 对 于 { 锐 } ,下 限 为 V2 十 1. 


(10) 2 二 9r/(2R) < (3/2)(1 十 r/R) < Deos: (A/2) < p’/(6Rr). {等 正 ) 
(11) V3p/(2R) < > eos (A/2) < 9/4. {等 正 } 


(12) ”车 t 守 2, 则 2 十 cos(x/2) < D>) cos(A/1) 扫 3cos(Cr/(35). 
(13) 设 22A= hn,k EN, 则 
3<OD" Deosnk S32, DSDHA 
(14) DD) (cosmA)’ >3/4 (mE€ 2). 
(15) | Dycos(n4/2) | 委 3V37/2 (n 为 奇数 ). 
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(16) DJ[eos(k— (1/2))AT < 9/4. 
(17) DD) (cos2A)’: < 3—6(r/R)’—12(r/R) < 3— 36(r/R):. {等 正 } 


V3p .A p _ 3V3— Or 
4. (1) TI 十 3 站 么 2sin(3) 和 1+ 庆 ~- 


(2) 1 + lp 3V6 可 < sin(2) <<VZ+3 3 二 22 ， 


(3) Dsin($) > 宇 1+ 吉 宇 1+ 3. ( 杨 学 校 ,江华 族 ,[100]591 一 592) 


2 2n | 
(4) Dsin$ 亏 ) 之 


(5) SC 一 D < Psin$ < (33—); 
(6) 了 (2 一 V3) 之 (sin 合 )* 之 六 


5. 令 f(n) = >) (cos 今 )". 则 
(1) 2< 2) 过 9/4 (Kooistra,1957); 


(2) 1 十 (1V/V2) < FG3) 一 2. 
(左边 不 等 式 见 陈胜 利 等 ,[100]418 ~ 420 ,右边 不 等 式 属于 陈 计 ,1992) 
(3) ”3/2 过 f(4) 二 2. ( 陈 计 ) 


5 81Y3, 243 | 
(4) 1 =<f(6)<2; AGO7) 之 128 555 全 /8) < 2〈 陈 计 ) 


(5) 之 7 时 fln) 之 让. {等 正 ), 式 中 a 一 1 十 也 . 


(6)” 当 3 声 n 声 6 时 ,f(n) 牵 2 一 | 一 (县 ) ] (向 ) 〈 吴 善 和 ,[100]588) 


A p16—9V3, 
(7) cos( 人 ) 过 2+ 庆 一 : 人 .( 杨 学 枝 等 ,[1001589) 


(8) 2 一 2 一 3 (+ 1 )< Dos$) 


< 了 人 全) 二 1 + 于 大) ( 杨 学 枝 等 ,[100]588 ~ 589) 


(9) 二 (os 所 全 ) < < Deosch) 一 IT eosc$). 
( 尹 华 畴 ,Neuger 不 等 式 的 改进 ,[100]587) 


Q0) 对 { 锐 ), 忆 (eos 全) < 加 六 + 关 < (声学 核 等 ,[100]420 ~ 421 


风云 9V3 一 3vV6 一 8 A 3V3—2V2—2 
(11) 2 十 p+ < Deosc$) < VET1+3 一 22 一 31， 
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A | 轧 一 9V3， ] 
(12) 2ycos(3) 入 2 十 大 未 .( 杨 学 枝 等 ,[100j589 ,591) 


a 20 jn 


< max|1 十 2 将) :2 3 ) jn>2. ( 杨 寅 ,[345]1997,4:25) 


6. (1) 了 二 (es4) < 2+); 


(2) 0 +378) < DeosS < 3Y20 + V9). 

7. (1) 1+ DlcosA < DsinA < 3(3—1)/2+ Dy cosA. 

对 于 { 锐 } ,1 过 > cos4 二 》)sinA. (左边 不 等 式 对 一 般 三 角形 也 成 立 ) 

(2) Dlsin2A < >)sinA < >)cos(A/2) 委 3V3/2. 

8. 一 》cos24 < >)cos4 < >)sin(4/2) < 3/2. 

9. DA= hrk,mE Nm 2 令 Sn = DL(sin(nA)J” + (cos(nA))™], 则 

OR ss 

[19]97 ~ 99 给 出 了 它 的 证 明 , 并 指出 , 当 m 比较 大 时 ,下 界 并 不 是 最 好 的 ,如 何 改 进 
它 的 下 界 ? 在 三 角形 中 ,成 立 5/2 < > [Csin(A/4))’* 十 (cos(4/4))*] 所 21/8. 

10. (1) ”Garfonkel 不 等 式 : 


(2/ V3) DsinA < >)cos((A 一 B)/2) < (2/V3) Dy cos(A/2), {等 正 } 
([381].1985,11:288) 


V2 8 一 3V6 A 
2) 1+ (FA) + < Deosl 


( 杨 学 枝 等 ,[100]591) 
11. 3 V37/CQR) < >) VsinAsinB < S/(Rr). 
左边 不 等 式 在 正三 角形 时 成 立 等 号 . ([19]180,186) 
12. Bager 不 等 式 : 
Dcos(B—C) 委 (1 十 (2r/R)) > cosA. 《等 正 } 


13， Janous 不 等 式 : 令 g(n) = 


n 守 3 时 ,g(n) 过 3V3/2.([381]1987,13:179) 
14. sinsA 二 A(sin B+ sinC) <1+4+ (1/DX, > 0), 


仅 当 A 二 2,B= 二 C= 至 一 寺 arecos 分 时 等 号 成 立 , 特 别 地 ,有 


sin? A 十 sinBsinC 过 25/16. 〈 宋 庆 ,[350]1996 ,2) 


2) <1HYE+(4—2VD (EY. 


, 则 g(1) < 1;g(2) < 3v3/2; 
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15. 1< >)cosA < >)sin(4A/2). 
16. 3>) sin2A 一 2>1cossA 扩 6 
17. DsinA < DfeostA/2)] < 9/4 < 3D) Lsin(A/2)]: < 3 cosA. 
18. (1) DJcosA > (3/4)+6 [| sin(A/2); 
1 B—C 
(2) Zeos4 > (3)+ leos( 5 ) 


(3) 本 cos(B 一 0) >> 一 言 . ( 宋 庆 ,[100]589) 


19. ”对 于 { 锐 }, 有 了 lsinA+ 》)sin(2A) < 16{ [| cosCA/2)}. 
20. >) (CsinA)’ < (CD) sinA) (DY sin CA/2)). 


inA 
a1 [2sn4 宇 8 本 sin(A/2) ,只 对 Bager 1 型 三 角形 成 立 . 即 A 达 BC， 
> cos(A/2) 
且 Bx/3.([38111985,11:325;1987,13:132 ~ 133) 
9 r . . 
22. 项 之 5 (R ) (页 )2 < >》) sin4sinB < (1 十 r/R): < 9/4. {等 正 } 
23 > sinAsinB < pp. >) sinAsinB < 3V3 { 等 正 ) 
: ~ 3RE 4 


提示 : 》) sinAsinB = (1/4)[(2/R)2 + Cr/R)? + 4(r/R)]. 
24. (1) DD)sin2Asin2B < 5(r/R)’ 十 8(Cr/R) < 9(Cr/R)2. 


(2) p Yl1py 2 Dr) < DsinAsin() 


RP) L3G 3V3 2) (在)?. ( 必 华 峰 等 ,[100]587) 


(3) 2 sinA (sin > 3 .{ 锐 }.( 刘 保 乾 等 ,[100]592) 


25. (7/2)(r/R) 一 1 委 4(Cr/R) 一 (Cr/R) 一 1 二 DcosAcosB 
(r/R) 十 (Cr/R) < 3r/ (2R) < 3/4. {等 正 } 
26. ” 苦 0 达 1 过 1, 则 cos? (tix/4) 十 2cos(tirx/4) 魏 > ,costAcos 雪 < 1 十 2cos(ir/2)， 


对 于 { 锐 } ,上限 为 3cos: (zx/6). ([381]1987,13:181 ~ 183) 
27. Janous 不 等 式 : 


3/4 二 1 一 (Ri < DcosA— DycosAcosB < 2—3(r/R) + (r/R) < 2， 
对 于 { 锐 } ,上限 为 1, 对 于 { 钝 ) ,下 限 为 (2V2 一 1)/2, 由 此 推出 2) cosAcosB <& 3/4. 
28. 0 一 1/(3V3)L(32 一 15V3](Cr/R) — (10— 3V3) (r/R)’] 
< DsinA — DsinAsinB < 1. 
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29. 对 于 非 钝 角 三 角形 ,有 
42) (cosAcosB)’ < Dy cos:A; >») (cosAcosB)’ 之 (1/4)— 4 (cosA)’. 
(Oppenheim,A.[305](1965,12;1129)) 其 中 等 号 仅 在 正三 角形 或 等 腰 直 角 三 角形 
时 成 立 . 
30. (1) 3(7r— 2R)/(2R) < 3 cosAcosB < >) sinAsinB 
3D sin(A/2)sin(B/2) < >)cos(A/2)cos(B/2) < 9/4. {等 正 } 


(2) 1 二 22 二 1 lg) + 1+ 0) < < Dcos 全 cos 地 


1,p、 ,18—3V3— 8 r 、 一 工 7—4V2\r 
V+ + 一 (KE+tV2+( 2 ) < 去) 


( 杨 学 枝 等 ,[100]591) 
31. (1) 9V3r/(4p) < >)sin(4A/2)sin(B/2) < 5/8+r/(4R) < 3/4. 
提示 :利用 面积 公式 和 正弦 定理 . ([348]j1989. 7) 
一 3V3 .A.B_l 
(2) 六 + S37) < Dsin 73in 也 之 + ( 杨 学 枝 等 ,[100]591) 
< 3 


32. DsinAsin(A/2) < 4/V3; >)sin(A/2)cos(B/2) < 


33. 3r/(8R) < (1/4)L2Cr/R) — (r/R)’] < Slapca/ vain B/D 
/DTI r/R) + /RY < (1/8) (2 — (r/R)). {等 正 } 
34. > [cos(4/2)cos(B/2) 卫 之 (1/4)(p/R)’; 
27r/(8R) 雪 1 十 11/(C8R) 二 1 十 (3/2)(Gr/R) 一 (~/2R)2 < > [cosCA/2)cos(CB/2) 了 
妇 (1/4)[5 十 3(Cr/R) + r/R) < (I0R+ 77)/(8R) < 27/16. (等 正 } 
35， 3/4 委 >)sin(A/2) 一 > sin(A/2)sin(B/2) < 1, 对 于 { 锐 }, 上 限 为 (2 V2 


一 1D)/2, 对 于 { 钝 ) ,下 限 为 V2 一 V2(1 一 1/ v2) 十 (3V2 一 2)/4. 
36. ”Klamkin 不 等 式 : 
2>)sin(A/2)sin(B/2) < (OD)sinAsinB)'? < 2)cosA < >) sin(A/2). 

37. >) (sin(A/2) VsinBsinC) < p/ (2R). {等 正 } 
38. > ) (cos(4/2) VsinBsinC) < p/R. (L363]1969, B20:663 ~ 664) {等 正 } 
39. 9/16 < (1/4)[3 一 (~/R) 一 (r/R)’] 

< >)cos:(A/2) 一 > (cos(A/2)cos(B/2) 了 

= Dlsin: (A/2) 一 DLsin(A/2)sin(B/2)] 

1l— (r/R)+ U/C/R)’ <1—7r/(8R) < 1. 
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40， Janous 不 等 式 : 
15/8 < 2— (1/2 r/RY < Dy Lsin' (A/2)] + cos' (B/2)] | 
S31 r/R) TF /Dr/R) J < 3. {等 正 } 
41. DJcos’ (A/2)cos((B—C)/2) < 9V3/8. {等 正 } 
42. >)[sin(4A/2) + sin(B/2)J* 3 
43. 车 1 守 0, 令 a 二 1 十 /2), 则 
》 CsinA)’ > 3 sinA)’" > 3° (7 /2R') > 3°(7/R)'. {等 正 } 


卫 )， 


44， sinz(A/2) > 1— (1/4) TT cosC 人 A 
45. 12V3(r/R)2 <& (3V3/2) (r/R)L9—2(r/R)] < TI Csink + sinB) 
< 妇 (CD/R)[1 十 (3/2)(Cr/R) + (r/R):] < 3V3. {等 正 )} 
46. (1) 8[TsinA < [GsinA + sinB) < ?SA 22)sin((A/2) + B). 
C2) sin 全 十 全 eos 全 过 二 (12 十 党 )”.( 黄 汉 生 ,[100]585) 


47. Ta 着 1/2. 

提示 ;利用 f(x) = lgsinx 在 (0,x) 上 的 四 性 ,车 利用 Schur 凸 函数 (第 7 章 $1). 可 以 
进一步 证 明 [| sinA > V3/4. 

48. 3V3r’/C2R’) < [| sink < (r/R) 十 (3V3712 ~ 2) r/R) 


< 3V3r/(4R) < 3v3/8, ([191181) {等 正 } 
49. (1) (2pr/R’)L6Cr/R)—2— 3Cr/R)’] < [sin2A < 2pr’/R’ 
< 妇 4Cr/R) + 2C3V3— 4 Cr/R): < IVICr/R): < 3v3/8. {等 正 } 


(2) Tlsin2A < 25/R*:. ([165]121) 
50. 设 2.4A = kr,kE€E N,x,y,z 为 正 数 , 则 


i | sinnA | 二 (Dry)? (D72 


4( [I zx) (Dz) 
特别 , ]] | sinnA 1 入 3V3/8. 提示 :利用 加 权 均 值 不 等 式 (第 一 章 8 3). 


1/8,， n= 4m+l, 
51. 2 ”0 


>—1/8, n= 4m 一 1， 

m € QZ, 特别 0 一 【| sin(A/2) 入 1/8. 《等 正 } 
52. 令 f(x,y,z) = sin(xA)sin(yB)sin(zC). 
(1) fl1,1,1/2) & 23/9, 仅 当 A 一 B,cosA 一 V3/3 时 ,等 号 成 立 . 


(2) f(1/2,1/2,1) 云南 (2 V13 一 5) V2 VI13 十 22, 仅 当 A 一 了 B, 目 cosA 一 (V13 


254 第 四 章 ”几何 不 等 式 


一 1)/6 时 等 号 成 立 . 

(3) f(1/4,1/4,1/2) 之 (5 V10 一 14)/54, 仅 当 A = B,cos(A/2) = (V10 十 2)/6 
时 等 号 成 立 . ([305]1937 ,44:579 ~ 583) 

我 们 要 问 :; 当 实数 99 之 不 全 相等 时 ,如 何 求 出 fx,y ,2) 的 上 下 界 ? 

53. 9r/(4R)—1<37/R)—1— (3/2) /RY < [eosA < 1/2) /RY < 1/8. 

对 于 { 锐 } ,0 过 了 cosh 过 1/8, 左 边 等 号 在 直角 三 角形 时 成 立 ，; 

对 于 { 钝 ) ,一 1 委 cosA 志 0 

54. 设 2)4 = kx,k€N, 则 

—1< (~—1)" [|cosnA < 1/8. 


55， 设 避 A 一 各, 必 为 奇数 , 则 | costn 十 二 )A < 3%3 


56， 二 全 eos 会 <3 站 ,对 于 { 锐 ), 下 限 为 1/2, 对 于 { 钝 ), 上 限 为 QL 十 YD)/4 
提示 ;利用 f(x) = lgcosz 在 (0,x/2) 上 的 凹 性 . 


57. 72[[ cosA 之 12 > ,cos4cosB < 去 3 >)cos(A 一 B) 扫 16( 2 sin Ssin 2 


< 6 cosA. {等 正 )} 


〈[19]157 和 和 孙 建 斌 等 ,中 学 数学 (湖北 )1993. 2) 
58. (27/R)’: < (7/2R)* (9 —2(r/R)) < TI CcosA + cosB) 


. . A—B 
< 4 2)sinAsinB 过 9 [I eos 5 


r/R) 十 (37/2)(r/R) 十 Cr/R)2 <1. {等 正 } 
. A. _1 TT nl A 
59. TI cosA < 8T Gsin 4 5) < 了 订 ITsin4< TI sin 3 <sll®s 5 
. 一 人 一 和 1 
过 llsin a < 本 < {等 正 } 


60. (1) TileosA 么 1[ (0 ~ cosA); 


(2) (2— aar) TT eosA < 之 [| 一 cosA4).、 { 锐 }. 


61. 241] cosA < Dcos’ (A— B). 
提示 :利用 (zx 十 y)? 闻 4zy 和 cosA = 一 cos(B 十 C) 证 明 cos:(B 一 CC) 之 8 [I cosA. 
62. 1+ [leosA >v3 Tsin4a. 


对 于 { 钝 } ,V3 可 改 为 2.《[6]197) 
63， 设 0 二 1 过 1/2, 令 a 二 tx/3, 则 cos(3a) 魏 Ti eosCa) + TsinCA) 
< sinig + cosia, ([381]1987,13:154 ~ 156) 
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65. 


V2/2 < [fcosCA/4) + [sin(CA/4) < 3V6/8. 
TTeosC2"A) 十 [[ 十 cos(2"4A)) 之 0,n 一 1 时 就 是 Bottema 不 等 式 ， 


([381]1982,8:296 ~ 297,1983,9:113,1984,10:228 ~ 229 ,320 ,或 [19]154 ~ 155) 


66. 


对 于 { 锐 } ,有 


DsinA)™ > DcosA)™, TT CsinA)™™ > [| (cosA)™. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


D1 十 cos2A)/(1 十 cosA) > 1. 它 等 价 于 GB 不 等 式 . (No. 163) 


六 cos(B/2)cos(C/2) ~、 9 
sin(A/2) 2° 


_r cos(B/2)cos(C/2) (Rr)’ 
5 R < 之 sin(A/2) < rR {等 正 ) 


之 


6 过 7 一 2(r/R) 过 2) GsinA + sinB)/sinC < 1 十 2(CR/r) + 2Cr/R) < 3R/r. 


{等 正 } 
C1) 六 sin(A/2) >> 2V3; (2) 27 cos(3A) =>— 2 
sintB/2)cos(C/2) > cosA 
对 于 { 锐 }, 有 
2 sin(2A) < 
Dsin(4A) 


提示 :利用 》)sin(2A) 二 4][ sin4, >) sin(4A) = 一 4[[ sin(2A) ,证 明 


73， 


Tl sin(2A) < [sin4. 
>， (cos2A 十 ecos2B)/(cosA 十 cosB) 之 1 十 (Cr/ 民 )， 


74. (1) >ysin(4 十 B)/(sin4 + sinB) > 3/2. 


提示 :由 三 角形 内 角 和 公式 与 正弦 定理 ,转化 为 代数 不 等 式 > ya/(8 十 c) 之 3/2. 
(Ch3. No. 34(20)) | 


(2) 


(3) 


(4) 


2 
5 Los A > ]， ( 安 振 平 ,[351]2008(1) :119 ~ 122). 


sinBsinC 一 


15_ 3R 二 sinBsinC 十 2cos(B/2)cos(C/2) 2+ 
4 4r 2R 
7r _ 。 。 站 _r 
纲 1 才 cosBeosC+2sin(B/2)sin(C/2) 过 1 2R: 


(杨志明 、 褚 小 光 , [535112004(1) :91 一 95;2005(1):84 ~ 85) 


75. 


76. 


对 于 { 锐 ), 有 人 sin 信之 2. 


nt 


对 于 ( 锐 ), 有 304 < 3 
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提示 :利用 f(x) = Sn 在 (0,xr/2) 上 的 凸 性 . 


sinA 
A 


77. [MCM]. 25) 


提示 :考虑 矩阵 模型 ; 


< 习 ( 计 十 去 )sinA， 


sinA sinB sinC sinA sinB sinC 
M= | 1 1 1 《全 反 序 ),M 一 | 1 1 1 ( 乱 序 1)， 
A B C B C A 
sinA sinB sinC 
Ma = 1 1 1 ( 乱 序 2). 
C A B 


由 第 3 章 No. 86 排序 不 等 式 有 SCM) 过 SCM1) ,S(OMD 过 SCM) ,于 是 
2S(M) < SCM ) 十 SCM2). 
78. AcosB+ sinAcosC > 0. ([305 |1957,64;24) 
79. TsinA < (E) II4. 
80， 0 之 sin 分 十 sin 好 十 cos 吃 过 1+ 
81. sin(A/2) 十 sin(B/2) 十 cos(C/2) 之 sinA + sinB ~ sinC. 
82. 0 < cos:(A/2) 十 cos: (了 B/2) — cos’ (C/2) < 2， 
83. 设 C 之 x/2,; 则 
(1) 1 < sinA + sinB— cosC < 3/2; (2) 3/4 近 sin2A 十 sin2B 十 cos2C< 1; 
(3) 2 一 cosh4 十 cosB 二 sinC 委 3V3/2; (4) 2 一 cos2:A 十 cos: 昌 十 sin2C 委 9/4. 
84. 对 于 { 锐 } ,有 
(1) 0<cosA 十 cosB 十 sinC < 1 十 V2. 
(2) [MCM].A < B< C>sin2C < sin2B < sin2A. ([38]1357) 
85. 车 A,B 均 小 于 x/2, 则 cosA 十 cosB 一 sinC 0; 
若 A>rV2 或 号 < /2, 则 不 等 号 反 向 . 


86. cos4 十 cos 了 一 2sin 5 < 0. 


87， Andrica 不 等 式 : 
sins B+ sinC<1+2sinBsinCcosA. ([36311976,81:337) 
88， 若 上 为 实数 , 则 


ti(t — 2)sin 全 十 cos 了 志 


之 0. 


提示 :考虑 关于 的 二 次 式 tasin 人 2tsin 2 +cosB 了 C 的 判别 式 . 
89、 设 A 十 BC 一 所, 则 
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(1) | >» sinnA cosnB cosnC | 过 3 ([221434) 


G2) SIT sintnA) < (~ DD" DcosnAsinnBsinnC < 入， (L221435) 


sin? (nC/2) ,n 或 & 为 偶数 ， 

(3) sin(nA )sin(nB) < 魏 [19193) 
2 0 os (nC/2),n 和 上 为 奇数 . 
90.。 设 C 宇 x/2; 则 一 1/8 态 sinAsinBecosC 二 0. 


91. ”对 于 { 锐 }, 有 0 二 cosAcosBsinC < 3V3/8. 
92. (1) sinA 十 (sinB): + (sinC)? <1+V2; 


(2) (cosA4)? 十 cosB 十 cosC> 卫 ; 


(3) cosA 十 (cosB)* 十 (cosC)? 之 子 ; 
(4)” 设 为 实数 , 则 cosA 十 A(sin2B 十 sin2C)， sinA 十 A(cos2B 十 cos2C)， 
sin 合十 ACsinB 十 sinC) ， cos 仿 十 MecosB 十 cosC) 的 上 界 均 为 VE 十 47 
cos2A + ACsin2B + sin2C) 妥 1 十 (12/2)， 
( 宋 庆 , 中 学 数学 ,1999,6:43 一 44) 
93. (1) 5) Vi eosAcosB > 38, (2) 5) VI sinAsinB > 3. 
( 张 善 立 等 ,[100]586) 
94. 设 1 宇 0, 则 》) (tgA)' 之 3， { 锐 }) . {等 正 } 
式 中 4 二 1 十 (1/2); 车 再 令 B8 二 (1 十 2)/9, 则 当 : 之 1 时 ,成 立 
DS) CtgA)' > 3 tgA) > 3° > 3+ (31/2). (L191135 和 [3]117) 
当 t 之 1 时 ,可 利用 f(z) = 〈(tgz) 在 (0,x/2) 上 的 是 性 . 
95. 对 于 { 锐 ), > tgA = [|[ tgA 守 3D)ctgA > 3V3. 
96. ”对 于 { 钝 }, >)tg4A 一 0, [Ttg4 一 0. 


97. DTD teA)*]> 3" — 1). (L348]1987,7:33,31) {等 正 ) 
98. 设 t 之 1,8 二 1 一 (1/2) ,DA= kr,kEN, 则 》) | ign + 1/2)A | 他 34; 
DY | ctgnA |' 之 35. 特别 ,对 于 { 锐 }, >)ctg*A 之 1,《C[19]93 ~ 94) 但 车 0 过 1 二 1, 2)4 
二 kr,k EN,([19198 ~ 99) 提出 : 当 & 为 奇数 ,= 为 非 负 整数 时 , >) | tg(n 十 1/2)A1: 和 
当 n 为 自然 数 时 , >) | ctgnA |' 的 最 佳 下 界 是 什么 ? 
99. VWI/ QCR—7) < DctgA < QR +r)/ pr) < WI/ R/r)’. 
- {等 正 } 
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9R 3 
100. (1) ZctgA>p/(37); (2) Dictg4 过 /下 一 广 : {等 正 } 


9QR—7): C2R: + 3R ,a 
ll 1< Rr Tr < OASAAR) < rr 等 下 


102. > ctgA 之 一 2. {等 正 } 


103. ”对 于 { 锐 }， > ctg2A << 0. 
104. Dy (ctg(A/2)) 一 >》 (tg(A12))! 之 3 一 38, 式 中 a 一 1 十 (1/2),8= 1 一 (1/2)， 
0 二 z 达 1, 或 :之 2, 


提示 :f(x) 二 (tgx)’ 在 [0,r/2] 上 当 上 >>2 或 0 二 上 <1 时 是 三 阶 凸 函数 . 于 是 可 以 
利用 本 节 前 面 的 定理 4. 


105. 车 t 守 1, 令 8 二 1 一 (4/2), 则 了》 (tg(A/2))' 之 {等 正 } 
提示 :利用 f(x) = (tgzx)'(t 之 1) 在 《0,x/2) 上 的 凸 性 , 特别 地 ,有 
ZJtg(4/2) V3, >tg' A/2) 2 1/9. 


2V3r 2ARTr) -一 4R 十 A 二 Rir V3R 
106, << yn\t 过 {等 正 } 
R < 3V3R 6 4)7 es< 3V3r ~ 27 
A < 9Rr， A 2£ 
A 
108. 3tg 训 2g < 人 ,> 2). 
提示 :利用 f(x) = 纪 子 (t 之 2) 在 (0,r) 上 的 凸 性 . 
2(6 六 一 尺 :) _ 2r 人” .3R’:— 8r? 
109. (1) 一 二 FD 2 ) SS {等 正 } 
16 ,A 2 A 16R’ — 24Rr + 117? 
(2) 1<5 [2 (in 2 ) | < tg 5) < OR {等 正 ) 
1 A 9Rs 8 . A 3r 
110， 一世 tg (全 ) 所 ; tg (全 ) 之 一 . {等 正 
EDS J > EE 
(更 好 的 下 界 估 计 见 [19]183) 


ll1l. Dtg’ (A/D) > 3tg: (x/30). (t > 2). 

112. 对 于 { 锐 }, 》) ctgA < 》) ctg(24). 

113. 0) 令 a 一 1+Cm/2) mE Z, 则 了 (etg 分)" 之 3". 
ee” A,” 

(2) 3 去 2 (3) < Dy CctgAy)". 


1/2 
4 3V3<( + < Dog <2R) +3y 4 < YR, {等 正 ， 
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115. (1) 9R/2r < (8R/r) 一 7 < Dctg (A/2) < [2CR/r) — 1]. {等 正 } 
116. Detg’ (A/2) > p*/ C37’). 人 等 正 } 


117. Dectg: (A/2) >[D)ctg(A/2)1 > ctgA. 
提示 : 令 = ctg(A/2),y = ctg(B/2),z 一 ctg(C/2) ,转化 为 代数 不 等 式 . ([3j2. 44) 
118. 9V3 达 9V3(E) < 3V3L( 和 PE) —5] < Blete: () 


< 3v32( Ry — 4(R): + ER]. {等 正 } 
119. >， VtgtA/2) 3. VARTr/Dp). {等 正 } 
120. >，Vetg(A72) < V3p7r. {等 正 } 
121. Dctg(A/4)3(2 一 VY 引 十 (2p/7) 这 6 十 (p17) 之 3(2 十 V3). {等 正 } 


122. 1< >)tg(4/2)tg(B/2) < v3. 

123. >)[(tg(A/2)tg(B/2) (8R 一 7r)/(16R 一 5r) > 1/3. 
124. D2) VtgCA72DtECC727 十 5 < 4V5. 

125. 9 < etg(CA/2)ctg(B/2) = 4CR/r) + 1< 9R/C27). 


126, DJctg(A/2)ctg(B/2)— > ctg(A/2) 之 5 一 3V3 十 2(R/r) 之 9 一 3V5. 
127. 设 人 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 


(1) DtgAtgB > > ctg(A/2)ctg(B/2) > 9; {等 正 ) 
(2) >)tg4(ctgB 十 ctgC) 之 6; (3) DetgAltgB + tgC) > 6. {等 正 ) 
提示 : 令 xz 二 tgActgB 等 ， > 2 (x > 0). 
128. 6< Yiga 7 tg 3)ctg 5 = SctgAa 2 +ctg 2)tg Ss = 一 《4 区) 一 2. 
《等 正 } 
129. 6CR/p) —2CR’/rp)—3(r/p) < TetgA <r/p < /C3V). {等 正 } 
2r V3 
130. 去 一 -这 T: ~ {等 正 } 
3V3R ~ 2R+ (3V3— Or JITte 全 六 号. 


提示 :利用 f(x) = logtgz 在 (0,r/2) 上 的 凸 性 ， 
131. 人 ABC 为 锐角 三 角形 的 充 要 条 件 是 tgAtgB > 1; 若 C 之 7/2, 则 tgAtgB 一 1. 
132. ”对 于 { 钝 }, [| ctgA < 0. 


133. 全 Ey3r 过 | (ctgA 十 ctgB) < 2 六 (全 ) {等 正 } 
8 A B 4R 

134. ”一 一 委 || (tg 地 志 ) 声 . 正 
< g 汉 十 芭 厅 ) a5 {等 正 )} 
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135. 12VY3R/r < [fictg(A/2) + ctg(B/2)] < 6V3(R/7)’. {等 正 )} 
136. 设 >\A = 如,k 为 奇数 ,t >>0, 令 8 二 1 一 (2/2), 则 
5 | sectn t+ 3)Al' > 23. 
137。 对 于 { 锐 }), 有 及 secA 之 6， 习 sec4 之 优 - 宗 一 1 {等 正 ) 
138. 对 于 ( 锐 }, 2》) (secA)" A 
139. (1) 设 2)A=&,kE N,t>0, 令 8B 一 1 一 (2/2), 则 
2) | csclnA) | > 2°37; 
(2) DcscA)" > 2° X 3 和. 
140. 2 DocA < HE 十 D? 过 < 
{等 正 } 
141. (加 一 < VescA <2p/(37). {等 正 } 
142. Dcse:A 之 WO 
144. (1) Be, 7 一 红 
(2) (2/R) 十 3(2 一 V3) < >)csc(A/2) < CD/R) 十 1 
145. <9V32) < < Descl$) < 2 + 〈 刘 保 乾 等 ,[100]592) 
146、 了 seci(4/2) 之 5 一 容 . 
147. Desce' (A/2) > 2" X3. 
148. DJcsc(2A) > DcscAh > ysec(A/2) > 23. 
149. DycscA > (9/4) TI sec(A/2). 
提示 : 令 工 一 sinA,y = sinB,z 一 sinC, 利 用 代数 不 等 式 (》)z)(2) 二 ) > 
150. > secAsecB > 12. {等 正 ) 
151, Tl etgA < (8v3/9) | sin(A/2) < Ttg(A/2) 
委 (8/27) | cosCA/2) < v3/9 < (1/27) [TetgcA/2). (L34176 ~ 77) 
152. 【etg(4/2) > xC1+ TeoscA/2)). 
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153. >》) sec(A/2) < 22 tg(A/2) < 9R2/(2S)， 
154. 对 于 { 锐 }, 有 


>», sec4AsecDB 之 3 >» cscAcsc 昌 之 > csc ose c 人 >( 4Y3) I ctg 全 2 


93)]Tsec( 全 ) > 35)sec 人 sec 全 
([348 ]1990,1:;43 [501002.5 :37 ~ 38) 


tg(A/2) 37 
155, 之 cscB++ cscC 之 2R" 


156. DD) vig(A/2)tg(B/2)sec(A/2) 委 2 

157， 车 logtgA,logtgB,logtgC 成 等 差 数 列 , 则 x/3 声 B 过 x/2. 

158. ”对 于 { 锐 } , 若 sinB 一 3cosAcosC, 则 x/3 二 Bx/2. 

159. DJcscAcscB 宇 4 

160. 对 于 { 锐 }, 当 t 之 1 时 ,有 

2:—1)» < [LCsecA)’ m1 0 —2 1 CsecA).. {等 正 } 

左边 不 等 式 见 安徽 教育 学 院 学 报 1989 ,2. 林 祖 成 利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 给 出 了 一 个 证 明 . 

161. 对 于 { 锐 }, 了 lsinA 十 了》\tgA > 27; 


162. DsinA > min{tg 全 ,tg 加 tg,tg 各 ) 十 2. 
163. G-B 不 等 式 (Garfunkel-Bankoff 不 等 式 ): 
2—8ITsincA/2) < Pig CA) <iITese()—1. {等 正 ) 
提示 :利用 f(x) = tg: (zx/z) 当 t 这 2 时 在 (0,x) 上 的 凸 性 , 它 可 改进 为 
Dtg: (A/2) 之 1 十 [1 一 8]T[sinC4/2)J/M? , 式 中 
M= max{cos(A/2) ,cos(B/2),cos(C/2)}. (L348]1991,10:18) 
164. DJsin(A/2)» D>)ctg(A/2) > 9V372. 
165. (Dtg:CA/2)) [[ cosA 1/8. ([350]1992,2:23) 
166. DsecA < >)(tgAtgB) 一 3. 
167. Dy)sec(A/2) 委 2>)tg(4/2) < >)csc4 C2) ctgh. 
168. 对 于 { 锐 } ,有 > ctg(A/2) < (3/2) > ycsc(2A). {等 正 } 
([381]1986,12:51, 和 1987,13:200 ~ 201) 


169. V3 委 >)tg((r 一 A)/4) < >)tg(A/2) < 将 Dosech) 


(1/3) > ctg(A/2) < > ctgA < (9/8) TeseA. 
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170. Dl\ctgA—3|]| etgA > 2V3/3. 

171. ”对 于 { 锐 }， CJTtgA) TT sinA) > 27/8. {等 正 } 
172. 3Y3 5) sec(B)sec(S) 过 Dctg 分 << 殖 习 csc(B) ose 5). 

( 刘 保 乾 等 ,[100]585 ~ 586) 


173， Slsec( 全 二 8) 二 2 十 于 (下 ).( 玫 华 先 一 张 小 明 ,[1003588) 
2 2 7 


174。 6 了 tg( 会 ) 之 2 了 cscA 十 可 sec( 全 ). ( 刘 保 乾 ,[100]589) 


175. (1) 5 sinc$) Dcsc 人 宕 10 一 (全 ? 


C2) 了 Csin 全)* Dy Cesc 全)* > 10 一 (个 )”，( 刘 保 乾 等 ,[100]592) 


176. 8 cosA < <3y3][ etgA < S23]Ts inA < 8 [sin $< 3V3][tg 全 


一 】 


去 也 cos4 3 Dsin $<1 < (Ds$) 
< eh< RD): nA) = (To 人) < 站 本 ce 


名 
-BTegsh<AD eA SE eA -IA. 


其 中 加 与 四 , 即 首尾 两 个 不 等 式 仅 当 锐角 三 角形 时 才 成 立 .〈 陈 胜利 , 福建 中 学 数学 ， 
1989,4:19 ~ 20) 


177， f(pyq) = 》 (cosA) 的 上 、 下 界 是 什么 ? 


1 二 (cosA)’ 
3 
已 知 f(4n,2n) 之 fr Ty 
_ (tanA)? , 
178. g(p1g9) = 2) 了 CarAys 的 上 \ 下 界 是 什么 ? 
了 二 
已 知 在 锐角 人 ABC 中 ,gC2n,n) 之 2 


p 
179， Ap,g) 一 了 了 9 和 的 上 \ 下 界 是 什么 ? 


1 
， h(4ns2n) DD i 


(2) ”在 锐角 人 ABC 中 ,h(2,1) 渤 到 (3 一 V 引 )，(No.177 ~ 179 见 侯 典 峰 ， 


[L35112008(1) :114 一 118) 
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、 三 角形 边 角 不 等 式 


Pn 


sin( 信 ) 之 了 对 5' 仅 当 5 一 c 时 等 号 成 立 . 
a 之 bcosB 十 ccosC. 握 示 :利用 正弦 定理 ， 
2R > Vbc sec(A/2). ([348]1989,5:3) 
[MCMj]. 车 C 宇 x/3, 则 (a 十 5) > (1/a) 之 4 十 csc(C/2)， 
[MCMI]. 车 4a,b,c 成 等 差 数 列 , 则 A、B、C 中 有 两 个 小 于 x/3. 
提示 : 设 5 二 4 十 dsc 二 4 十 2d, (公差 为 d > 0), 只 要 证 B 过 r/3. 利 用 余弦 定理 证 
cosB > 1/2. 
6 若 sinA ,sinB,sinC 成 等 差 数 列 , 则 cosB 守 8:/(2ac). ([350]1985,3:35) 
7. 车 A,B,C 及 loga,logb,logc 均 成 等 差 数 列 , 则 对 于 任意 实数 z, 有 
Xz:cosA 十 TXT 十 1 > 0. 
提示 ;证 AABC 为 等 边 ,从 而 x?cosA 十 x 十 1 二 (1/2)[C(z 十 1)? 十 1] > 0. 
8. (1) 车 26< 过 at+c; 则 2B 二 A+C. 
(2) ”车 过 妨 十 网 A 二 x/2;， 车 民 人 天 十 导 则 全 二 到 /2. 
(3) 车 C=3B, 则 5 二 c 过 36. 
9. Bottema 不 等 式 :; 关 A 二 B 汪 > C, 则 
2ReosA < R—4d < 2Rc0osB < Rd 一 2RcosC. 
《([3]43. 式 中 4 是 外 心 与 内 心 的 距离 ) 
10. ”对 于 { 锐 } ,有 > cosA 一 p/R. 


11. 设 Frzyz) = 2) (4z)/(>7z)， 则 
flcosA,cosB,cosC) rx/3 SR fla,b, ec) <n/2. {等 正 } 
车 A 二 BC, 则 flab,0) 所 (x 一 A)/2; 
flasbyc) 委 (Cr/2)L1 一 tg(4A/2)tg(CB/2)]. 
(证明 见 L313. 4) 
12. DD) (aB+bA) 27) (ah). 


mm 


DaB—6A) 
(Dj a)’ ~ 4° 
上 界 不 能 再 改进 . [3]3. 5 指出 ,Leko. T. 有 一 极 复杂 的 证 明 ,希望 能 有 一 个 较 简 单 的 证 明 . 
14. 设 A4BC 为 非 钝 角 三 角形 , 则 


<HA)< 


13. 


nm _3x 
> (Ca4) Sa 

15. 3>)a 二 zx。 >)(a/A) 委 9V3R ,左边 不 等 式 对 任意 三 角形 成 立 , 而 右边 不 等 式 。 
只 对 非 钝 角 三 角形 成 立 . 


{ 等 正 } 
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提示 : 利用 f(z) = (sinz)/z 在 (0,x/2) 内 递减 和 第 一 章 Chebyshev 不 等 式 . 
([30511977 ,84 :294) 


16. rr>) (a:/A) S39)a ,mM Oppenheim, A. ([305]1977,84:294) 


17. 设 A 宇 B 宇 C， 则 >ya(C 一 B) 之 0. (1L363]1977 ,82:20,179 ~ 180) 


b B a A 
18. >ATB'c > A 二: ([305]1927 ,34:247 ~ 250) 


19. (CIIo lA) rs cr/3)’. 
20. (Ta [Cx—A) > Sp (V3r/9)’. 


提示 :利用 z/sinz 的 凸 性 和 Jensen 不 等 式 ， 


2pccosA 
be 


22. 车 < 委 8 委 c, 则 2cos:(C/2) 委 DYa/(6+e) < 2c0s: (A/2). 


21. <b+c-a< 竺 ， 《证 明 见 [3]3. 6》 


推广 : 令 f(2) = Pai/(b 二 0),g01) = 271[sin(C/2)J ,p02) 一 27 , 则 
(1) 当 上 <0 时 ,0< f(2) 志 g(4); 
(2) 当 0 天 上 委 1 工 时 ,g(G 委 FFCGD < 1; 
(3) 当 1it 人 2 时 ,min{1l,g(0)} ff() < max{g(t) ,9g(t)}; 
(4)” 当 t 宇 2 时 ,min{ig(2),9(0)) f(D) < max(l, g(t)}. 
(Simon, Stevin,1949,26;129 ~ 134) 
23、 设 a 宇 6 之 casB,Y 是 任意 三 角形 的 三 内 角 , 则 
be +oa—ab < (bcosa) < (1/2) >)a2， 
仅 当 A 一 a,B = p,C 一 7 时 等 号 成 立 ,特别 , 取 A== 2x/3,B 二 C 一 x/6, 得 到 
1 < cosa 十 V3(cos8 十 cosy) < 5/2. 
(Monatsh, Math. 1962,66:174 ~ 178) 
24. 0<r< (a/2)[sec(A/2) — tg(A/2)]. 
25. a<r, < (a/2)[sec(A/2) 十 tg(A/2)]. 
26. 0 过 rs( 或 r.) 过 (a/2)[LetgCA/2) 十 cse(A/2)j]. (证 明 见 [19]198) 
27. 9r 12r(1 —r/(2R)) < PlasinA < 4R+ (27/R) < 4R+r < 9R/2. 


{等 正 )} 


提示 :利用 》)asina 一 (> az)/(2R). 由 此 还 可 以 证 明 > asinA 之 2V3S/R. 
28. 54S < (>)a)2(>)sin4) < (9V3/2) Sa’. {等 正 } 
29. Dla'cosA < (WC Da) DeosA) < (1/2) >》 ao < VB/ CD a). 
([19]169) | 
DJacosA < (3/2) > ,1usinA < p. ([38111987,13.:119) 
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31. 设 0 达 1 之 3, 则 
Da (sin $y 之 E93 ) DD Csin A 号 六 之 25 ‘(Oar ) TT sinc$). ([19]169) 
过 TIsin A 分 . ([363]1957(8) :47) {等 正 } 


33. (1) 4V3S<2 (Dsin(s))< DH < De 220sin(3). 


(杨志明 ,[164]:77 一 81) 


(2) 如 (sin 全 >| 生 二 4Y35] .([3o5]112(2)(2005), 间 题 11015) 
2 r 2 


2 
(3) 4Y3S+ 亡 DGB- < De (em 二 “) . ( 张 维 进 ,[351]2005(3) ;311 ~ 313) 


4S12 一 Sin 分 


cos (2) 


委 2 田 委 20  ( 王 方 研 等 ,[351]2008(4) :439 一 441) 


(4) 4V3S 去 <45Dun($)< 2a(p—a)+2a Voc 


(5) s< Dtan(s )< Dan (2 ): (杨志明 ,L164]79》 


(6) 9r < Dacos(A/2) CVIp SE2YVIR+ (9 — 4v3)r < 9R/2. {等 正 ) 
([348]1990,6:20 ~ 21) 


0 Ay 
34。 站 Fsin 全) 之 7， 式 中 之 2logs3 一 2。( 吴 路 生 ,[100]586) 


35. 2) pe cosBcosC < Er < 《 刘 健 ,陈胜 利 等 ,[100]427 ~ 432) 
36. (1) 设 i 宇 1, 则 | 
$y 3 (4R 十 四” 3 一 t 

之 5 Pe 一 2 (ctg 人 S)' > (V3) 二 之 本 ' 式 中 8 一 1 十 可 

( 匡 唉 生 ， 00 :432 ~ 430) 
(2) >)yaztgA 之 > a > 
37. 令 1= 二 (x 十 3)/2,n 宇 1, 则 
2™137" < Dyarcos(A/2) SL[(3p/2) > ar 1?. {等 正 } 

38.， 若 0 委 和 上 委 2, 则 
De ccos Hy < HD a) Deos HY < ND a) < 2 Da) 


1 A_y3 3 27 
39. (1) 到 cos 本 委 方 ; (2) 2) (1/a) cos’ (A/2) 之 Yap > lr. {等 正 } 


40. >， Vacos(A/2) 2 (3/ (2R)) (abc). 
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41, 


42., 


43. 


44. 
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TI sinAsinB) < | (sin4)”. 
cosA | V3 1 1 
>) 人 二 入 < 了 >， RZ teA. 


(8 (Oe) 
lla 
对 于 { 锐 }, 有 了》) Vetg?ATctg’B 之 V6(D)a)( Dya) (9 1a. 


2) ctgA 之 


([305]1966 ,73 :199) {等 正 ) 


([34811989,12:41) 


45. 


46, 


Date $Y > De De) 
3 Be) > 3a) Ite$), >1, 


之 
_， A 
33 "2( Da [ltgS$S), 0 < 上 去 3. 


< >)atg(4/2) 委 5R 一 4r. 《等 正 } 


提示 :利用 me = 2(2R—7). 


47. 


48. 


49， 


50. 


(2) 


(3) 


2 
Deartg Ftg F > aR (L191:684) {等 正 } 


C ,， 
2 (et) sec) >42 (万 ) , 式 中 上 之 1 


(sec AA): 
< 92R< 一 -2 < 二 (等 正 } 
记 < 2p? < 5 十 < ~Var 
(1) 〈4/27)(> 1a)3 & Daicsc’A 去 12V3R3. {等 正 } 
asecA ~、 pp 
2) bp? 十 cc? 之 3RRr {等 正 } 


Basec S$ > 8R’ V3. 
DablsinA)’ Ep’; DablcosA): pr. 


起 Dsec 如 ) (sec 志 艺 ) 去 Dasecc$) < 6R.([36];626) 


三 角形 其 他 元 素 ( 高 .中 线 . 内 角 平 分 线 、 旁 切 圆 半 径 ) 不 等 式 


三 角形 高 的 不 等 式 
hs 二 VEEcos(A/2). 
h, < 2Reos: (A/2). 
h, < (a/2)ctg(A/2). 


9r & (2r /RISR—7) < Dh 2R+N/R 
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之 2R 二 5r 志 3(R 十 7) 过 9R/2; {等 正 } 


若 人 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 >) 久之 2R 十 4 十 亚 /Ri 
车 八 ABC 为 钝 角 三 角形 ,不 等 号 反 向 . 


5. 


9. 


10. 


11. 


12., 


13， 


(1) 2h, V3p. 


(2)” 仅 入 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 V3 max (hs,hs ,hh 之 2. {等 正 } 
Dh EVID) Vp—a V3p. {等 正 ) 
27 壮 委 Dh 4R’ +117. {等 正 )} 


(1) 30 Dh < E21)/2"] Ya, n> 2). 


ne, 1l—n 
02) > 


3( 有 十 民 ) 之 有 十 2 十 44l.， (杨志明 ) 


2) VP + 6R. 
3 Vr YD) Vhs Sr/R)) VER < 3vV6R/2. 
> Vhs < V3V3p. (等 正 } 


A 
了 Ah a) 之 31+Cn/ 2 ， ( 吴 裕 东 ) 


277* < (2r2/R)(I6R 一 5r) < Dhhs < (2r/R)C4R2 + 4Rr 十 3r:) 


4 之 2 时 ,2 ( 


委 (27/2) Rr. 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


287: —r < ph < V3V5S. 


6S < 4C2 一 责 )S 去 Da th —h) = 2 hp—a) <<4S( 人 二 二 一 上 DD. ( 丁 遵 标 ) 


设 A 宕 B 宕 C, 则 2》) (hs/h.) 之 2) (4.1h), 仅 当 人 ABC 为 等 腰 三 角形 时 等 号 


1 1 、2 
二 = >) 产 宇 充 : {等 正 } 
/he) 3V3/p 
2 1 _R 
3 < 
2 1 _R 
Rr < 2 Rh < er 
a: 
oh 人 人 . {等 正 )} 
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23 BF) < 人 AR 一 2 oS 4 < /还 {等 正 } 

: 3 9R—2 SA hth SYN2r: 
24. 3/2 委 Dh mn /htr) < 5/3, 
25， 6 之 守 一 吃亏 了 DtD/h 7 < 7 一 冯 . ( 张 小 明 ,[100]:577) 
1 3 
26， 之 元 一 区 全 
7R— 2r hth 2R: -Rr+2r: 7R—2r 

27. 6<i < i < < {等 正 } 

28. Da/(+h)>2 

29. 277? 雪 (2r/R)(16R 一 5r) < [{h & (2r/R) CAR’ + 4Rr 十 3r’) 
< (27/2)72R. {等 正 } 

30. 2167 < [I GO +h) 委 54R’r. 

(二) ”三 角形 中 线 不 等 式 

1. (8 十 c 一 a)7/2 < < 4+/2. 

2， (1) 大 一 (es/4) 委 下 二 和 十 (as/4)， (2) Lp(p—a). 

3，(〈a/4) (8b 一 9a) CLL CVIp— Vp—6— Vp(p—o). {等 正 )} 

4. htl (3/4) Dya. 


仅 当 三 角形 的 三 边 为 5 十 1,6,1 时 等 号 成 立 . ([19]214) 


5, 
6. 


7. 


8. 


9. 


(242: 十 瑟 )/ 人 4 区 ll > Ca/2)— 6 mc (9b/4). ([348]1991,11:14) 
3p/2 < Dis < 22. 
9r < Dl C4R+r < IR/2. 


VIV3S < D1, SC VAp ~ 16Rr+5r. (L1001490) {等 正 } 
Dy4 宇 a 二 6b. 


等 式 仅 当 三 边 为 5 十 1,5,1 ,而 中 线 为 (一 1)/2,(8/2) 十 1,5 十 (1/2) 时 成 立 . 


注 


这 是 Oppenheim,A. 对 于 Erd5s,P. 所 提问 题 ; Dh 二 4 十 b 十 tc 对 1 宇 0 是 否 


成 立 的 回答 之 一 , 详 见 [191214. 


10. 


1 


CB)CD) 2) > 15/2. [348]1991,11:14) 
(1) 27r < 9r(2R—7) & DE SIR +r) < 27R’/4. 


2 工 -一 工 
(2) 3 < 2 < a 
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13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


18. 
19, 
20. 
21. 
22. 


它 等 价 于 一 28Rr 十 297? 


4R > ) (al,) 之 
>) al: > 9RS. 
ro < 1l. 

DE Da 2 人 
(1) DE 2 pCp’ — 127R); 
(3) 马云 > 
Dyalh ti ma) 之 6S 


Dy b+ eo). 


(2) 


(9/20) Dab < Dl) < (5/4) Dy ob. (L33111971, C357 ~ 380) 


> 1). ([348]1991,8:21 ~ 24) 


p” x 3 二 ; 


> 有 之 


97r( 民 十 7) 


< Dl 


5R’ 十 (9/4)Rr + (5/2)7. 


DP) UY? 


守 rp?(4R 二 rr) 之 957. 


— 44Rr 十 61r? 


C40 ls — 5p’ <— 


(FL) — 4p’ 


( 褚 小 光 , 杨 学 枝 ,[L100]571) 


23. 


24. 


Janous 不 等 式 : 


> (1/) 之 


5 1 
ph 


( 石 世 昌 ,[348]1993,8:26 ~ 28) 


25， 


26. 


27. 


28. 


29., 


30. 


31. 


20Rr 十 13r:， 


< 一 16Rr + 5r’. 


3V3 一 5 
re | ae 一 0 |. 


DY /a) 3V372. 
> /a)’ 9/4. 
1 V3 
Ri:+2r 2 (77) < 5 
La 3V3 7 
> 让 全 -2 大 
9 1 -2R 十 5r -9R 
4 之 bc < 4r < 8r. 
2 2 
Bager 不 等 式 : 23R 2 4， 
bee 
(1) >) Ul)/ Cab) 2 9/4. 
(2) plp’—7Rr+5r) < all, < plp’ — 5Rr++r). 


( 刘 保 乾 ,[351]2009(2) :207 ~ 209) 


32. 


(1) 


ab ab 
2 > (2) 之 TF? 


:81 ~ 85) 


{等 正 } 


{等 正 } 


{等 正 } 


{等 正 )} 


{等 正 } 
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33. Ds) /lab) 之 (81/4)r’. {等 正 } 
34. Dai/(B+2) <2. {等 正 } 
35. [MCM]. DL/ +e) < 9/8. (等 正 } 
3 r £2 rr 
36. TtR) < 2 Fa <1+ aR 
1 万 3 


r r 
3 1 2 GF 40 RY 
38. (D1) (2) 二 ) 六 10 一 安 . 〈 褚 小 光 , 尹 华 阁 ) 


39. DB 去 10R: 一 2 EN 


40. >， 元 了 (sin $Y < 二 .《 吴 善 和 ) 


41. (>)a)(>， 六 < eR 
(以 上 No. 36 ~ 41 见 [100]572 ~ 573) 

42. [MCM]J. >， “全 < 12R. ([348]1995,4:32) 
(三 ) 三 角形 5 内 角 平 分 线 不 等 式 

1， 到 返 Vbccos A 分 . 

2， 4, A VPP a). 


+ 


3.， 若 展 二 1, 则 4 牵 Ccos $) cos( 卫 一 C 


2 
4. pp 二 3(3—V3)r 志 2 Vp—a <<V3p. 
3V3 /2 5、 工 _3R 
5 CD 池 < (让 ) < | 
1 V2—1p 
(2) 地 去 十 于 Rt 
Wan 和 [350]1995. 2) 


) . 


3V) 之 二 < 未 + 让 


6. 过 飞人 3 ( 吴 善 和 ,[100]576) 
7. 01) ee (2) 法 < < 
(3) 1 -> 写 . (4) 六 2 之 症 。 { 锐 } 


8， Janous 不 等 式 :着 汪 0, 则 了 tt 守 3:1(Rr?/2)* 之 337 {等 正 } 
而 当 0 过 4 志 1 时 ,有 了 ln 3(p/V3)* < 3(3R/2):. {等 正 } 


$1 三 角形 不 等 式 


9. 


10. 


8p*/9 < orp 


27R? 


3V3S S27Rr/2 < DAP rR/2 7 了 


{等 正 )} 


提示 :利用 Stewart 公式 :如 一生 一 ai](2 力 一 0 令 f(1) 二 1(2p 一 上 ,得 到 2 
一 >/ 吧 一 (] a) 2)fCa). 再 利用 f(z) 在 (0,2p) 上 的 凸 性 和 海伦 公式 即 可 得 证 . 


11. 设 0 过 4 世 1,x,y,z 为 正 数 , 则 2) zit < (WY3p/3)* 2) (yz/z)， 
仅 当 x 二 y= 二 xz,A 一 了 一 C 时 等 号 成 立 . (L35011991,5) 

12. Dt (9/16) Plas. 

oo pep , 1 ,3 

13. (0) Pep(p—12Rr); (2) 5) 六 这 

14. D(a) < 81R’r. 

15. 6rp < Parts 2p /V3; Ya, < YIVIRr. 

16. Djalss tb.—1,) > 6S. 

17.” 设 4 为 实数 , 则 

(1) Dy at < 1/2)p TT a) ar). 

(2) CO) < 3/2)p TT oa) Dar. 

18. Dt) Crp (4R+r). (L305]1963,70:891,1964,71:687) 

19. 35CR 十 门 二 二 (64R 二 115m) < Dts, < 3r(4R 十 站 

20. > 总 >》 2 之 3V3S. ( 刘 健 ,[31]90 ~ 96) 

, 48Rr’p 

21. Janous 不 等 式 : 到 十 ?不 二 六 < > atits < < 

22. 3/2 < >，vVI 一 此 /CU) 一 3. 

23.， > Cab/t) > 4p/ V3. 

24. >) (at)! > 4p/W3 [| ea). 

25. > (tt pp—e) 3S 

26. D9/p’; Dr > aip™. 

27. 了 >) CB: + oe)/t > 8. (331]1973,(412 ~ 460) ;155 ~ 157) 

下 十 红 bt 3V3 
28. (1) 2 > 2 (2) 之 LT 
1 
29. 2) > 


{等 正 } 


{等 正 } 
{等 正 } 
(等 正 } 


《等 正 } 


{等 正 } 
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1 1 1 
0 琵 和 之 言 - 态 所 而 
9 > a? 19 __ 3r 
31, 4 2R< 2 FT 4R' 
40 既 十 六 3 
32. 二 十 三 之 6 一 2 


R 
8r:(16R — 57r) 8Rrp’ 
33. (1) oR Iii < p pS; 
< 


432R?r? 
2 sRra< ll 


2 2 
G3) 得 <I.<3, 


(4) T=< 21Ta. 


(其 中 ,No. 28 ~ 32 见 [100]574 ~ 576， 478) 


27 Rs, 
ge; 


34. 


一 1 委 8<0 时 ,>) (pa)# 


当 B>0 时 不 等 电 反 向 《 刘 健 ,中 学 数学 ,1995 ,8.,24 ~ 26) 
35. 1995 年 , 文 家 金 , 单 增 证 明了 一 个 一 般 性 不 等 式 ， 
设 f 是 (0,co) 上 递增 的 正 函 数 , 则 当 ) 之 0 时 ,下 式 成 立 


> 2 > > DFO + 


由 此 推出 了 一 系列 不 等 式 ,如 
0 过 4 之 1 时 , 去 之 (2 次 ) 习 工 . 


当 》 之 1 时 ， DD Ey > 5 去 二 3790 一 2520. 


车 人 ABC 为 镜 角 三 角形 , 则 2 < < 一 全 


进一步 问 3 


01) 4> 0 时 ,全 的 最 优 下 界 是 什么 ? 
a 


Br 多 


{等 正 } 


{等 正 } 


{等 正 } 


(2) 使 习 坟 > (SE) 对 二 成 立 的 4 的 最 大 值 是 什么 ?( 福 建 中 学 数学 1995 4， 


16 ~ 17) 
(四 ) ” 旁 切 圆 半 径 不 等 式 
1. rr (FY. 


提示 :利用 S= pr 和 S = (p 一 a)r. 
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2， Lemoine 不 等 式 : (3/2)R 之 7, 二 4R 一 V3(p 一 a). 
特别 , 若 7s 志 7s 和 7 则 rs 入 (3/2)R; rv 过 2R; (3/2)R<r, < 4R.([L3163,66) 
3. RG 二 ry/L4Cr, 一 门 ]. 


4 (1) rEVIp<Hr, SR/2; (2) 5 > 2, 
(3) Dr,>4R; (4) Dr > pr x3, 式 中 t= 1 一 n/2. 

5. Dar,s 之 3Rp 之 6S 

6. 3rDyr < Prars. 

7. 54Rr 37) ab <4 rr,. 

8. (27/2)Rr < rl6R— 5r) < Orrs, < 4R’ 十 4Rr + 3r’ 


(WAR < (27/4)R. 
9. (27/D)R’: < BR 一 5 于 < Dr S16R’ 一 24Rr 十 1172 < p(4R— 5r)/(37). 


10. 3p’r 16R +r — 24Rr’ < Dr < 64R’ 一 144R2r 十 72Rr2 二 7’, 
2 1 1 1 2m x 3 

11. 大 < 和 地; 2 . 

12. 18r/p < 2) Ca/r) < 9R/p. 


13. (1) 3(4r/p* 才 DCa/r)' 志 38 .21(p/7)'; 式 中 A 二 1/3,8 二 1 一 2t, 左 边 不 
等 式 对 于 所 有 实数 上 成 立 ,而 右边 不 等 式 只 对 0 二 + 过 1/2 成 立 ， 


(2) 令 g= (AR 站,t 之 1, 则 3g! < 2 FY Ee. 
8R—7r 1 (2R— r)’ 
]4.， 一 一 ~ 二 一 一 ~ 
72(16 民 一 57) < r2 < rr (4R’ 十 4Rr 十 3 天) 
2 4R 二 r 1 4R+r 二 
15. 3Rr < r(4R? + 4Rr + 37r:) < 2 元 rore < -> 2(16R — 57) < 


16. Dy Caf/ra) < IR/p; Da /r,s) > 12r. 


I. 也 和 >， DE<iHe. 
(5) 4<6- 扰 < DE <R, (9) 产 <D 了 < a 
(7) < < (8) Fi. 


18. (1) 4V3(3R a - < HR GR 一 4 
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A rere 9 To 9 
(2) 之 -2 之 计 (3) > (2) 之 六 


a 
172 


(4) 之 (元 ) 过 (2) ( 孙 建 斌 ,[345]2001,10) 
(5) 多 > 至.( 宋 庆 , 中 学 数学 ,1995.7:38) 


rr. . re 和 ra 
19. (1) Dt (2) 2 3V3; (3) 之 ss 3 
20. > (十 r)/a 之 3V3.( 管 志 宏 ,中 学 数学 ,1992. 11) 


21. VE Dtr /te Sp/(27). 
22. (1) 3 0 < oR; (2) 5 “一 一 >v5 


G) DF < (4 < (164]42) 


23. 6 和 雪 7 一 (2r/R) ST Dr tn /rs mr) 21+ R/nD). 
24. Pp/R < (4R2 十 6Rr —r)/(RP) < D7/r) < C5R’ 十 3Rr +r:)/(Rp). 


25. DY rare)/ Cab) > 81r:/4. 


26. 3 77 — RY<H < op 2072). 


27. 6r < >)as/(n 十 rr) SC 3/r) 3R? — 10r’). 


28. 81]r,. < 3v31ia. 


29， (1) 277’ (16R 一 5r) 魏 Tl, Rr(4R’ 十 4Rr + 3) 委 (27/4)rR’ 


_ 之 


产 挟 Tr 走 ! 


< ER; (2) I < (3) 


(4) 2437: < (CT) (>)m) 扫 六 /3， 
30. 32Rr? < 47 (9R—27) < [EG +7) S47C2R’ + 3Rr 十 22) < SR:. 
31, 108Rr: < 4Rr(l6R 一 5 < TG +7) < 4R(AR’ + 4Rr + 3r) < 27R:. 


以 上 均 { 等 正 }. 在 [19j,[100],[L32] 等 中 还 可 找到 其 他 旁 切 圆 半径 不 等 式 . 
(五 ) 联系 高 .中 线 、 内 角 平 分 线 的 不 等 式 

1， &—h SR 2r, 

1 < (R/2r)h,. 

Lf/ts (十 c) /4 ) 仅 当 8 二 cc 时 等 号 成 立 . 

4/hs 宇 (5 十 02)/(2be), 仅 当 65 二 c 或 A 为 直角 时 等 号 成 立 . 


< Dh Di SC DU Dr, < oR/?2; 


ot 让 多 DD 
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-此 


右 4 


Oo 


24， 


25., 


26. 


2r/R (HRN) < 
54r /RE [li < li < lr < [i. 
Ta 么 < 33/4.S3/2 过 TEx.. 


OEo 则 a+t Dl Se Di. 
3 < fa < 5 


3( 尺 十 7?) 
(2/3) (1 ++ (r/R)). 


Bager 不 等 式 : Dh 二 p DD 


车 一 1 之 t < 之 0; 则 礼 太 之 > 天 ,车 1 0 或 上 < 一 1, 则 不 等 号 反 向 ， 
若 人 盖 0, 则 2) 臣 委 2 4， 若 4 之 0, 则 不 等 号 反 向 
宇 1 或 六 0, 则 DE Dn. (L348]1991,5:41) 


4hs 一 mr. < 27R/2— V27a. 

Dj hehs < > rar 

Or DS >)roro 

Dnts 志 pD) VD 一 a)(p 一 0) << p?. (证 明 见 [3]92) 
-= 二 > 3%/Y5. 

3R Dh, S22. 

Dhls Sp 


x,y 之 为 非 负 实数 , 则 >) hihyh: 过 > rarzr:. (L305]1966,73:82) 


ta R 3R 
3 V+ < 


(1) 3MV3S 声 Di < Ha, < (3) < < 温习 vc < 


2) Dits < Pir, < CD < AVCD < Da 
三 言 (D4)(5)7). ( 刘 键 , 褚 小 光 ,[100]369 ~ 380) 


Sp, Shh 3R. ( 刘 键 , 褚 小 光 ,[100]566) 


(1) 1< 5 < (2) > 3 zwX2 (4 > 0). 


> Ch /to) 2 2p/ (RYI). 


{等 正 } 


{等 正 } 


{等 正 } 


《等 正 } 


:.〈 王 振 ) 
{等 正 } 


{等 正 } 


{等 正 } 
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27. Dn/ 3 (>0). 
28. > (0/r 2 3p/7)" 3. { 等 正 } 
式 中 4 二 1 一 (3n/2) ,nn 之 2/3. 已 知 》) re/4) 之 3, 间 (Gr,/4)* 的 上 下 界 是 什么 ? 


29. Dr /hi)’ > 3, (n> 1). 


2R 2 2R 尽 23 的 ra yya 4R 12 
30. (二 上 5 <| +6( ) 1 和 2 (天 ) < (+ DY 
([348]1993. 8) 
1 
31. 之 rr > OR 
he R re ~ 3R hsh. 
32. 3 科 202 一 页) 过 忆 关 二 2( 六 十 真一 Di 2 > >》) 22， 
33. 4rD)r, < Da < (27/4)R4 Da. 
h, 3 
34. (1) DD/1) 3; (2) 2 让 所 计 . 
35. 3 < 2 (iD < 委 3 VR/IO. 
36. 3 雪 OE) ES1+ RI. 


37. (1) pr Dis S32RI Fr); 2) Ds, Cp’ +2Rr 一 4r2 
(3) Dl tt) SC 2p’. (L100]275,489) 
38. 6r/R 雪 > (5 人) 3. 


去 
39. 3 委 13/4 一 (2R) 委 > Cj) < (3R)/ 27). 


3 9 V3 尺 7 p 
40. 雪人 2 云 a 
2 ~ 4p < 2 2 /37 
h, 二 hs 
41. 2 3. 


42, Dha—r)/h, tr) 0 


43. (EF) < 3, 0 之 t 过 1. 仅 当 t 一 1,4 ==65 二 c 时 等 号 成 立 . 


(ra 二 ha)、 9 
4 7 > (等 正 } 
2 CO te te rs 十 7 la | 
3 Ne TVs < tii 12 从 .( 刘 健 等 ， [100]369) 
ta 
46. 2 关 了 2 这 _{ 等 正 ) 


| 
和。 之 (二 荆 黄 ) > 3 QT. 仅 当 ) 一 lva 一 6 一。 时 等 号 成 立 


$1 三 角形 不 等 式 
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£ A r A/3 
48. 之 ( 志 半 到 ) > ( 需 ) ,> 0). 


49. TO tan) 243TE Ss/):; Toth) < It+t) ae 


50， 和 2 1. 


51. JT) < 23. 


1 -33 


52, ep,+th+tt vp; ; 方 


2 = 

间 : 太 十 及 十 如 的 上 下 界 是 多 少 ? 
53,. pli Vp; 3p/4 Ch+th+tl 2p 
间 : 司 十 虞 十 丰 ; 屋 十 咸 十 及 ,从 十 如 十 屋 , 如 十 如 十 雁 ， 

帮 十 冀 十 处 ,在 十 部 十 天 各 个 上 下 界 是 什么 ? 


1 | 工 
ts 


元 十 元 十 


一 十 ~). 
{等 正 } 


{等 正 } 


a? a? R 、 、 
54， 2 过 >， pa >， 天 和 《 郝 迎 利 , 中 学 数学 ,2001. 11:20) 


55, > jur。 < p’. 
56. 设 一 1 之 4 二 0; 则 BGrrs)* 才 DD) (hre); 
当 4 志 一 1 或 4 守 0 时 ,不 等 号 反 向 ( 郭 要 红 ,L345]2002,2) 


57. (1) Dalits <2p5R—7r); (2) Dlitit. < ?pc; 


2 2y ts 二 re ， 
(3) 之) 到 (用 十 用 ) < (4) 2) > 3V3; 


Zp 
~ 5? 
2 1 1 

(5) > ators SE PP 6) 2 FT 
(7) Bett (8) Dt GtOF Ep 


(9) Dullitr) ES2p; (10) Di ta) > FD 


9V3 h, 3 
(11) Dralsts < 8 abc; (12) 2 


l h 一 
(3) 允 产 入 3 等 从 于 站 公公 之 0; 


(14) D+t+r)? > 的 ( 尹 华 符 ,[351]2004(1):85 ~ 86) 


58. D> 关 过 1. (4 过 0 时 不 等 号 反 向 ). 
| (和 凶 二 要, 禄 小 光 证 明 中 半数 学,19995138) 


{等 正 } 
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五 、 含 参数 的 三 角形 不 等 式 ( 母 不 等 式 ) 


在 下 述 不 等 式 中 ,zyz 均 为 实数 . 对 于 这 些 实数 的 不 同 选取 ,并 利用 各 种 变形 技 
巧 , 就 可 以 推导 出 大 量 的 几何 不 等 式 . 因此 ,有 的 学 者 把 这 些 不 等 式 称 为 母 不 等 式 ,或 三 角 
形 媒 人 不 等 式 ， 


1. [MCM]J, Sx 之 Dy2yzcosA. 它 还 等 价 于 >) 尘 D2yzsin(A/2), 
仅 当 z: y: zx 二 sinh :sinB : sinC 时 等 号 成 立 . 式 中 了》)A == 的 条 件 还 可 放宽 ,事实 上 ， 


上 述 不 等 式 对 一 切实 数 zx,y,z 成 立 的 充 要 条 件 是 A 土 B 二 C= (2 十 Dx,(kE 
2). (L348]1990,4:42;[350]1984,3:34 ~ 36) 


2. Dr 1D" D2ycos(mA), (mE€ 2). 

3. Dx + >)2ysin(nA /2), 
式 中 当 n 二 4m 十 1 时 取 “ 十 ”号 , 当 n 二 4m 一 1 时 取 “” 号 ,m € 2Z.([34J110 ~ 113) 

4 Dx (2VS13) > iyzsin4, 仅 当 x+ 一 y 一 xz 一 0 或 + 一 y 一 z 关 0 县 
A==B== C= x/3 时 等 号 成 立 . 

5. (1) Dr? > 2 ysin(h — x/6). 

提示 : 令 a 二 A 一 (x/6) ,8 二 B 一 (x/6),yY 二 C 一 (x/6), 考 虑 (zx 一 ysiny 一 zsinB)? 十 
(ycosy 一 zcosB)’. 

(2) 设 了 4 一 有 r,& 为 奇数 ,m 一 2 十 [LA/2], 则 

Dr 2 DD" >) ysin(n (1/2))A. 

仅 当 xz sec(n 十 1/2)A = y sec(n 十 1/2)B = zz secln 十 1/2)C 时 等 号 成 立 ,([19177) 

6. ”三 角形 边 的 嵌入 不 等 式 : 2)a: (x 一 y)(x 一 z) 之 0,([36]191 ~ 198) 

7 设 2》)A= kr,kEN, 则 

(1) DY)x’ > 2(~ 1)”(yecosnA — zrsinnB — xysinnC). 

(2) Dz > 2D” Dyecos(nd) ([221424) 

(3) Dz 2(— 1D)” (yesinnA — zrcosnB + rysinnC), 


提示 :考虑 [x 十 (一 1)” (ysinnC 十 zsinnB) | 十 (ycosnC ~ zcosnB)’ 之 0; 
[x (~— D* CysinnC 一 zcosnB) J + (ycosnC 一 zsinnB)’ 之 0. 


8， Oppenheim 不 等 式 : (》 xz) 守 2V3》) yzsinA. ([19]681) 
9， 设 A=hr,kEN, 则 (DD) zx)’ 之 4>) yrsin (nA). 
当 xcsc(2n4) 一 ycsc(2nB) 一 zcsc(2nC) 时 等 号 成 立 ; 若 z,y,z 均 为 正 数 , 则 
(> zy)2 之 4(T[z)(>)yzsinz4). 
在 L19] 第 六 章 中 ,还 可 找到 大 量 类 似 的 不 等 式 . 
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10. 设 zy*z 为 实数 且 zyz > 0, 则 
>， (zecosA) 委 >， 区 ， 


车 zyz 过 0, 则 不 等 号 反 向 . 仅 当 二 :了 :去 一 sinA :sinB :sinC 时 等 号 成 立 . 

提示 :考虑 (zzcosA 十 cos 有 一 zy) 十 (zzsinA 一 yesinB) 之 0， 

特别 地 ,(1) 取 工 一 1,y 一 zx 一 1, 得 cosA 十 M(cosB 十 cosC) 声 1 十 和 /2. 

(2) ” 取 xz 二 y= 二 1,z 二 2, 得 cosA 十 cosB 十 2cosC 委 9/4.([3]18 ~ 19) 

(3)” 取 xz 二 2hshs 1y 二 24sh1,z 二 2AN1hz. 得 到 Wolstenholme 不 等 式 (三 角形 角 的 垦 
入 不 等 式 ): 

2 > 7h2hscosA < > 时， 
仅 当 Xi: Xs: A3 二 a :5b :Cc 时 等 号 成 立 . 
1 TI Cat6) 2 3 

TD TQeteoteo) (5 
(Janous. W. 提出 , 陈 计 等 证 明 ,[1001583 一 584) 


12. ”对 于 { 锐 ) ,成 立 >， (zcos 全) 之 2 > ) yzsinBsinC. 《 刘 健 等 ,[100]587) 


11. 设 0 二 4 艺 1 十 (4 十 守 )Y, 则 


13. (CD) 24D zy (eos 5)’, 仅 当 xz:y:z 二 a :5b:c 时 等 号 成 立 . 


六 、 特殊 三 角形 不 等 式 


1. C-B 角 不 等 式 (Crelle-Brocard 角 不 等 式 ): 设 G 在 人 ABC 内 部 满足 :人 GAB = 
了 GBC = 二 GCAh ==w; 则 称 G 为 Brocard 点 ,或 CB 点 ,w 称 为 G 的 Brocard 角 ,简称 为 CB 
角 . 

注 ”ww 也 是 方程 ctgw = 了 >) ctgA 在 (0,x) 内 的 唯一 实 根 ,这 是 证 明 有 关 CB 点 、 角 不 
等 式 的 一 个 关键 . C-B 点 最 早 在 1816 年 由 Crelle 所 研究 ,但 长 时 间 内 没有 受到 注意 . 直到 
1875 年 由 Brocard 重新 发 现 . 在 这 以 后 ,已 发 表 了 相当 多 的 文章 ,直到 今天 ,仍然 是 人 们 研 
究 的 一 个 热点 . 

(1) 设 G,G; 是 人 ABC 的 两 个 C-B 点 , 则 2GiG;s 委 R ([3]14.25) 

(2) Yff 不 等 式 :o 迄 /6. {等 正 } 

提示 :ctgw 二 > ctgA 之 了》 tg(A/2) 之 V3. 

注 ”这 是 Yff,P. 在 1963 年 提出 的 一 个 猜想 . ([305]1963,70:500)11 年 后 才 由 
Abi-Khuzam 给 出 了 一 个 “巧妙 .简捷 又 很 有 创造 性 的 证 明 ” (Elem. Math,1974,29:141 
~ 142) 事实 上 ,这 里 给 出 的 证 明 是 Lalesco, 工 . 早 在 1937 年 就 给 出 了 ,因此 ,这 个 不 等 式 
至 少 应 称 为 L-Y 不 等 式 . 


(3) ww < [TAOm). {等 正 ) 
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提示 :利用 f(x) = log(Cz/sinz) 在 (0,x) 上 的 严格 凸 性 ,由 Jensen 不 等 式 , 得 到 

态 ) = 7 本 吕 A) 一 7 二 飞人 二 4 一 罗 )) 坟 言 忆 [fo) 十 /CA 一 四)] 再 利 
用 z/sinz 在 (0,x/6] 上 的 递增 性， 

1994 年 , 唐 立 华 作 了 以 下 推广 : 设 D 为 人 ABC 内 任 一 点 :a 二 人 OAB ,az = 人 OBC， 
as = 人 OC4A ,uc = min{a yaz yas } , 则 

aa < aaaas(A 一 oa)(GB 一 o)CC 一 oa). (中 学 数学 1994,9:30 ~ 32) 

(4) 8w: < ABC. | {等 正 } 

证 ”从 (3),64ws 志 T[[5C4w) C4 一 wj)] 过 【[ A ,而 最 后 一 个 不 等 式 等 价 于 
(A— 2w)’ > 0.([191330) 

注 ”比较 (3) (4) ,Abi-Khuzam 在 1980 年 提出 :8 ‘(A 一 w。) 二 ABC 是 否 成 立 ? 


(5) ”为 了 改进 (3),(4), 将 (4) 改写 成 ”2w 志 (1[A4)'. 

Stroeker,R.J. 和 Hoogland,HH.J. 开 ,先后 提出 许多 猜想 .例如 ,能 否 将 上 式 右边 的 几 
何平 均 改 为 调和 平均 ? 即 

0 < > 应 {等 正 } 
Mascioni 证 明了 这 两 个 猜想 . 在 证 明 中 用 到 拉 格 朗 日 乘 子 法 . 他 还 证 明 :车 ,ts 分 别 是 使 
M_,(A,B,OC) 之 2w 过 M_, 过 (A,B,O) 成 立 的 最 小 与 最 大 正 实数 , 则 


< 
log(3/2) log3 一 
l1<n< log(4/3) ~ log? he 


1989 年 ,Faruk,F. 等 证 明了 比 猜 想 中 人 更 精细 的 不 等 式 ， 


1 .3 1 -3 _ (2c0sw—V3)’ 

® wl <2 A 人 iw 3sin2w “ 《等 正 } 
3 1 -1 9 

@ ASF {等 正 


车 A,B,C 不 全 相等 , 则 对 于 0 过 上 委 8, 存 在 唯一 的 BE (1,2) ,使 得 >,A- 委 3(2w) 一, 当 
t 儿 (0,B) 时 ,不 等 号 反 向 . 仅 当 上 一 0 或 上 一 8 时 等 号 成 立 . (L305]1989,96(7):576 一 589) 
(6) 3w! < DA. 
(7) DA Cw'— 3 X13r. (L305]11989,96:.576 ~ 589) 
(8) 9sinzw < >)sin24, 从 而 有 Dy)cos’A < 3(1 一 3sin’w). {等 正 } 
(9) 18Rsin’w < >asinA. {等 正 ) 
(10) 设 CB 点 G 到 三 角形 三 顶点 的 距离 为 z,y,z, 则 6Rsinw < 委 》) 工 . 


(11) ” 设 C 为 锐角 . 则 对 于 {锐角 人 ) ,有 ctgwsin2C < 2; 
对 于 { 钝 角 入) ,不 等 号 反 向 . 


提示 :利用 ctgw 一 2》) ctgA ,得 到 
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ctgwsin2C 一 2cosC[sin(A 二 B)(ctgA + ctgB) 十 cosCj] 
一 2cos: (A 二 B)+2sin (A B)cosCcscAcscB. 
对 于 {锐角 八 },cosCcscAcscB 一 1 一 ctgActgB 二 1. 


(12) 8[| cosA < 6v6C Ta) TT eosA) DY a) < 3tgiw. {等 正 ) 
(13) TlescA < (8/27) (ctgw)’. 
(14) Janous 不 等 式 : 


( Il cscA)Ls 本 cscA 
< < 《[19]333) 
(Desc A) (Desc A) 


2.” 设 0 为 锐角 入 4BC 内 一 点 . 令 a = 人 OAC,B8 = 人 OBA ,y= 二 人 OCB. 则 
(1) Dectga > 2Y3+ DctgA > 2323V。W/ ctgA ([305]1990,97,E3314) 
(2) DJ)etga > 3ctgw. ([305]1990,97;851 ~ 852) 


COSw . 
Ta 
8 


co| ww 


(3) DJ ctga > tgw+ 3C 1 sinA)™’. ([381]1990,16:20 和 1991,17:91 ~ 92) 

3. ”IMorley 三 角形 不 等 式 : 人 ABC 的 Morley 三 角形 ( 记 为 Aw) 是 指 一 个 等 边 三 角 
形 , 它 的 顶点 是 人 ABC 内 角 三 等 分 线 相 邻 对 的 交点 ,用 pm Ru \ra Sm 分 别 表示 人 Am 的 半 
周 长 .外 接 贺 半径、 内 切 贺 半径、 面积 . 则 


(1) Ru/R 过 BS sim Cx/9) , 仅 当 人 AABC 等 边 时 等 号 成 立 . 


(2) Sim (x/9) 委 rum/r < 2/9. 左边 等 号 仅 当 八 ABC 等 边 时 成 立 . 


注意 :rw = 二 Ruy/2,r 二 4Rsin 全 si Fsin S$, Am 的 边 长 aw 一 8Rsin 人 sin 三 sin S. 


(3) pu/p < n(n/9) 二 0.18479… 仅 当 人 ABC 等 边 时 等 号 成 立 . 


(4)  Sw/S 去 sin’ Cx/9) 二 0.034148… 仅 当 八 ABC 等 边 时 等 号 成 立 . 


4. 直角 三 角形 不 等 式 : 设 人 ABC 为 直角 三 角形 ,C 为 斜 边 . 

(1) [MCM]l.n >2 时 ,a 十 上 二 cr". 

(2) cc 过 a 十 6 声 V2c, 仅 当 a = 465 时 等 号 成 立 ;车 xz,y 为 正 数 , 则 
azt++by cz Ty 2. 


(3) < max(a,b)}s 7 之 W2 一 1Dc/2 二 c/4, 仅 当 a 二 5 时 等 号 成 立 . 


7 1 2 _atb 
(4) V2 ll<i<3: <pp < 


(5) R22 (V2+ Dr. 
(6) «> 8RS; > > (2+vD [Ea. 
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(7) S32VDp; SS (Ca 十 的 /8， 


(8) R++r 宕 V2S. 


—B 


(9) 2ab/c’ eos 2 (人 ). 


(10)” 设 zyy 为 非 负 实数 , 令 M= (ba 则 全 zGz 一 人 宇 了 yy(z 一 y)， 
提示 :利用 第 3 章 No. 27. 人 (L348]1989 ,3:7) 
(11) [MCMJ. 对 于 直角 AABC 内 任意 2” 个 点 , 必 可 作 适 当 编 号 Pl ,…,P, ,使 得 


PP < CC 

(12) [LMCMD. 设 六 = CD ,连接 人 ABDC 和 和 人 A 人 ADpC 的 内 心 的 直线 分 别 交 BC,AC 于 
G,E, 则 和信 GCE 的 面积 $, 委 S/2. 

5 [MCUJ. 设 A,B,C 是 格 点 ( 即 它们 在 平面 上 的 坐标 都 是 整数 的 点 ), 则 

Tla>2R; S21/2. 

6. [MCM]. 设 a,6b,c 成 等 比 数列 , 则 其 公 比 g 满 足 (W5 一 1)/2 过 gg 二 W5 十 1)/2; 车 
A,B,C 成 等 差 数 列 , 目 a> b > c， 则 a 十 c 过 2b. 

7.， 费 马 点 不 等 式 ; 若 平面 上 一 点 O 对 于 每 一 个 内 和 角 都 小 于 2x/3 的 三 角形 的 三 边 所 
张 的 视角 相等 , 则 称 O 为 费 马 点 , 记 OA4 一 ZyOB 一 yOC 一 2， 则 


(1) (4V35S)22 & >)z < 
(2) 3 > ) zy 二 Da 过 3 Ors 


(3) (DJ)x)(2) 二) >4 + 后 > 5. ([348]1992,10 和 [31]247 ~ 250) 


(2) (Dz ED LvVatp—a)— Vetp—6) 1. 


( 董 林 ,中 学 数学 研究 ,1999,4:17) 
(5) ” 设 R,,;R;s;R, 分 别 是 人 BOC ,和信 AOC ,人 入 AOB 的 外 接 圆 半径 ,R,r 为 人 ABC 外 
接 圆 .内 切 圆 半径 , 则 


ps RR 去 十 二 . 〈 赵 振 华 ,中 学 数学 教学 ,1994,1:37) 


8. 二 分 别 位 于 BC cA ,4B 上 ,人 DEF 的 面积 记 为 Si , 边 长 记 为 al, ci， 
周 长 记 为 Li, 八 AFE, 人 入 BFD ,人 入 DEC 的 面积 和 周 长 依 次 记 为 S;,S; ,Ss 和 工 ; ,Ls ,LL ，, 则 
(1) (Da 12 ab. 
仅 当 D,E,F 是 正三 角 ABC 三 边 中 点 时 等 号 成 立 . ([34811992,2:40 一 41) 
(2) 32)AD 一 5>)a. 


(3) DY abc 宇 4S5 


(4) Si 之 minftSs ,Ss Si ;Li 宕 min{L; ,Ls ,Ls}; 
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当 S, 之 S/4 时 ,S 达 (SS SI; 当 SS 委 S/4, 且 S 过 SS 过 SS 时 ,S 之 (SS:)172. 
( 孔 凡 哲 ,[350]1996. 1:40) 

(5) 车 Ss 声 S; 过 S54, 则 

Si 宇 VS 二 8SsS; 一 Si:/2; 十 (Ss 十 Ss 十 S)S? 一 4S:S;S, 之 0， 
仅 当 AD ,BE ,CF 共 点 时 等 号 成 立 . (证 明 见 L191]340) 

(6) [MCU]. 若 BD 过 CD,CE 过 AE,AF 过 BF, 则 SS 过 4S. 

(7) [MCM]J. 若 AF/FB = BD/DC = CE/EA =1/3, 则 p 二 LL 二 3p/2. 

(8) 若 AABC 为 正三 角形 , 边 长 为 a. D,E,F 分 别 在 BC ,CA ,AB 上 移动 ,但 要 保持 
BD 十 CE 十 AF 一 a, 则 Si 过 S/3. 

(9)” 若 AE 十 AF = BD 十 BF 一 CD 十 CE ,猜测 Li 之 p. {等 正 } ([19]347. No. 1. 20) 

(10) [MCM] 车 再 在 ADEF 的 三 边 EF ,FD ,ED 上 依次 取 G, 晶 ,K. 车 作 AFH,， 
和信 CDH ,人 和 八 BDK ,人 和 八 AEK , 八 BGF ,和信 CEG 的 面积 依次 记 为 S: 至 Se , 则 

6 
S> 8(>)S5)". ([348]1989,5:39) 


k=1 


9. 设 D,E 是 八 ABC 所 在 平面 上 的 两 点 , 则 : 

(1) > (ae+0 .CD>8S. (2) [1 过 > av.4D.AE. 

提示 :用 复数 方法 . 设 A,B,C,D,E 在 复 平面 上 对 应 的 复数 分 别 为 之 1 » TZ2 93 ,Zw 令 
f(z) = S) 二 &1)(o 一 zl) 


Zz — Z1) (zs 一 2 

记 g(z) 二 f(z) 一 1, 因 为 g(z) 是 z 的 一 次 多 项 式 , 且 当 zz 分 别 为 zi(k 一 1,2,3) 时 g(z) 
二 0, 从 而 f(z) 二 1, 于 是 在 f(x) 右边 各 项 取 模 不 小 于 1 即 可 得 证 . 

(3) ”车 D,E 重合 , 记 为 D, 则 

Tle Da. DB.DC; Tlae< a DA:. 

10. [MCMJ. 设 G 为 人 AABC 的 重心 或 内 切 圆 圆心 ,AG ,BG ,0G 分 别 交 该 三 角形 的 

外 接 贺 于 D,E,F, 则 
4G+BG+GG 委 GD 二 GE 十 GF. ([99](2):53 ~ 55 和 13,71 一 84) 

11. 设 dd,d. 为 AABC 顶点 到 内 心 的 距离 , 则 32Rr 妥 ([[ az) 委 8CRr) (本 
遵 标 ,中 学 数学 ,2002(1) :47) 

12.” 设 入 ABC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 于 ,BE,F,A 人 DEF 的 面积 记 为 5S1, 边 长 记 为 
aisbisc1; 则 Daib < (1/4) Db; S < (1/4)S. 

13. [MCM]J. 设 AABC 内 角 平 分 线 分 别 交 外 接 圆 于 D,E,F, 八 DEF 的 面积 记 为 
Si, 则 27R4S < 16S}. 

14.。 设 D,E,F 将 八 ABC 的 周 长 三 等 分 .人 DEF 的 面积 记 为 5S1, 边 长 记 为 ai ,bi ,ci， 


则 
(1) > a< 委 2>7ai. { 等 正 } 
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(2) ”Si > (2/9)S. (三 分 周 界 型 面积 不 等 式 ) 
式 中 2/9 是 最 佳 常数 . ([305]1990,97,E3397 和 1992,99(4)) 

(3) 1989 年 , 陈 计 等 提出 猜想 : 

DI FE) > 2 akEN. 

因为 已 知 & 一 1,2,3, 或 了 ,BE,F 中 某 两 点 分 布 在 人 ABC 的 同一 边 且 三 等 分 周 界 时 ,对 所 
有 非 负 整数 成 立 . (朱玉 杨 ,[348j1994,9:25 ~ 26) 

15. [MCMI]. 直线 1 分 作 ABC 为 两 个 面积 相等 的 部 分 ,分 别 交 AB,AC 于 DD,E, 则 

4(AD + AE) > BD -DE+EC+CB. 

提示 :从 Sanpc > S/2 得 AD > BD, 同 理 AE > EC. 

16. (1) 设 G 为 正人 ABC 内 一 点 ,D,E,F 是 G 关于 BC,CA,AB 的 对 称 点 ， 
ADEF 的 面积 记 为 5S1, 则 Si 委 S, 仅 当 G 为 人 ABC 的 中 心 时 等 号 成 立 . 

证 ” 设 G 到 三 边 BC ,CA ,AB 的 距离 依次 为 hi ,hz ,hs, 则 S== (WYW3/3)(6D0h)?,S1 一 


V32hihz, 则 S 一 Si = (VY3/6) 2》) (hi 一 hi)? 之 0. 

Veldkamp,G. R. 指出 ,上 述 不 等 式 可 归结 为 : 设 G 在 正 AABC 内 部 ,Si 是 它 的 垂 足 
三 角形 的 面积 , 则 Si 委 S/4. 它 还 可 推广 为 : 设 G 在 任意 人 ABC 所 在 平面 上 ,DO 为 人 ABC 
外 接 圆 圆心 , 则 按 Gergonne 公 式 ,S 二 | R: 一 OG? | [LS/(4R?)], 对 于 和信 ABC 内 所 有 点 G， 
有 Si 过 S/4. 这 个 不 等 式 甚 至 对 以 O 为 圆心 ,V2R 为 半径 的 圆 内 所 有 点 G 仍 成 立 . 
([191681) 

(2)” 设 6G 为 人 人 ABC 内 部 一 点 ,连接 AG ,BG ,O06 分别 交 对 边 于 D,E,F, 八 DEF 的 面 
积 记 为 S , 则 

@@ Si 和 过 S/4, 仅 当 G 为 人 AABC 的 重心 时 等 号 成 立 . 

@ 1989 年 , 胡 波 证 明 SAmr 过 3[5V5 一 11)/2]S. ([348]1989,11:41) 

注 从 四 推出 Si 一 SaAsr 十 SApg 十 Sapcp 委 (3/2)(5V5 一 11)S, 与 中 比较, 说明 
@ 的 结果 还 可 以 改进 .那么 @ 的 最 优 上 界 是 什么 ? 

17. [MCUJ. 设 和信 ABC 为 锐角 三 角形 ,两 个 
矩形 的 一 部 分 内 接 于 该 三 角形 ,其 面积 分 别 为 Si， 
Sz, 则 

S++ Ss 二 2S/3. 

证 ”如 图 所 示 ,BC 边 上 的 高 h 二 》hi, 记 

DE 二 ai,FG == as. 由 相似 三 角形 的 性 质 , 得 
a _ ul __ Qa» 
h hhs hs 


Sl] 十 S; hiai 十 ha2 2 
从 而 一 5 Cha)72 大 2 


问题 变 成 在 条 件 hi 一 下 求 Q 二 hhs 的 17 题 图 
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最 大 值 . 先 国定 太 , 则 硝 十 太一 天 一 丰 ,从而 吕 一 忆 人 一 下) 十 尼 司 ;当局 一 后 时 ;有 有 
达到 最 大 值 .于 是 在 条 件 户 十 2hs 二 hh 下 ,使 得 2hihs 十 及 达到 最 大 值 ,从 而 得 出 hh 二 hh， 
二 hs 二 A/3 时 ,Q 达 到 最 大 值 h/3. 

注 “这 是 第 46 届 普 特 南 数 学 竞赛 题 ,1987 年 ,上 海 市 又 作为 中 学 生 数 学 竞赛 题 . ( 它 
的 推广 见 [99](19)78 ~ 91) 

18.、 [MCMj. 半径 为 RR 的 圆 内 (包括 圆周 ) 有 7 个 点 ,以 其 中 任 两 点 和 圆心 为 顶点 的 
三 角形 中 ,至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 超过 V3R?/4. 

提示 ;将 圆 等 分 为 6 个 扇形 ,再 利用 “ 抽 居 原理 ”证 明 . 

19. 设 0 为 人 ABC 内 任 一 点 , 记 04 = x,0B = y,OC = z, 延 长 AO ,BO,C0O 分 别 
与 三 边 交 于 Di,Ei,Fi, 记 OD 一 ,OR 一 六 OF 一 4,O 〇 到 三 边 的 距离 为 OD = hi ,OE 
二 hz ;OF 二 hs, 辽 BOC ,C00A ,AOB 的 平分 线 长 分 别 记 为 1 ,t,t 。. 则 

(1) 若 a>6>c 则 >70 < 到 a. 

(2) Guggenheimer 不 等 式 : pp 一 2 < 2p. 

1989 年 ， 陈 计 作 了 指数 推广 : 若 上 之 1, 则 >)z < > 4， ([348]1989,12:3; 
[350]1992,3:34 ~ 35) 

(3) Barrow 不 等 式 : Dr 之 2》) ts; 

1961 年 ,Oppenheim 作 了 加 权 推 广 : 


Dz 2 和 , 式 中 0 久 (1 过 之 3) 为 正 数 . 


Azy 十 As 之 
(4) 6r< Dz De b> 
(5) 若 人 ABC 是 锐角 三 角形 ,是 人 ABC 的 内 切 圆 的 切 点 为 项 点 形成 的 三 角形 的 


周 长 , 则 >)x 之 24/3. 仅 当 作 ABC 为 等 边 , 且 O 为 其 中 心 时 等 号 成 立 . 


(6) Dx? 之 (1/3) 》1a’, 仅 当 OO 为 重心 时 等 号 成 立 . (Leibniz 不 等 式 ) 

(7) ” 托 勒 密 不 等 式 :zc 志 xa 十 罗 ， 

(8) ”Steiner 不 等 式 : 设 在 AABC 中 除 点 O 外 ,还 取 一 点 M, 使 得 

(1/a)sin/ BMC = (1/0)sinA AMC = (1/OsinAAMB, 则 了 Jar 之 》ya*MA. 仅 
当 O 与 M 重合 时 等 号 成 立 . 

证 ”用 面积 比较 法 . 过 A,B,C 分 别 作 MA ,MB ,MC 的 垂 线 , 相交 构成 一 个 新 的 
八 EDF. 由 于 sin 人 LD 二 sin 人 BMC ,sin 人 LE 一 sin 了 AMC ,sinLF 二 sinAMB ,从 而 由 正 
弱 定 理 得 EF/a = DF/b = DE/c = 二 g> 0. 又 Samwr < EF . AO/2 = qazr/2;SAmeF = 
gaAM/2. (g Dar)/2 > Saver = (gq a. MA)/2. 
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(9) ”Klamkin 不 等 式 : [Ta 入 > ,az:. 
(10) DJ(p—a)zx>25 
(11) ”Bileev 不 等 式 : >,z Vatp 一 a) 之 2p VRr. 
(12) Dy (xzy/ap) 之 1 
(13) [To 二 za 所 Sat 2 (Dr) (OY yz). 
(14) ”Djh 介 于 AABC 的 最 短 与 最 长 高 线 之 间 , 而 且 
/2 DzsinA < Dh < Drsin$). 
(15) DJ)h? > 4S:/( Da’). 
(16) 31 Vi 过 - 蔬 C 了 “人 当 O 为 三 角形 中 心 且 三 角形 等 边 时 等 号 成 立 . 


(17) > hvV3V3p. (Bager,A) 
(18) D(a/h) 之 2 大 /1S. (22 届 IMO) 
0 一 1 之 1 时 了》 (oh 过 2pr', 当 1 过 0 或 1 之 1 时 不 等 号 反 向 . 
(19) DY) Ch + he )cos SS < 2pi， 
式 中 2pi 为 人 人 DEF 的 周 长 . 仅 当 O 为 人 ABC 内 心 时 等 号 成 立 . 
(20) > yahzhs 志 (1/4) [La; 仅 当 O 为 三 角形 外 心 时 等 号 成 立 . 
(21) DY Pp— hhs < pr’ 
(22) Dah? + Dp— hhs > 3rp. 
(23) 和 2 之 地 与 (20) 等 价 . 
(24) > (0h,/h) > 9. 
(25) Dhi SR (r/2). 
(26) ”]]h; 专 8S:/27][a; 仅 当 OO 为 三 角形 重心 时 等 号 成 立 . 


x? 
(27) 设 p 之 1, 则 2 >p 5; 2 十 友 一 


宇 2.2 二 1 时 就 得 到 Berker 不 


等 式 ， >» 二 2. ( 刘 健 ， 中 学 数学 研究 ;2008(9) :43 ~ 44) 
1 
(28) ”Erd6s-Mordell 不 等 式 : 
E22 2 Dh {等 正 ,O 为 中 心 } 
([305]1935 ,42:396;1937,44:252 ~ 254) 
该 不 等 式 可 写成 另 一 形式 : 
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2 >) zh 二 Dzy. 
推论 2>)(1/z) 委 >) (Ah). 
1948 年 ,Hardy 用 复数 方法 给 出 了 一 个 有 趣 的 证 明 . 1993 年 ,Arez 给 出 了 一 个 简短 的 
初等 证 明 ,并 指出 该 不 等 式 不 能 推广 到 高 维 . ([305]1993 :60 ~ 62) 这 个 不 等 式 已 有 许多 
推广 ,例如 : 


当 上 > 1 时， 3 tH) < 2 < a's 


当 0 < 上 委 1 时 ,2 D2) 声 过 2 DmEL "+E Dr < Dae, 
当 上 < 0 时 ,第 一 、 二 两 个 不 等 式 反 向 .([19]313 ~ 319) 
1992 年 , 杨 学 枝 证 明 : > ) 元 之 2V3y 工 一 *{ 等 正 }. 并 提出 了 两 个 猜想 : 


1 1 1 
OD 外 太 122 © 2 站 >>12 闷 方 ， 
(L350]1992.2:35 ~ 37) 


1994 年 , 唐 立 华 , 冷 岗 松 加 强 了 猜想 ,否定 了 猜想 四 ,并 将 @ 修正 为 
y 让 8(>， DD 二 ”> 432 DEY. ([348]1994,6:23 ~ 24) 


我 们 还 可 以 进一步 问 : 》) (hhs)' 与 > (ab)' 的 大 小 关系 如 何 ? 


>， 元 二 22) 元 ([34511994,3:39) 

1988 年 , 陈 计 、 李 广 兴 猜想 : 

当 t>1 时 ,Dx 守 2 了 hi 二 6(277 一 DDCTEh0); 当 i 过 一 1 时 , 51hi 守 2 了 lx' 十 
6(2 1 一 1)(C[]z)”, 仅 当 公 ABC 为 等 边 ,O 为 三 角形 中 心 时 等 号 成 立 , 并 对 | z | 宇 2 证 
明了 这 个 猜想 ,但 对 于 1 二 |z | 二 2 是 否 成 立 , 还 未 解决 . (宁波 大 学 学 报 ,1989,2(2) :12 ~ 
14;[348]1988,12) 

(29) az 污 锅 ;十 chs. 

(30) Dazr 22)ahi. (L305]1956,63:571 ~ 572) 

(31) Dar 之 > (os 十 及,)([53]117); > az 之 4S. 仅 当 O 〇 为 外 心 时 等 号 成 立 . 

(32) >) Car)’ < 12R* > hi, 

(33) ”2xhi 之 22》)hhhz. 它 有 许多 推广 :t 之 1 时， DB) (zh) > DI[CB/e)' 十 
Cc/ Thzha)! 22D) hha) < 一 1 时 ，>) (zh < 2D Ch) ;0 二 +t 声 1 时 ， 
2 Chk) 写 2 DF/O)' 二 Ce/ 相 (hzha)' 这 2 了》 Cwhs)'. 在 [19]313 ~ 319 还 可 找到 
大 量 类 似 的 结果 . 

(34) DJxy > 4 hh,. 
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推广 0 过 1 乏 1 时 ;D(zy) 之 4 Chz)', 而 当 一 1 入 t< 近 0 时 ,不 等 号 反 向 ; 当 
过] 时 ,了 51 Czy)' 之 4 了》) Chihs)', 而 当 t 一 一 1 时 ,不 等 号 反 向 . ([99](15)《1992)80 一 


100) 
(35) zy > DTh) ht+h); 22)ahzhs sazhi< 委 2RS, 仅 当 O 为 外 


心 时 等 号 成 立 . 
(36) Tz R/CQNDT +h) 2 [+2); 


la rS 
Tz R/T > 811h; 2 < 之 和 i < Ti 


(37) 8]TTh 志 8 和 4 二 z 志 C32/27)Ri, 式 中 RR, 是 覆盖 和信 ABC 的 最 小 圆 半 径 . 
C[348]1990,3:17) 

(38) 8[Th ry ry). 

C39) 12TTh < Byz); 12Th; < Dhz’. 

(40) Dx/h) 6; Dx) 2 3/2. 

(41) (5/R) <2 02) < > /hi). 


(42) ”1991 年 , 安 振 平 提出 两 个 猜想 : 设 人 DE 下 的 三 边 记 为 wa ,bm ,cl ,证 明 或 否定 
1 1 1 12 
haho ln tta > aa 


haha + lela 十 zta SE (3/4) 2 ) (aal); 


([348]1991 ,8. 问题 征 解 74) 

我 们 还 可 以 进一步 问 ,它们 的 推广 (Pa 十 《7 十 《7 的 上 下 界 是 多 少 ? 
(43) 记 AD, = » BE, = ls ,CF = ls , 安 振 平 1991 年 提出 证 明 或 否定 :4 之 1 时 ， 
四 + 二 + 有 之 了 Dn @ 这 十 产 + 庆 > 六， ([348]1991,8:21 ~ 24) 

但 已 有 反例 说 明 @ 不 成 立 . ([348]1992 ,2:20) 

我 们 在 第 三 版 中 提问 ,及 十 避 十 始 的 和 全 年 , 王 开 贤 证 明了 以 下 结果 : 


F 十 工 六 十 元 > > 
以 下 不 妨 设 4 宇 b 之 c; 则 和 A 汪 0 时 ,如 十 如 十 上 过 2 十 以 , 当 和 二 0 时 ,不 等 号 反 向 . 
车 人 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 当 X 守 0 时 ,如 十 如 十 太 宇 所 十 甩 十 内 , 当 4 过 0 时 ,不 等 
号 反 向 . 
若 人 ABC 为 直角 或 钝 角 三 角形 时 , 则 上 述 “ 之 ” 改 为 ">”([351j2005(1):77 一 78) 
(44) 设 O 是 人 AA4BC 所 在 平面 上 任 一 点 ,2009 年 , 褚 小 光 和 张志华 证 明 : 


2 V2 5 jr > 3R 


并 提出 了 两 个 猜想 : 
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@ ”证 明 或 否定 。 之 关于 普兰 1， 2 1. 


> 
ra 十 rs 全 
@ 猜想: 2 产 宇 2， 2 站 之 2.([164]98 ~ 102) 


(45) ”2009 年 , 刘 健 证 明 : y， me < 1， 5 CY 去 2. 
并 提出 了 两 个 猜想 : 设 AABC 为 锐角 三 角形 ,有 
”猜想 :Vi 十 Vl 之 V2(t 十 to); 
@。 猜想 :2 ( 闫 】 之 2 如 二 加 二 ' 式 中 必 ,y，x 为 任意 实数 . [164]154 ~ 157) 
(46) 2004 年 , 褚 小 光 证 明 ， 
Pp’ > R82 hk; © Da > r+8 2 hh,; 
图 Da > 2h +10D hh,. 


并 提出 猜想 : >)ab 宇 》) zy 十 8 了 > yhihz. (L35112004(1):47 ~ 48,(3):402 ~ 411) 


Ll > 3 
(47) 这 > 12; 2 


20. [MCM]. 设 0O 是 人 入 ABC 的 内 心 .AO ,BO,CO 的 延长 线 分 别 与 三 边 交 于 Di ,El， 

已 . 仍 记 04 = x;,0B 一 yOC = z,AD) 一 站 BE = 4 ,CF 二 4, 则 
1/4 < (ryz)/ (hlsls) SS 8/27. 

这 是 32 届 IMO 试题 . 苏 化 明证 明 ,不 等 式 左边 对 于 O 是 八 ABC 内 任 一 点 均 成 立 ,并 给 出 
了 几 十 个 类 似 的 不 等 式 . ([99]13:71 ~ 84) 

21. ” 周 界 中 点 三 角形 不 等 式 :车 三 角形 一 边 上 的 一 点 和 这 边 所 对 的 顶点 把 三 角形 
的 周 界 分 割 成 两 个 等 长 的 折线 ,就 称 该 点 为 三 角形 的 周 界 中 点 . 以 三 角形 的 三 个 周 界 中 点 
为 顶点 的 三 角形 , 称 为 周 界 中 点 三 角形 . 该 周 界 中 点 三 角形 的 边 长 . 半 周 长 .面积 分 别 记 为 
ao bo ,Co po ,So, 则 

(1) < Ce 之 2 77, 
(R 二 一 二 2 二 "ER 77), 


2 
(3) R-r<R < 六. 


(杨志明 ,[164]82 ~ 84) 
22. ” 双 曲 线 焦 点 三 角形 不 等 式 : 
设 双 曲线 的 离心 率 为 e, 焦 点 为 Fi,F;,P 为 双 曲 线 上 任 一 点 ( 除 两 顶点 外 ),r,R 分 别 
为 人 PFF， 的 内 切 圆 和 外 接 圆 半径 , 则 页 (ee!)(e— Ve —1). 
七 、 联系 两 个 三 角形 的 不 等 式 
设 人 ABC， 和 和 人 4:B:C: 的 边 长 .面积 等 元 素 的 记号 分 别 加 下 标 1，2， 如 Ql ,b; ?C17 
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az 302 yCz ，S， 等 . 
1. N-P 不 等 式 (Neuberg-Pedoe 不 等 式 ) : 令 H, 一 Sas (一 a?? 十 54? 十 c3?). 
1891 年 Neuberg,J. 提出 ,1943 年 Pedoe,D. 第 一 个 给 出 证 明 的 著名 不 等 式 是 ， 
万, 16S,S，. { 等 似 } 
这 个 N-P 不 等 式 已 有 几 十 种 证 法 和 各 种 推广 . 例如 ,1963 年 Oppenheim, 人 A. 证 明了 与 N-P 
不 等 式 等 价 的 下 述 不 等 式 (一 般 称 为 Oppenheim 不 等 式 ) : 
定义 aes 为 ma 二 VQ 十 a 等 , 则 以 43,65,c 为 边 可 以 构成 一 个 三 角形 , 记 其 面 
积 为 5; ,三 个 三 角形 人 Ai, 人 As 人; 任 一 边 的 高 依次 记 为 hi ,hz ,hh , 则 
S; 宇 Si 十 S1:， 及 写 凡 十 及 ， (等 似 ) 
而 S; 之 2 VS,S, , 仅 当 Si 与 S; 全 等 时 等 号 成 立 . ([.30511963,70;1964,71:444) 
1973 年 ,Carlitz,L. 证 明 在 某 些 附 加 条 件 下 ,有 Hi 守 8(Si 十 S8). (L305]1973,80:910 
~ 911) | 
1988 年 , 陈 计 、 何 明 秋 证 明 Hi 之 16S;S: 十 2 》) (ab 一 asb1)*.([348]1988,1:3 ~ 4) 


1981 年 ,高 灵 证 明 五 ,， 字 V48S1S;.1989 年 , 宋 庆 证 明 五 ;ra 之 2V5( 全 3， 十 Ds). 
2 1 


([35011994,4:43) 

1987 年 , 马 援 证 明 ; 若 0 过 p 过 1, 则 理 , 宇 3[(16/3)S1S2]. 当 0 二 p 二 1 时 , 仅 当 人 入 1;， 
和 A 人 ， 均 为 等 边 时 等 号 成 立 ， 

1991 年 , 杨 世 国 证 明了 反 向 N-P 不 等 式 和 反 向 Oppenheim 不 等 式 : 令 di 二 (bi 十 cf 一 


bi di, 


ep | | = 必 分 别 是 拓 阵 避 ，D 的 特 全 信 .0 < 二 oooh < Mah 一 14 


ps ct 
则 Hi 8LCM/m) CS1+ 5) — (SS)], S < VM/m(Si + S:). (L345]1991,12:37 
~ 39) 
[19] 指出 ,在 瓦 , 与 16S15; 之 间 还 可 作 不 同 的 插值 . 例如 
Hi 2 (D0) (da) — 2 Ca)(》 ao) > 16515,. 
上 述 不 等 式 还 可 作 各 种 指数 或 加 权 推 广 . 例如 : 
令 Hs 二 Bla 一 a 十 6 十 c92) ,tz 二 1/p 十 1/9,ps9 之 1, 则 


4 
日 ,,, 之 30) SV?Sys. ([19]354 ~ 371) 


RR, 3/2 


1994 年 , 妊 华 驹 证 明 Hi 声 16S,S| 3( ) 一 2 ], 仅 当 Al,As: 均 为 等 边 时 等 号 


成 立 . 作者 还 猜想 ， 


Cs 去 也 过 16S,S; ( 


4rirs 


3/2 
全 . (L350]1994,4:41 ~ 42) 
17 2 


2. [MCUjJ. 设 以 ai 十 as ,D1 十 bs 9C1 十 cs 为 边 构 成 的 三 角形 面积 为 S, 则 
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VS VS 十 VS ， {等 似 } 
(第 43 届 普 特 南 数学 竞赛 ,[305]1983 ,90:546 ~ 553) 
3， 设 x,y 为 非 负 实数 , 令 t1= 二 工 十 y,9g = 二 1 十 (/2), 则 


Dy afta 2 2397 了 7 
4. 若 x,y 宇 1, 令 4 二 工 十 y 一 2, 则 Datay < 9 xX 2RIRY. 
5. 36nirs < 4 VS < aras < BRiR, + trirs < I9RiR,. 
6. 432Crir)’ < 16S1S; 十 Da (有 一) 过 > (aa < 36CRR,)’. 


1 0 Dl 


-一 -一 
Cid» 4ri rs RR, 


1 1 
之 。 
之 ax (一 az 十 pb 十 ca) 7 RR, 


8., 1990 年 ,李世杰 证 明 : 设 Al sy Az ,A3 为 正 数 , 则 
> Ga14z) 之 4 V(Xs)S1S; , 仅 当 两 个 三 角形 相似 且 


a _ 6 _ a 


人 2 十 As As 十 和 Al 十 42 


(2) 


时 等 号 成 立 . 由 此 推出 
DJ aias a 十 a2) 之 8 。 314 VS1S (VS 十 VS; )， 
(al 十 as) > 64X 3 (S15). ([34811990,1:22 ~ 26) 


9 Ht 
1 2 
> 。 
10. 之 az(D1 一 G1) 和 RR, 


11. >) pp >6( 守 ) . 


12. 4(3R1Ri)! < >) (1 1) 


3 re 

仅 当 两 个 三 角形 等 边 时 等 号 成 立 . ([ 348]1990 ,4;18) 
13. Dl bs, 之 3 V3SS,. 
14. > atr。 251p;. 
15. >) azm > 18S1S,/p:. 


16., 


ror Sa 

17. Dr /hs ) 3. V5/S. 

18, 8V3. (SS < >) (十 cr < 18RiR;/S,. 

19. [MCM] 若 Al,A; 均 为 等 边 三 角形 且 内 接 于 一 个 半径 为 + 的 图 ,它们 公共 部 分 
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的 面积 为 So, 则 2S。 之 V3r7. 
20. 令 Q@ = BD) (和 一 an ps6),M = (Di) /4 , 则 
> ala lpi—a) 4M 5? + (SE/MI)) > 89 52 
> aas(b — a) (ps — as) > 2LMs Si/M + MSi/M;]. 
仅 当 两 个 三 角形 均 为 等 边 时 等 号 成 立 . ([348]1988 ,3.4 和 [350]1990. 3:27 ~ 29) 
21. Dy af /a2) < REC Dyas)/ Ta;. 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 :人 入; 为 锐角 三 角形 且 人 入; 与 八 ; 相似 ,其 中 人 : 的 三 内 角 为 A 
二 Xx 一 2A1,B; 二 x 一 2B1,Cs 二 x 一 2C1; 而 Ri 是 人, 的 外 接 圆 半径 . 
提示 :利用 正 藤 定理 和 三 角 恒 等 变换 ,将 所 要 证 的 不 等 式 转化 为 
(as — bscosCs 一 cscosB3)’ 十 (bsinCs 一 czsinB3)2 之 0. 
22. ”涉及 两 个 三 角形 角 的 不 等 式 :利用 边 角 变 换 , 可 以 将 许多 三 角形 边 的 不 等 式 转 
化 为 角 的 不 等 式 . 例如 : 
(1) > ctgAi 之 2 (cos4s/sinAi)i {等 似 } 
(2) DctgAilctgB, + ctgC:) > 2， 


这 是 角 元 的 N-P 不 等 式 . ([350]1984,3:34 一 36) 
加 之 3 2 〈 宋 庆 ,[32]131 一 136) { 等 正 ) 


24. 设 Q 是 三 角形 所 在 平面 上 任 一 点 , 则 
1 > 1/2 
(1) Da QA > (25 (bf + cf — af) + 8S815, (Bottema 不 等 式 ); 


23. 


(2) > as Q4, 三 4 VS,S， (Bottema 一 Klamkin 不 等 式 ) ; 
(3) Da Q4: 过 2 VS ( Da GAA); 
QA 1 
4 之 去-. 
(4) > CIC2 2 


[C1) 一 (3) 见 [351]2007(1):72 一 82;(4) 见 [356]1995,4:48 ~ 50] 


$2 多 边 形 与 多 面体 不 等 式 


一 、 (平面 ) 四 边 形 不 等 式 

设 四 边 形 ABCD 的 边 长 为 4,5,c,d, 面 积 为 S, 对 角 线 长 为 ,lz, 车 存在 内 切 圆 和 外 
接 贺 ,它们 的 半径 分 别 记 为 +,R. 仍 用 >),[[ 分 别 表示 循环 和 、 积 . 例如 >)f(a) 表示 
了 (a) 十 fb) 十 fCe) 十 f(d), 因 此 半 同 长 p = (D2)a)/2. 


(一 ) ”一 般 四 边 形 不 等 式 
1. 托 勒 密 不 等 式 :iL， < ac 十 妈 . 
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提示 :用 复数 证 法 . 以 A 为 原点 ; 设 B,C,D 对 应 的 复数 分 别 为 Zl 922 9 之 3。 由 三 角 不 等 
式 | Zz (Z1 — Zs) | 过 | Zi1 (zz 一 Za3) | 十 | Za (Zi — z2) | 即 可 得 证 . 
2.， 在 边 长 为 一 定 的 所 有 四 边 形 中 ,以 内 接 于 圆 的 四 边 形 的 面积 为 最 大 , 即 


sv) < p /4. {等 正 } 
提示 : 求 S 二 序 (absin9 十 cdsing) 在 9 十 p 一 x 时 取得 最 大 值 . 第 二 个 不 等 式 用 AG 不 


等 式 证 明 . 
3. ph < 2p. 
推广 ;之 0 时 ,有 pC 十 如 ) 之 二 十 大 1. (L315.1,2) 
4. 4S 委 (Ca 十 co 十 四 过 > ai Dw 过 6S. 
5. (SY)a)’ < 委 2( 四 十 od)(ad + be) (act bd). 
6， 8S < (ab tecd) ad +h) Cac bd). 
7. 64S’ [Tc 十 人 Te: 十 至 ) 守 16S:.〈( 丁 遵 标 ) 
8. 1987 年 , 杨 学 枝 证 明 :16S: 委 (了 a)(》 Yabe). 
1991 年 ,作者 又 作 了 加 权 推 广 . (L348]1991 ,6:41) 
9. 32][a<3(2)a) —4( a), 
仅 当 ABCD 为 萎 形 时 等 号 成 立 ( 陈 计 、 王 振 ). 
10. [MCM1. 设 a,b,c,d,L,ls 的 最 大 最 小 值 分 别 记 为 M,m. 则 
M V2m. ([3]157) 
11.” [MCMJ. 设 四 边 形 AB ,BC ,CD ,DA 的 中 点 分 别 为 下 ,下 ,G, 吾 , 则 
S 委 GE .BE 和 (十 c)G 十 GD1/4. 


12. ”车 G 是 四 边 形 所 在 平面 上 任 一 点 ,; 则 ” 》)GA? 2S. 
13. ”车 四 边 形 ABCD 在 单位 正方 形 每 边 上 各 有 一 个 顶点 , 则 2 二 >)a: 过 4. 
14. 车 G 是 等 腰 梯 形 ABCD (AD // BC) 内 任 一 点 , 则 GB 十 GC 一 AB 十 AC. 
([345]1991,7:49) 
(二 ) 串 四 边 形 不 等 式 
1. ” 设 ABCD 为 凸 四 边 形 , 则 
(1) Mireea 不 等 式 :2 < 》) sin(A/2) 之 2V2， 
4W2—1) < Dtg tA/4) < 2. ([19]401) 
(2) 2S<wi+od; 2S<at+ld; Da<2+h) < 2 a. 
(3) ”车 a 达 5 之 c 达 qd; 则 S 过 3V3c/4. (36311969,B20:100 ~ 102) 
(4) 车 AT+TC>m 则 0 过 (ad 二 te)/ (ab + cd). 
(5) ”1986 年 ,Tutescu 曾 提出 猜想 : VIi 十 信之 2max{a,b,c,d). 
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等 号 在 什么 条 件 下 成 立 ?([363]1986(91)220)1991 年 已 证 明 . (数学 教学 ,1991,1:30) 
1994 年 , 文 家 金 证 明 2minfa,bcyd) 二 minftayc) 十 mintb,d) 去 VB 十 BB; 当 ABCD 
是 空间 四 边 形 时 ,下 式 成 立 
ETRAmin(vVe tata;s Va te +20d} < 
{Fa tt Da) <2max(a,b,c,d). ([100]328 ~ 335) 


(6) 车 G 是 凸 四 形 形 ABCD 所 在 平面 上 任 一 点 , 则 >)GA? 之 (2a 十 如 十 及)/4. 

(7) 设 正 数 满足 jh 十 ls 二 和 十 A4 二 2, 则 了 Na? 守 4Chhs 十 和 hs 一 1)5， 
仅 当 所 有 4 == 1, 且 凸 四 边 形 为 正方 形 时 等 号 成 立 . (L34811989,6;4 一 5) 

(8) 若 尺 =1, 则 0 天 22 一 (人 0 十) 二 2. 

(9) 车 S=1, 则 Dla 守 4; 4 十 4 之 22. 

(10)〉” 设 在 是 四 边 形 ABCD 内 有 一 点 Q@ 与 CD 相距 为 h, 且 AQ 二 hh 十 AD,BQ 一 六 
+ BC,AB = BC + AD. 则 示 > > -二 才 (30 届 IMO) 

提示 :分别 以 4A,B,Q 为 圆心 ,以 AD .BC ,为 半径 作 圆 ,由 条 件 知 ,这 三 个 圆 相互 外 
切 ,而 且 圆 Q 与 CD 相 切 .再 作 圆 A 与 贺 B 的 外 公 切 线 MN ,然后 作 与 贺 A、 圆 BMN 相 切 
的 圆 0, 则 圆 O 的 半径 7 写 有 .再 考虑 直角 梯形 ABNM 中 的 几何 关系 . (L991(4)5 一 7) 

(11) [MCM] 过 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 上 一 点 MM, 作 AB 的 平行 线 交 BC 于 
P, 交 AD 于 Q, 记 a 二 AB,c 二 CD. 则 MP? 二 MQ? 之 (ac)?/(a? 十 c?). 


(12) DCesc $Y 宕 16 


2. 在 凸 四 边 形 ABCD 中 , 记 w = CA 十 CB ,v= DA 十 DB, 则 对 于 CD 上任 一 点 E， 
都 有 
EA + EB < max{u,v}. (2. 1) 
证 有 明 ” 先 在 CD 上 找 出 使 (2.1) 式 成 立 的 特殊 点 ,例如 , 取 CD 的 中 点 @, 则 
QA < CAC + AD)/2, QB < (BC + BD)/2. 
相 加 得 ”QA 十 QB 二 (十 v)/2 委 max{u,v}. 
其 次 找 QC 的 中 点 El 和 QD 的 中 点 Ei, 易 证 它们 也 满足 
EA EB < max(u,v},k = 1,2. (2. 2) 
如 此 下 去 , 得 到 无 穷 点 集 {Ei} 信 1, 它 在 CD 上 是 稠密 的 ,再 用 极限 知识 即 可 得 证 . 
(L991C5) :73) 
3. 设 dd 是 是 四 边 形 ABCD 中 两 条 垂直 的 弦 , 它 们 将 四 边 形 的 周 长 2p 分 成 4 等 
份 , 则 pp 达 i 十 4di, 仅 当 四 边 形 为 矩形 时 等 号 成 立 .L53191 指出 ,这 个 问题 除 特 殊 情 形 外 
4. ”平行 四 这 形 不 等 式 : 设 ABCD 为 平行 四 边 形 , 则 
(1)” 设 下 是 不 在 对 角 线 交 点 上 的 任 一 点 , 则 >)AF > AC 十 BD. 
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(2) ”四 边 形 内 部 任 一 点 Q 到 各 顶点 距离 之 和 不 小 于 该 点 到 各 边 距 离 之 和 的 V2 信 
(3) 在 BC,CD 上 分 别 取 点 E,F, 则 Smrr < S/2. 

5.。 设 四 边 形 有 和 外接 圆 , 则 

(1) Dla<4v2R; (2) Tla<< 4R {等 正 } 
(3) Dla)2V/R; (4) Pla) 4 t+) < (p/S)’; {等 正 ) 
C5) 4CTT esin SFE) < Cl) (6) hl >265/p). 

6.” 设 四 边 形 有 内 切 圆 , 则 

(1) p24r; (等 正 } 
(2) ”aib(la 一 5) 之 0.〈 安 振 平 ,[348]1991,8:21 ~ 24) 

(3) DD)(p—a) ?2pr’)!. (L345]1991,12) 

问 : 当 上 天 3 时 >) (p 一 a)7 的 上 下 界 是 多 少 ? 

(三 )” 双 圆 四边 形 不 等 式 


设 ABCD 为 双 圆 四 边 形 , 即 四 边 形 既 有 内 切 圆 ,又 有 外 接 圆 . 则 
1. ” 欧 拉 不 等 式 :R 之 V27. 这 个 不 等 式 已 有 许多 改进 ,例如 ,1986 年 Lascu,M. 证 明 


R> (1/2)max{l ,ls} > V2r. ([363]1986,91:95) 
1990 年 , 肖 振 网 证 明 R 之 (Y2/8) > ya 


宇 V2r( 数 学 教学 研究 (甘肃 ) ,1990.5;25 ~ 


26) ,同年 杨 世 国 又 证 明 R? 实 27 十 0G?, 式 中 O,G 分 别 为 四 边 形 的 外 心 与 重心 . 仅 当 四 边 
于 4:41 ~ 42). 1995 年 甘 志 亮 证 明 (L350]1995， 1) : 


31 < 


宇 8(ac 二 bd). 


雹 之 aue， 


Lheie 
2. pe 
3， (a 十 c)? 之 8V2Rr,{ 等 正 ). 

4. (a 十 c)2 > 8Rr V1 sinAsinB. 
5. (Da)’ > BL.. 


6. [la 8CRr)’. (L191402 ~ 405) 
7， SS 过 P, 《2 一 v2) YS 工 _ 
~ 4 » S EY r 


8. ”涉及 两 个 双 贺 四 边 形 不 等 式 : 2) -之 天 后 - 
( 蒋 明 斌 ,湖南 教育 学 院 学 报 ,1999( 增 刊 ) :142 ~ 143) 
二 、 (平面 ) 五 边 形 不 等 式 

设 五 边 形 ABCDE 的 面积 记 为 S， 


一 2 
< 过 ( 补 on 去 


Toya <R. 
8 k=1 


去 . ( 张 克 刚 , 中 等 数学 (天 津 ),1993,4:3 ~ 5) 
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1。 (1) [MCM]. 设 ABCDE 为 凸 五 边 形 ,A1,Bi,C ,Di ,EE, 分 别 是 五 边 形 各 边 的 
中 点 , 则 Ai BC DE 的 面积 S, > 寺 S; 若 凸 五 边 形 顶点 坐标 均 为 整数 , 则 S 之 袜 


(2) ”AEAB ,AABC ,ABCD ,ACDE ,ADEA 的 面积 依次 记 为 S: 至 S;, 则 
2S lye 
BI) SH ( (Ts (局 引 ， 
([348]1992,10:41 ~ 42 和 [345]1999,8:26 ~ 28) 
2、 设 4BCDE 为 正 五 边 形 , 则 S/4 < SAaag 二 S/3. 
3.” 设 直线 1 过 正 五 边 形 的 中 心 O 且 与 该 五 边 形 的 各 边 或 其 延长 线 交 于 Mi(l 这 & 


5 
志 5), 则 DB) COM) ! < 4/R. (L345]1991,7) 
k=1 


三 、 (平面 )n 边 形 不 等 式 


设 ( 平 面 )n 边 形 (n 之 3)A1As…A, 的 边 长 为 ai,aw 二 a1, 面积 为 S, 周 长 为 
L=2p= Dia. 

(一 ) 一 般 n 边 形 不 等 式 

1. [MCM 1] 若 多 边 形 A1A,…A。 内 有 男 一 多 边 形 B1B,…B, ,这 两 个 多 边 形 的 边 对 
应 平行 , 且 每 两 个 平行 边 之 间距 离 都 是 1. 设 多 边 形 Bi1B,…8B, 的 面积 为 Si, 周 长 为 Li, 则 
S—S>Ltx. 

2， 设 zx 分别 是 n 边 形 的 内 点 Q 到 顶点 和 边 的 距离 . 则 

TI zx: > CsecCr/1))" [Ty;. 

3， 设 蒜 边 形 的 直径 为 1, 则 S 委 (2/2)cos(Cr/za)tg(r/272) 

4. 设 ” 边 形 的 边 长 为 ae, 周 长 工 一 2p = 27au， 则 
7 7 Dara; LL 4 > akaj， 


1 oi kj 


(nC—1)’ “1 2 十 1 
(2) an < 2 Ta < : 


jE 


(L381]1980(6) 和 1981(7) :28 一 29) 
(3) ” 设 玉 表示 边 长 为 1 的 正 * 边 形 ,其 内 角 为 9(n 之 4), 若 KK 是 内 接 于 五 的 任意 
n 边 形 , 其 边 长 为 as,1 声 k 志 4, 则 nl 一 cos0)/2 坟 >》\al 所 n(1 一 cos0). ([305]1987,94: 
459 ~ 460) 
(4)” 设 Al,…,A, 1 是 直径 AoA, 二 2R 的 半圆 周 上 的 ”一 1 个 点 ,依次 连结 A。A， 
AiAhssi A iAs,si 记 AiAs = (ll Sh,NN2 a > 2nR’ (1 — cos(x/n)). 
提示 :从 ae 一 2Rsin(0/2) 得 ai 一 2R* (1 一 cos8), 对 上 有 求 和 并 利用 


1 1 
方 2 cosb 去 cos(—= 20), 0 委 b0 委 rr 
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5.。 ” 安 振 平 猜想 : 设 a ,…，,a, 是 圆 外 切 = 边 形 的 边 长 ,t 之 2, 证明 或 否定 


nn 
Dy ala (4 一 at) 之 0， 
k=1 


式 中 a = ai, 当 二 3 时 就 是 Catalen 不 等 式 ( 见 $1No.19), 而 n= 二 4,t 二 2 时 已 为 安 
振 平 证 明 . ( 见 本 节 一 、( 二 )No. 6(2) 和 [348]1991,8:21 ~ 24) 
6. 设 z: 是 多 边 形 内 一 点 到 顶点 A 的 距离 .1988 年 刘 健 证 明 : 
2 (as 十 Qi) ri > 4Ssec(x/n), 


式 中 AAs 一 A , 仅 当 该 多 边 形 等 边 且 多 边 形 内 一 点 为 其 中 心 时 等 号 成 立 .《[350]1988,2) 

7. 对 于 每 个 闭 凸 曲线 C, 存 在 一 个 最 大 面积 为 5; 的 内 切 n 边 形 K, 和 最 小 面积 为 m 
的 外 接 n 边 形 K; ,使 得 (o, 一 S,)/o, 声 [sin(x/n)J". 设 C 的 面积 为 S,Ki,K; 的 周 长 分 别 
为 bs 四 ; 则 


(L, L/L, < osinC TY; S, > SCL)sin 红 ， 
2n 2x 


n 


([19]459) 


8， 设 A 是 凸 边 形 的 内 角 , 则 对 任意 正 数 交 有 Ar 之 nm[ Cn 一 2)x]'.( 谭 合 


林 ,[345]1994,8 :37) 

(二 )” 凸 n 边 形 不 等 式 

设 ( 平 面 ) 凸 % 边 形 AiA2…A, 的 边 长 为 a4,1 三 ,A 二 Ailyarnn 二 a1, 面 积 为 
Ss,L(a) 二 加 a,t 二 1/2 时 为 周 长 L 一 2p 一 a.G 为 该 多 边 形 内 部 或 边界 上 一 点 ， 
了 A1GA 的 平分 线 与 边 AAA 交 于 Bi, 记 x 一 GAi ,yi 二 GBi ,hi 表示 G 与 AiAim 边 
的 距离 . 凸 多 边 形 所 包含 的 圆 中 面积 最 大 的 圆 称 为 内 极 圆 ; 包 含 凸 多 边 形 的 面积 最 小 的 贺 
称 为 外 极 圆 或 覆盖 圆 . 它们 的 半径 分 别 记 为 7r,R. 特别 ,对 于 双 贺 多边形,r,R 就 是 它 的 内 
切 圆 与 外 接 圆 的 半径 . 

1. [IMOJ]. 设 i 是 晤 4 边 形 (n > 3) 所 有 对 角 线 长 之 和 , 则 其 边 的 算术 平均 小 于 对 角 
线 的 算术 平均 ,而 且 


2 十 1] 
5 ] 一 2， 


n—3<Wp< [LF] 


式 中 [zj] 是 不 超过 z 的 最 大 整数 . 

注 ”这 是 25 届 IMO 试 题 . 它 的 背景 是 Popoviciu 在 1933 年 证 明 的 左边 不 等 式 ,而 右 
边 不 等 式 是 他 提出 的 两 个 猜想 . (详细 证 明 见 [38]892 ~ 893) 

2. 若 G 在 凸 2 边 形 内 部 , 则 

p< 2 GA: < nm 1)p. 
3. (1) rS'?[ntg(x/n)] ?< Reos(rx/n). 
( 童 林 , 中 学 数学 ,1994,6:15) 
《2) Cm)tgCr/n) 安 VnS)tg(x/n) 志 p 志 (nnR)sin(x/n).{ 等 正 ). 由 此 推出 双 

n 边 形 欧 拉 不 等 式 ( 又 称 为 Chapple-Euler 不 等 式 ) ;R 之 rsec(x/n). 
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杨 世 国 猜 想 :R’ 之 r?sec? (x/n) 十 OG (等 正 ) , 式 中 0,G 分 别 是 双 圆 n 边 形 的 外 心 和 
内 心 . ([350]1990,4:41 ~ 42)1994 年 柳 锋 祥 证 明了 这 个 猜想 . (中 学 数学 教学 参考 ,1994. 
8:35) 

4.。 设 A,C《z),A,(h) 和 万.(z)， 万 .(P) 分 别 是 x 二 《zi ,Xi) ,hh 二 (hi,…,h,) 的 
算术 平均 和 调和 平均 , 则 A, (x) 守 A,(h)secCx/n); H(zx) 守 A,(h)sec(x/n). 

([348]1989,5:3 ~ 4) 

5.  R’ > 4V3S/L9(n— 2)]. 


6. 关于 L(a) = 二 2》)a2 的 不 等 式 : 


(1) dnr’tg: (x/n) < Li(a) < 9R2; {等 正 ) 
(2) 1989 年 , 简 超 将 Finsler 不 等 式 推广 为 : 
Ll) > ntg E+ Da 一 2 {等 正 } 


式 中 tt 之 1. 由 此 推出 Li(a) 之 4Stg(x/n). 和 

当 一 4,41,43 为 对 边 , 则 Li(o) 之 4S' 十 去 忆 (@ 一 3)*, 仅 当 四 边 形 为 矩形 时 等 号 
成 立 . ([348]1989,12 和 1988,6. 1988 ,10) 

1991 年 , 杨 学 枝 证 明 : 设 0<B 过 zx,1 过 kn, 上 且 2D)B 一 x, 则 DaictgB; 之 4S. 仅 
当 该 凸 ” 边 形 有 外 接 圆 且 所 有 (axysinp8,) 二 2R 时 等 号 成 立 .([348]1991,6:41) 


设 4 表示 双 圆 n 边 形 的 圆心 距 , 钱 义 光 证 明 :R’: 宇 4 十 于 sec (让). 


并 进一步 问 : 使 R”* 之 4d” 十 r"(sec 二 成 立 的 最 小 的 m 是 什么 ?([31]256 一 257) 


(3) 若 : 之 一 8 一 log(n 一 DD 则 Sa < n[2Rsin(Gr/m). 
logsin 7 工 logsin 六 


(348 ]1991 ,6 :40 ~ 41) 
7. B-L 不 等 式 (Barrow-Lenhard 不 等 式 ) : 


Dx: 2 CD) yi)secCr/n). (1) 
1988 年 , 王 振 、 陈 计 对 (1) 作 了 指数 推广 : 
Dr Dy)sec x/n) (0 <i1). (2) 
林 祖 成 则 证 明 当 上 > 之 工时 ,有 
Dx > (2) yi)seclr/n). (3) 


问题 : 当 一 1 委 上 < 0 时 ,(2) 是 否 反 向 成 立 ? 而 当 z < 一 1 时 ,下 式 是 否 成 立 ? 
Dy > (PD) zi)secr/n) 
1989 年 , 王 振 、 陈 计 对 (2) 式 作 了 加 权 推 广 : 若 久 > 0,1 过 kn,0 二 it 声 1, 则 


4 AAAGLCZ 十 TH) ， 
2 Ni (sec EE) 2) 


ApT% 十 Aer Chri 
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([348]1988,12:1989. 6;[350]1992,5:31 ~ 33) 

8. 车 G 是 凸 n 边 形 所 在 平面 上 任 一 点 , 则 》) xisinA, 宇 25. 仅 当 G 为 正 n 边 形 的 
中 心 时 等 号 成 立 . ([348]1988,9:3 ~ 5) 

2004 年, 蒋 明 淆 证 明 : 若 G,Q 是 上 四 2 边 形 4:A:…A, 所 在 平面 上 的 两 点 , 记 z 一 GAi， 

= QAi,l ChEn 则 2) ziztsinAk > 25. 

Janic,R.R, 证 明 》\zisin(A4/2) 之 jh. 仅 当 凸 4 边 形 的 所 有 边 与 以 G 为 圆心 的 一 
圆 相 切 时 等 号 成 立 ,证 明 见 L3]16. 13. 

于 是 可 进一步 间 : 》) zisin(A4/2) 与 >,zuztsin(Ax/2) 的 下 界 是 什么 ? 

9. ” 设 Si 为 内 接 于 单位 圆 的 凸 多 边 形 的 面积 ,S: 为 外 切 多 边 形 的 面积 ,该 多 边 形 的 
切 点 与 内 接 多 边 形 的 顶点 重合 , 则 Si 十 Ss 之 6. {等 正 } 

10. ”车 取 上 是 n 边 形 各 边 中 点 所 组 成 的 田 一 凸 n 边 形 的 面积 为 S1, 则 当 n 宇 6 时 ,有 
1/2 过 Si/S 志 1, 而 当 n = 5 时 ,上 界 1 可 改进 为 3/4. (L348]1989,7.:36) 


1 
1 PR 
12.， Mitrinovie-Pecarit 证 明 ， TI Cy ya) < [2cosCx/m) 1 [Ex. 
1991 年 , 王 振 、 陈 计 证 明 ; 若 0 之 t 达 1, 则 2》) Cy 十 ya)’ 入 [2cosCx/n)] 了 >) (zi), 并 
提出 三 个 猜想 : 
(1) Pri sec FE) y+tnl(sec EE) — sec (Ty) ,> 1; 
(2) FE, (zx) > Lsec(x/n) J”"E,(y); 


(3) EC(yi 二 yn) LL2cos(x/n)J"En(7z), 式 中 E, (zx) 一 Dz ,; 求 和 指标 ji 满足 
1 ii mn. (348]1991,7:28 ~ 29) 
13. 上 同 n 边 形 C-B 角 不 等 式 : 若 G 在 山 n 边 形 内 ,使 得 人 GA1A, = 二 人 GAsA; 一 … 


= /AGA,A! 一 wn 这 3), 则 w 过 ( 志 一 二 )x {等 正 } (L348j1989,9). 但 曾 登 高 等 提出 ,对 
于 一 般 凸 多 边 形 ,C-B 点 不 一 定 存 在 . 若 令 人 人 GAA 二 ais1l 志和 nn,Ann 二 Ai, 则 
min{a an SR ( 广 一 二 )r 并 提出 两 个 猜想 :( | oo 过 (去 一 x ; D2) C20)’ 之 


A; (一 1 委 : 上 <0).([348]1992,4:41) 
14. 设 ai,S1,54,Ss 分 别 是 两 个 4n 边 形 的 边 长 和 面积 . 令 cs 一 (af 十 名)W,p 之 1， 
1 委 & 委 2” 则 当 2 委 祖 委 4 时 ,以 c 为 边 长 的 n 边 形 的 最 大 面积 S 满足 
S22 之 SY?/? 十 SP/2., 
但 当 p 汪 4 时 上 式 不 成 立 , 而 1 过 pp 二 2 时 ,不 知 上 式 是 否 成 立 . 
( 陈 计 , 宁 波 大 学 学 报 ,1991,4(1);17 ~ 20) 
15., 设 两 个 凸 ?2 边 形 的 边 长 分 别 为 wx 8 且 ai 之 4a 之 之 an sb bs 二 "°° < Do， 
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面积 分 别 为 S ,Ss ,车 f,g 是 [0,ce) 上 两 个 递增 的 凸 函数 , 则 


Pao fa) + Bf]> > nx 一 27(W 人 re st )el( te) 


特别 取 f(x) = g(x) = 二 x'，t 之 1, 得 
之 (一 好 十 > ai) 之 > n(n— tg Cx/n) J)?. (L191365 ~ 366) 


kj 


这 是 三 角形 N-P 不 等 式 的 推广 . 
16. ”是 7 边 形 内 角 不 等 式 : 


(GD CITsinA)Y < DsinA, < sin 经 
(2) I 到 
(3) (tg Tt)( Ste 学 ) 之 


17. 设 平 面 同 n 边 形 的 周 长 为 1,S, 表示 顶点 之 间 的 距离 (用 欧式 范 数 表 示 ) 之 和 ， 
即 S, 一 >» | A — A,|. 


lk< jn . 


页 LG 

(L305]115C4) (2008) ,350) 

我 们 问 :S,,T, 的 最 佳 上 下 界 是 多 少 ? 若 令 T,(p) 二 2) 44 一 A; 上 1, 那么 ， 
T,(p) 的 上 下 界 又 是 多 少 ? 

(三 )” 正 n 边 形 不 等 式 

下 面 的 多 边 形 均 为 正 n 边 形 , 记 号 同 (二 ). 

1. LMCMDJ. 若 G 在 正 2? 边 形 内 部 , 则 至 少 有 一 个 角 A;GA 满足 

x(l—1/n) <AGA, <x. (99]13,22 ~ 24) 

2. (RD < p< x/3) r++ 2R). 

3. ” 设 d 是 正 n 边 形 外 接 圆 上 一 点 到 A 的 距离 , 则 

(1) VanR < Dad: SvanR); 

(2) 2Retg(x/2n) < Yd, < 2Resc(r/2n). 

(331]1967:181 ~ 196,67 ~ 68) 

4. 2 大 之 V3na/6. 式 中 4 为 正 n 边 形 的 边 长 . 


1rn-? A 2 
2| 2 | ; 若 令 TT 2 1A:—A,l , 则 二 过 了 二 村 


l<& ken 


提示 :二 < 对 及 一 ctg E> ctg 可 
5， ”给 定 半 径 为 R 的 圆 C. 设 pp, 为 C 的 内 接 正 2 边 形 的 周 长 ,q, 为 C 的 外 切 正 = 边 


形 的 周 长 , 则 
(1) ”1{p,} 递增 而 (g,) 递减 ; (2) p, 二 2xR 二 Dr 十字 gn; 
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(3) pq; > 4rR. 

四 、 四 面体 不 等 式 

设 四 面体 ABCD 的 楼 长 为 ae(1 雪上 < 委 6) ,体积 为 V, 侧 面积 为 S. ,三 对 对 楼 之 间 的 距 
离 为 di(1 雪 & 雪 3) ,外 接 球 半径 为 尺 , 内 切 球 半径 为 ,高 为 万, 中 线 为 上 1 委 7 委 4)， 

1. 尺 尝 3r( 欧 拉 不 等 式 ) {等 正 }. 

2. 棱 长 不 等 式 : 

(1) 12V6r < >》a <AV6R; (2) 144r < 21o < 16R’; 


(3) 360r < Dlabs S40R’; (4) Da > 36V2V; 


(5) Dlan' 之 2, 
以 上 (1) 一 (5) 均 为 { 等 正 }, 即 仅 当 四 面体 为 正四 面体 时 等 号 成 立 ， 

(6) ”车 B&(1 志 过 6) 是 四 面体 的 相交 于 相应 棱 处 的 两 个 面 所 夹 角 ( 弧 度数 ), 则 

r/3 < PapBi) /CD as) < /2. 

其 中 的 上 下 界 都 是 最 优 的 . (L[36jVol. 2:201;[348j1987,6:5 一 7) 
工 二 了 
6 ( Dar) 
(8) ” 设 侧 面 56 的 外 接 圆 半径 为 Ri ,王卫东 证 明 


(7) = 村. ( 主 庚 ,[32]162 ~ 166) 


4 
IER: 一 局) < (5) {等 正 } 
k=1 ‘ 
4 
并 进一步 猜想 : > Ri < 守 R*,([350]1994,2:44) 
天 一 】 


(9) Da 4X 3 V’. {等 正 } 
谭 志 中 对 上 式 作 了 改进 . (L350.]1994 ,4) 


号 入 入 (a) 一 号 . 式 中 >> 1,a 一 32a. 仅 当 正四 面体 时 等 号 成 立 . 
( 吴 善 和 , 石 焕 南 ,福建 中 学 数学 教学 ,2003,5:20) 
3， ”体积 不 等 式 : 


(1) 8V3r’ V8V3R /27. 


(2) V 志 Te). 


(10) 


(3) 72V: < [|a: < 512R'/27. 

(1) 一 (3) 均 为 {等 正 }. (证 明 见 [345]1981,6:29 ~ 30,1984,12:24 一 25. 推广 见 
[350]1986,2:11 一 13) 其 中 杨 路 利用 Cayley-Menger 行列 式 的 证 明 技 巧 值得 注意 . 

(4)”[MCMJ. 车 四 面体 只 有 一 条 楼 大 于 1,; 则 V 过 1/8. (证 明 见 [38j1197) 
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(5) [MCM] 若 四 面体 的 顶点 在 体积 为 1 的 圆柱 上 , 则 该 四 面体 的 体积 V 和 2/(3r) 
(6) [MCM] 车 ABCD 为 直角 四 面体 , 则 162V 委 (5V2 一 7)C(>)ar)?. 

( 苏 化 明 ,[99]1989,5:37 一 52) 

(7) ”车 四 面体 存在 楼 切 球 ( 即 与 四 面体 的 六 条 楼 都 相 切 的 球 ) ,楼 切 球 的 半径 记 为 


Ca 2 2 8 ps 8 V3 ps 
R,, 则 R 宕 V3Ri; V 过 一 > 一 一 一 KR 一 ; > a? < 15R 十 3R?58mR SVETRR < HR. 


均 仅 当 正四 面体 时 等 号 成 立 .( 林 祖 成 , 朱 火 芬 ,[32]175 ~ 187) 
林 朱 并 提出 猜想:R, 之 V37. 
(8) VvV < Ls, yyS > 6V3V”, 3s < YR'. {等 正 } 
([36]855 和 [351]2004(1) :83 ~ 84) 
(9) ”以 四 面体 的 内 切 球 在 四 个 面 上 切 点 为 顶点 的 四 面体 的 体积 Vi < 闸 V. 
([361840) 
(10) 设 1>>0,1 委 4 县 4, 则 54V3V > alsS < 妇 (>Jhe)2 [Se, 仅 当 所 有 相 
等 且 为 正四 面体 时 等 号 成 立 . ( 唐 立 华 , 冷 岗 松 ,福建 中 学 数学 ,1992. 1) 
4.” [MCM]. 设 四 面体 的 一 组 相对 楼 之 长 为 w ,a4, 则 
(aj as) 
~ 


aja 


~ za 4 a) 

提示 : 设 h 是 包含 aj ,as 的 两 条 异 面 直线 之 间 的 距离 , 作 平行 六 面体 . 使 内 接 于 四 面 
体 , 并 且 a ,as 分 别 为 六 面体 上 下 底面 的 楼 . 于 是 该 六 面体 的 体积 为 6V. 设 5S 为 四 面体 的 ， 
家 面积 ,于 是 从 S 守 hlaj 十 as),V 过 hajar/6V = 二 rS/3 即 可 得 证 .([38]1106 一 1107) 

5. [MCM]. (1) 设 4 是 四 面体 两 条 异 面 楼 之 间 的 最 小 距离 ,h 是 该 四 面体 的 最 小 
高 , 则 二 24. ([38]1214) 

(2) ”车 四 面体 (V1) 的 顶点 在 四 面体 (V;) 的 内 部 或 棱 面 上 , 则 (Vi) 的 楼 长 之 和 小 于 
(V2) 校长 之 和 的 3/4 倍 . 

(3)” 设 E.F.G 分 别 在 四 面体 ABCD 的 棱 AB 4AC .AD 上 , 则 AEFG 的 面积 . 周 长 都 
不 超过 AABC .AABD .AACD .ABCD 的 面积 和 周 长 中 的 最 大 者 . 

6. 设 四 面体 以 ai 为 校 的 二 面 角 记 为 名 (1 委 & 委 6). 则 


GD Dsing): < 2) cosb 入 2 {等 正 } 
7. 设 在 四 面体 ABCD 中 ,以 同一 侧面 ABC 的 三 边 为 楼 的 二 面 角 记 为 a、8.7, 则 


(1) ”车 ABCD 为 直角 四 面体 , 即 DA .DB .DC 相互 垂直 , 则 [| cosa 入 V3/9. 
([38]1211) 


(2) 车 ABCD 是 等 侧面 四 面体 , 则 | cosa 志 1/27; > ycoszc 之 1/3. 
8， 设 ABCD 是 等 腰 四 面体 , 即 BC = AD =6b,AC = BD 二 a,AB = 二 CD 二 c. 若 AB， 


r < 
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AC ,AD 和 ABCD 所 在 平面 成 角 a,8,Y, 则 
(1) > sinagsing < 2. 


了 立 
2 


(2) 休 积 V=- 志 (] 了 (< a 二 一 0 )). 


([345]1983 ,6:25 和 [305]111(8)(2004) ,709 一 712. 直角 四 面体 的 其 他 不 等 式 见 石 
焕 南 的 文章 [100]343 一 348. 另 见 [348]2001 ,3 等 ) 

9， ”四 面体 中 线 、 高 .侧面 积 等 元 索 不 等 式 : 

(1) 16r < >)0 < 16R/3. 

(2) 64r’ < > < 64R’/9. 

(3) 967 < Dl: < 32R’/3. 


J 了 < 


以 上 2 可 换 成 h， 1 去) 之 4 
C4) 车 S; 是 与 h; 相对 应 的 侧面 积 , 则 2445 之 DS; 之 8V3R'/3; 六 由 过 
2V3 


- gr? . § 


(5) I]; 256r. 


(6) [MCMJ. 设 w(l 志 7 过 4 是 四 面体 各 面 的 内 切 圆 半 径 , 则 2)7; 之 4 V27; 


7' < 2 < 亏 ; 扩 < 六 (全 二 2 一 8 ( 周 永 国 ) 若 四 面体 的 对 楼 之 和 
为 1, 则 >) 二 V3/3. 
(7)” 若 四 面体 各 面 的 旁 切 球 半 径 为 Rj(l 魏 了 过 4)， 则 
bb ‘> 2 RR >8; D> 3 Re > 24. 


hh 2° £1! RR. 
(1) 一 《7) 均 为 {等 正 ). ([345]1982,7 和 [350]1991,4) 
得 8V3 3 
(8) 2 人 它 4 
陈 计 提出 , 唐 立 华 证 明 并 推广 为 : 


设 Q 为 四 面体 ABCD 内 任 一 点 ,Q 到 顶点 的 距离 记 为 DG < < 委 4, 则 ( 27Di) 忆 


4 之 ae 仅 当 ABCD 为 等 面 四 面体 县 Q 为 其 外 心 时 等 号 成 立 , 唐 立 华 还 进一步 提出 两 个 
猜想 . (L100]363 ~ 368) 


(9〉” 当 ABCD 为 等 面 四 面体 时 ,下 式 成 立 袜 二 > 地 ( 苏 化 明 ,中 学 数学 ( 潮 


北 ),1993. 4) 
攀 益 武 证 明 上 式 对 一 般 四 面体 仍 成 立 . (L351] 2008(4) :437 ~ 439) 
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Z 
(10) 圭一 < - < 一 5.( 胡 路 宗 , 赵 有 为 ,[32]167 ~ 170) 


9 au 


GD) 〈( 忆 s 沪 一 和 ( 忆 S 之 2V2V( 2)ai). 由 此 推出 


(DS)’ > 3V2V( Oa); (SS) > v2r( 2 a); V> 7 De). 


( 杨 克 昌 ,[32]286) 
(12) 四 面体 各 棱 与 其 对 棱 中 点 所 成 的 面 称 为 中 线 面 ， 其 面积 记 为 Si ，(] 委 


过 6), 则 六 i < WE. ([345]1996,4:48) 
k=] Rk 


(13)” 设 四 面体 内 一 点 Q@ 到 四 个 面 的 距离 为 di , 则 》) GY 之 2 十 六 


仅 当 Q 为 正四 面体 中 心 时 等 号 成 立 . ( 冷 岗 松 等 ,[31]263 一 265) 
良 立 华 , 冷 岗 松 还 证 明 : 


5 > 3v35) 计 ! y， 庆 (6VD DC ); 
志 下 


1 2 1 
=) 432 去 48j1994，6:23 一 24 
(> 去 去) 432 > SS ([348] ) 


(14) Nesbitt 不 等 式 : 设 4 之 1, 令 S 一 2S., 则 训 达 六 (5 2 ) 一 2. 
( 匡 善 和 , 石 焕 南 , 福 建 中 学 数学 ,2003,5 :20) 


(15) 设 》 天 4 令 /Co) = 总 (T 忆 于 友 |) :车 之 0, 则 fo 
三 a 过 0, 则 不 等 号 反 向 ( 匡 继 昌 ). 

10. 设 K\Q@ 是 正四 面体 ABCD 内 任意 两 点 , 则 cos 人 KAQ > 1/2. 

11. LMCM]. 在 四 面体 ABCD 中 ,人 人 BDC 是 直角 ,DD 到 平面 ABC 的 垂 线 足 五 是 
和 AAA4BC 的 垂 心 , 则 


4"t1 
全 pry 


(AB + BC + CA)’ < 34D’ + BD’ + CD’), 

仅 当 人 4BC 是 正三 角形 时 等 号 成 立 (IMO12). (证 明 见 [38]1198) 

12. 涉及 两 个 四 面体 的 不 等 式 : 设 四 面体 ABCD -的 元 素 用 ABCD 相应 元 素 加 
“» 表示 . 1982 年 苏 化 明证 明 : 

(1) 144r’ < Doar’'s S16RR.. 
式 中 左边 等 号 仅 当 两 个 四 面体 均 为 正四 面体 时 成 立 ;右边 等 号 仅 当 两 个 四 面体 对 应 楼 长 
成 比例 且 每 一 四 面体 的 三 对 对 楼 相等 时 成 立 . 

(2) 64mr < > jj < DO’ < 64RR' 19. 
式 中 左边 等 号 仅 当 每 一 四 面体 的 各 侧面 面积 相等 时 成 立 ; 中 间 等 号 仅 当 两 个 四 面体 均 为 
正四 面体 时 成 立 :右边 等 号 仅 当 两 四 面体 的 对 应 中 线 成 比例 且 每 一 四 面体 的 三 对 对 棱 相 
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等 时 成 立 . 1991 年 杨 世 国 又 对 有 关 不 等 式 作 了 加 权 推 广 . ([345]1982,7:31 ~ 33,10; 
[350]1991,3:36 ~ 39) 


五 、 长 方 体 不 等 式 


设 长 方 体 的 楼 长 为 a,5,c, 对 角 线 长 为 4, 全 面积 为 S$, 体积 为 V, 对 角 线 与 相 邻 三 条 楼 
的 角 为 asB,Y. 


1l. S27; V<ar. 


2. [MCMJ]. 车 a 过 5 过 c, 则 a 过 计 (a+6 十 c 一 ?一 字 ) < 
3. >)a Va. 
4. D> 
1 ys 
5 2) 9. 


6. Dy cosa EVI; eos0)’ > 六 . 


7. >， cosacosp 委 |. 


8. >， sina < V6 ; >» (sina)3 之 > 2 
9. > sinasin8 挟 2. 


10. I cosa 世 8 


1 
一 一 2 和 一 一 
12, > 《 ) 可 二 已 (7) 之 9 


Sinaw 


上风 刘 加 汪 ,中 学 数学 才学 (家) ,1993,，3 :24) 
六 、 棱锥 、 多 面体 不 等 式 


1.” 设 正 2 杰 锥 的 外 接 球 半径 和 内 切 球 半径 分 别 为 RR,r, 则 
RrLl++ sec(x/n)]. (L350]1990,4;42) 
2. [MCM]. (1) 正四 棱锥 的 相 邻 两 个 侧面 所 成 的 二 面 角 大 于 x/2 而 小 于 x. 
(2) ”任何 一 个 三 面 角 ,其 任 一 面 角 小 于 其 他 两 个 面 角 之 和 ;三 个 二 面 角 之 和 必 大 于 
r 而 小 于 3x. 
(3) ”任何 一 个 凸 多 面体 ,其 所 有 面 角 之 和 小 于 2r, 其 所 有 二 面 角 之 和 大 于 (2 一 2)r， 
上 其 中 是 该 多 面体 的 面 数 . 
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七 、 7 维 单 形 不 等 式 

n 维 欧 氏 空间 R" 中 子 集 E 的 任 两 点 连 线 仍 在 互 中 , 称 瑟 为 凸 体 . 包含 尺 " 中 十 1 个 
点 AAA 的 最 小 上 同体, 称 为 由 (Ail,… ,A,n} 张 成 的 n 维 单 形 (n 一 simplex)， 记 为 
31CA). 车 As 的 坐标 为 (za ,Xm) 《1 才 & 世 4 十 1), 则 >》 (4) 的 体积 VCA) = VCA， 
AD) 为 


11 X12 Xl 1 

1 Xl X22 Xan 1 
V(A)S= 
nl! 

Tatlsl all ** Tatin 1 


当 n 关 0 时 ,n 维 单 形 有 两 个 定向 ,用 项 点 的 顺序 给 出 .注意 彼此 相差 一 个 侦 排 列 的 两 个 顺 
序 代 表 同 一 个 定向 . 

0 维 单 形 就 是 一 点 ,1 维 单 形 是 一 条 线段 ,2 维 单 形 是 三 角形 ,3 维 单 形 是 四 面体 .x 维 
单 形 可 看 成 有 ?zz 十 1 个 顶点 的 广义 四 面体 . 所 以 ,尝试 将 三 角形 .四 面体 不 等 式 推广 到 =” 维 
单 形 上 去 ,是 近来 研究 的 一 个 热点 ,下 面 设 n 之 2. 在 R" 中 任 取 一 点 M, 记 Vi 一 V(Al,…， 
AM,A AD) .体积 的 比值 Vi Vs : :Von 一 AI 3 La ntl 称 为 点 M 的 重 


Hi 十 二 
心 坐标 , 记 为 MCA 9 ,Lnt1 ) . 令 Ak4 一 pa/ (Dp ) , 则 CA， ,Ant1) 称 为 M 的 重心 规范 坐 
标 .2 一 2,3 时 的 重心 规范 坐标 就 是 有 限 元 方法 中 的 面积 坐标 和 体积 坐标 ， > (4) 的 内 切 
球 和 各 侧面 的 切 点 记 为 Bi,1 过 十 1, 则 》) (CB) 称 为 >;(A) 的 切 点 单 形 , >;(4) 的 


外 接 球 半径 记 为 RCA) ,内 切 球 半 径 记 为 rCA). 》; (4), >)(B) 的 楼 长 分 别 记 为 w ,bs (1 


2 

以 4A1 AAA ) 为 顶点 的 2 一 1 维 单 形 Fi 的 体积 记 为 Vi,F 所 在 的 
n 一 1 维 超 平面 仍 记 为 F. 

注 ”我 们 可 以 利用 基 的 概念 来 定义 单 形 . 设 R" 中 的 点 Ao ,Ai,…,A, 满足 条 件 :Al 一 
Ao ;Az 一 Ao,…,A, 一 A 形成 R" 的 一 组 基 , 则 称 A。 ,A,,…,A, 是 R" 的 仿 射 无 关 点 Caffine 
independent point). 这 些 点 的 凸 包 称 为 以 Ao ;Ail,…,A, 为 顶点 的 n 维 单 形 , 记 为 D3 (A). 
特别 , 设 e 二 《0,…,0) 为 R" 中 原点 ,el ，…,e。E R" 满足 条 件 
1， k= 
0， 下 天 了 


n 二 1 
m 一 | =" tb/ 


Te(Cei ) 一 Ce 一 | 


则 eo ,el ，… ,es 的 凸 包 称 为 =” 维 标准 单 形 . 
利用 这 个 定义 ,我 们 可 以 将 R" 中 单 形 的 概念 推广 到 亚 离 空间 中 去 . 我 们 自然 要 问 ， 
距离 空间 中 的 单 形 有 什么 性 质 ?R" 中 单 形 不 等 式 能 否 推广 到 距离 空间 中 的 单 形 上 ?这 些 
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问题 还 是 一 个 空白 ,值得 进一步 去 研究 . 这 是 因为 R* 中 有 许多 好 的 几何 结构 ,而 一 般 距离 
空间 中 就 没有 相应 的 几何 结构 . 
(一 ) 体积 不 等 式 
1. Veljan 不 等 式 : 
V(A) = 十 (CT[a) 而 . 
提示 :用 数学 归纳 法 . 
2， Korchmaros 不 等 式 : 


nn / 
VCA) 实 ta). 


nn 1/2 1 2/n 
3. V(A) < (zr ) mRA (la) 
当 单 形 的 外 心 在 其 内 部 时 ,有 
(nd 1) "+tD/2 
V(A) 过 一 一 一 -一 一 (RC(A))".( 杨 世 国 , 王 佳 ,[321294 ~ 295) 


nn 1m? 


ni 


仅 当 正 则 单 形 时 等 号 成 立 .( 张 景 中 , 杨 路 ,中 国 科技 大 学 学 报 ,1981,2:1 ~ 8) 


一 2 FT a 
4. (1) VC < at DY (et) (II Vi y=, 


zt 2 
(2) Y(A) 之 RA "LA 0 


仅 当 >) (CA) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . ( 杨 世 国 , 河 西学 院 学 报 ,2002,18(2);9 ~ 12) 
(3) 设 p,g>z0 且 pp 十 9 之 1, 则 


1 
2tn—l)g 


TIw 
5 


仅 当 > (CA) 为 正则 单 形 且 p 十 9g = 1 时 等 号 成 立 . ( 张 输 方 ,[344]2002,32(1) :85 ~ 90) 


-1 
ml 


(n+ 1) mm X 


VC < 二 [o 一 DIGT 二 7 
n n 


5。 V(B) 之 二 VCA). 仅 当 习 (A) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 
6. VOA) SH nt DH DD". 


7. 设 >)(4) 的 棱 ww 与 ai 之 间 的 夹 角 为 wu 则 
Das ™ 


i 
日 
( 冷 岗 松 ,[339]1990,4:522 ~ 523) 
(二 ) R(A) 与 "(A) 的 关系 不 等 式 
1 Euler 不 等 式 :R(A) 宇 nr (A), 仅 当 》, (4) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 
”1985 年 ,Kiamkin 将 上 式 改 进 为 


VC) < sn 
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[R(C4) 了 > [rr (A)TF + ad. 
式 中 4 为 单 形 >\ (4) 的 内 心 与 外 心间 的 距离 .1995 年 , 冷 岗 松 证 明 ， 
[RCA) J’sing > [rm (A)J, 
其 中 9 是 单 形 >，(4) 对 楼 夹 角 的 均值 . ([344]1995,2:94 ~ 96) 
2000 年 , 沈 文选 、 冷 岗 松 证 明 ，: 


[ROVDT > Het [RCA)T > ~ LA) + ds. 


sing 
式 中 aas 分 别 是 31CA) 的 外 心 与 肉 心 , 外 心 与 重心 之 间 的 距离 , 仅 当 >)(4) 为 正则 时 
等 号 成 立 . (湖南 师 大 学 报 ,2000 ,23(2)) 
2. RC(A) > nR(B); rhA) 之 mr(B)， 
3. > < nt+1) [LRA)TY. 
仅 当 单 形 的 重心 M 与 它 的 外 接 球 心 重合 时 等 号 成 立 . 
(三 )” 单 形 其 他 元 素 不 等 式 
1. 设 了 CA) 的 重心 为 G,GA; 与 》 (4) 的 外 接 球 面 交 于 Bi, 令 4 一 A1B, 则 


D>2 (sD) Do Daz (sh1) D4 
( 苏 化 明 ,L34211989,4(1);32 ~ 38) 
我 们 间 : 当 1 二 pp 二 吕 时 , >) 此 与 ?of 有 没有 相 类 似 的 不 等 式 ? 
2. 设 F 的 单位 法 向 量 记 为 es, 令 Ds = det(e1,"… ,ep1set "611); 则 a 二 
arcsin | D; | 称 为 >，(A) 中 顶点 A 所 对 应 的 顶点 角 , 它 满足 高 维 边 弦 定理 : 
en, ,k= 1 十 1). 


了 六 


an 
(1) 对 于 任意 Tk 之 0， > 盖 0, 下 式 成 立 
k=1 


sing: 一 


ntl tl 1 a 
(DW") < < (x2)- 


2 十 1 
由 此 推出 Csine)? 之 二 "Giney) 过 记 Ga+ 工 ) 字 . 
| n pe n 十 1 n 


以 上 两 式 仅 当 之 ) (A) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . ([382]1992,4:371 ~ 375) 
张 输 方 则 进一步 证 明 : 当 pa > 0, 旋 十 9 之 1 时 ,成 立 


n+l 
Dy (sinas y” < (十 DG 十 二 和 , 仅 当 祖 ) (4) 为 正则 单 形 且 pp 十 g 一 1 时 等 号 成 立 . 


k=1 


([344]2002,32(1) :85 ~ 90) 
(2)〉 若 记 b 为 单 形 >,(4) 两 个 侧面 玉 ,已 所 成 的 角 ,1 志 过 7 志 nn 十 1, 则 
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ntl 


1 2 1 m2 . 2 1 
和 2 (sinas )” 所 ant 二) >) (sin0u ) 魏 (1+ 二 


— 
3 
es 


全 nt Dt 1 
1] sine < Wesel [| sines < < z+ ) | ; 
仅 当 》} (CA) 为 正则 时 等 号 成 立 . ( 苏 化 明 ,[344]1995,3:38 一 43) 
1 Oy ， 


相等 时 等 号 成 立 . ( 马 统 一 ,[345]1994. 12:30 ~ 32) 


Vi 天 0,1 扫 有 < 委 2 十 1, 则 >，(CAAisings ) ”< ( 


仅 当 所 有 二 二 一 


i i 


(3)” 设 2 (4) 的 两 个 侧面 Fi ,Fj 的 内 角 平 分 面 面 积 为 Fw ,Fi 的 面积 仍 记 为 F;, 则 


(1 二 Di 臣 十 1 
2 BSI OR 2 < 2 


第 一 个 不 等 式 中 仅 当 >》) (A) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 ,第 二 个 不 等 式 中 仅 当 所 有 F 相等 
时 等 号 成 立 . 〈( 苏 化 明 ,[340],1992,12(3) :315 ~ 318) 
3. 设 >， (A) 的 外 心 OO 在 其 内 部 ， 由 {A 9 ,Ai ,O, A 9 ，, Al) 张 成 的 n 维 单 


形 >), 的 外 接 球 半径 记 为 R ,内 切 球 半 径 记 为 r; , 苏 化 明证 明 
mtl #1 
TIR: > [二 RD ] ， 


杨 世 国 推广 为 
(IR.)/(SR.)> 7 [RA ]， 
仅 当 (4) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 杨 世 国 并 提出 猜想 : 
i1» > [各 CO . (河西 学 院 学 报 ,2002,18(2) :9 ~ 12) 


4. (1) 设 >)(4) 的 顶点 A 所 对 面 的 高 为 ,该 面 外 的 旁 切 球 半径 为 7,， 则 


0 nl1 
he 之 nz 1; > ， ha hen 之 | 
n 


R=1 k 1&h < he, nl Le 


仅 当 >)(4) 各 侧面 面积 相等 时 等 号 成 立 . ( 林 祖 成 ,[344]1994,2:50 ~ 56) 
(Ca 十 1)(2a 一 17” 


(nC— 1)”. 


(2) 设 c>0,a 天 1;0<p < “一 1 ， 从 一 4， 则 
hr 2 < 一 17 
1) -一 一 一 一 
在 { 天” 十 pir nt ) — 1)° 下 


当 A 天 2 时 , 仅 当 > (4A) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 当 4 一 一 py 时 不 等 号 反 向 . 


(3) 设 c<c>>0,0 一 mw 二 Gl 


nt+1 


1 十 7 (7 一 1)" 十 和 (7 十 1) 
一 -一 一 一 全 。 
| r" 十 pr 一 (7 十 1) (7 一 1)“ 十 pln 十 1)* 
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当 )< 时 不 等 号 反 向 , 仅 当 >) (4) 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 
((2)(3) 见 张 输 方 [164]42 ~ 46) 


十 1 
C4) 2+ D+ < > (天 于 站 < 二 5, 仅 当 习 (4) 为 等 面 单 形 时 , 左 等 的 等 


号 成 立 . ( 周 永 国 ,[351]2004(2) :267) 
我 们 问 ; (1) (3) 中 求 和 的 上 界 ,(2) 中 求 和 的 下 界 分 别 是 什么 ? 


n+l 
5. 记 下 二 了 1F,, 楼 长 AjA = 二 an; 令 4 二 > ax,; 4 之 1, 则 


k=1 lj<khEntl 


7 十 a F * 
0 < 


2 1n(n 二 1) Qn n 
< 1 _ 
[DasT ,2,(aa) 一 (nC—1) 


仅 当 >)(A) 为 正则 单 形 时 , 左 等 的 等 号 成 立 . 周 永 国 在 证 明 (1)(2) 以 后 猜想 0 二 4 二 1 
时 ，(1) (2) 仍 成 立 .([351]2004(3) :367 一 369) 

6. 设 >)(4) 内 部 任 一 点 Q 到 >)(A) 的 侧面 已 的 距离 为 di, 则 成 立 Gerber 不 等 
式 : 


(2) 


1 1 

下 a (n1)™ tl 

| | k SS FV 
AH1 《8 十 1) 

k=1 nz (nl) ™ 


仅 当 > (A) 为 正则 单 形 且 Q 为 其 内 心 时 等 号 成 立 . ([313]1975,56:97 ~ 111) 
2002 年 , 杨 世 国 推广 了 Gerber 不 等 式 : 


人 


1 


nl 了 (nl1)"V” 到 
< 一 
1 k SS (nF1) tm ne 2 


仅 当 > (4) 为 正则 单 形 且 Q 为 其 内 心 时 等 号 成 立 . (河西 学 院 学 报 ,2002,18(2) :9 ~ 12) 
(四 ) ”联系 两 个 单 形 的 不 等 式 
下 面 设 >) (4A), 》)(B) 是 任意 两 个 单 形 ,它们 的 棱 长 和 体积 分 别 记 为 ce, ,VCA)， 


“3 


1 设 0 和 好 委 1 则 


Za (D0 — my ) 2 nn — 1) ( 
k= j=1 


V(B).m 一 ( 


22 


2 区 2 
Cal) ) FVCAIVCB) JY. 


也 十 工 
仅 当 >》) C4),，》)(B) 均 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . ( 陈 计 ，, 马 援 , [339]1989 ,9(2) :282 ~- 
284) 


2. 设 0 二 p 志 2, 则 


> S _ nn 1) nn 4) ,2" (Cnt) \ ?” Tle nln 2 
人 (2 258 ) 之 ( ) | | vs| 


n 十 1 


k=1 
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仅 当 》\(4), 》)(B) 均 为 正则 时 等 号 成 立 .( 唐 立 华 , 冷 岗 松 ,[344]1995,2:80 ~ 85) 

3.， kn 型 Neuberg-Pedoe 不 等 式 

设 由 3》1(A) 的 十 1 顶点 A,,… ,A,，, 所 张 成 的 & 维 子 单 形 的 & 维 体积 记 为 Vi(A， 
k) ,相应 >，(B) 的 子 单 形 记 为 V;(B,&). 


n 二 1 


车 0 二 a,B8 志 1， YE [0,n 二 1 一 &]， 7 一 (e+1 


) ' 风 


PVA BT (PV BY — YLV Bs) 
i=1 j= 


> mm— PDL BRLV EANV CBT, 


式 中 jn,h) 一 1 (二) ' 仅 当 51(A) 与 (CB) 均 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 


〈( 另 见 [334]47(5)(2004) ,941 ~ 946) 
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一 、 凸 体 不 等 式 


1. B-M 不 等 式 (Brunn-Minkowski 不 等 式 ): 设 A,B 是 R" 中 非 空 有 界 凸 集 ,w(CA) 为 
A 的 Lebesgue 测度 , 则 对 于 0 二: 二 1, 成 立 | 


LGA + DBI trCA)] + DL BY. (3.1) 
令 A 二 B= {a 二 +b:aE€ A,bEB), 则 当 A,B 为 R” 中 非 空 紧 集 时 ,成 立 
[uCA+ BY > [AT + [BY. (3.2) 


特别 , 当 B。 = B(0,1) 是 坐标 在 原点 的 单位 闭 球 :B, = 二 BC(0,z), 则 
A 十 二, = 二 A 二 B= 二 {x € R" :4d(z,A) 过 沾 ,这 时 (3.2) 可 写成 


[nCA+ BD)J” > [xcA)D® +LV BD”. (3. 3) 
式 中 
2 n= 2m, 
V(B,) = 202 加 (3. 4) 
x 一 
Cam Ti 一 2m 十 1. 


([15]68 ~ 71,146 ~ 147) 
2， Bieberbach 不 等 式 : 设 E, 为 n 维 赋 范 线性 空间 . A CE, ,coh 为 A 的 凸 包 ,V 为 
E, 中 单位 球 的 体积 ,diamA 为 集 A 的 直径 , 则 


pcoha) < FdiamA)". (3. 5) 
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(等 号 成 立 的 充 要 条 件 及 证 明 见 [15J93) 
3 Urysohn 不 等 式 : 设 A CCR",A 的 具有 法 向 量 十 v 的 支撑 超 平面 之 间 的 距离 称 为 
A 在 方向 wv 的 宽度 , 记 为 h(v),h(v) 的 平均 值 定义 为 


hi CA) = | hdoo). 
式 中 S"™! 为 R" 中 单位 球 ,w, 1 为 其 7 一 1 维 面积 ,do 为 相应 的 曲面 元 , 则 
(coA) < PA. ([15]94) (3.6) 
4。 Loomis-Whitney 不 等 式 : 设 A 是 R" 中 非 空 紧 集 ,el ,…,e, 是 R” 中 正 交 基 ,1 和 
mm <n. RY 是 (ei,… ,es} 中 避 个 向 量 所 张 成 的 子 空间 ,1 过 上 之 NN, 其 中 入 = 图 ,用 A 表 
示 A 在 RY 上 的 投影 , 则 
A(A) < IT ce,) ] 记 ， (3.7) 


式 中 心 表示 R”" 中 的 Lebesgue 测度 . ([15195. 原文 见 [376]1949,55:961 ~ 962) 
5. ”全 平均 曲率 不 等 式 : 设 A 是 R’ 中 非 空 A 为 A 的 (L) 测度 ,A 的 边界 


曲面 的 面积 和 全 平均 曲率 分 别 记 为 S 各 p, 则 jy(A) 宇 冶 (5~ 苔 ) (Groemer, H. 


Tt 
[354]1965,86:361 ~ 364) 
6，” 设 椭 球 的 半 轴 为 a,5,c, 表 面积 为 5, 则 


( 知 ) 忆 4 < s< (Fs) De (3.8) 
在 体积 相同 的 条 件 下 , 椭 球 的 表面 积 S 大 于 球 的 表面 积 , 即 除去 a 二 6 二 cc, 成立 
S > 4xr(abc)20. (3. 9) 


二 、 加 与 椭圆 不 等 式 


1. ” 设 半 径 为 ri ,rs ,rs 的 三 个 圆 互 相 外 切 , 且 它们 内 切 于 半径 为 R 的 圆 , 则 
让 十 ro 十 rs 之 3R/2. 
2. [MCMJj. 三 个 圆 两 两 外 切 , 切 点 分 别 为 4,B,C, 将 三 个 圆 的 半径 都 扩大 2/ V3 
倍 . 圆心 不 变 , 则 和信 ABC 的 每 一 点 至 少 被 一 个 扩大 了 的 贺 所 覆盖 . 
3. [MCMI1. 设 AB,CD 是 以 O 为 圆心 ,> 为 半径 的 圆 的 两 条 互相 垂直 的 弦 , 圆 盘 被 
它们 分 成 的 四 部 分 面积 依 顺 时 针 方 向 记 为 S; ,S: ,S: ,S , 则 
xz 一 2 S++S: _x 士 2 
Xi 十 2 “Ss 十 Sx 一 2" 
(30 届 IMO 备 选 题 ,[348]1980. 5 :39) 
4. 设 L(a,5) 表示 椭圆 (x/a)? 十 (y/6)* = 1 的 周 长 ,a 守 ai 之 6, 则 LL’ 一 Lf 之 16(a? 
一 a9), 式 中 艺 二 LL(a,5) ,Li = 上 L(ai,6). ([305]1971,78 ;202) 


5， 设 S. 表示 椭圆 (zx/a)? 十 (y/5)? 二 1 的 内 接 n 边 形 的 面积 , 则 S; 委 (3V3/4)ab; 


(3. 10) 
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SS: 2a ,5S, 二 (Ca/2)apsin(2r/[t); 若 ca>8>>0c 一 Ye: 一天, 则 (zz 一 c 十 妈 委 422. 
提示 :对 椭圆 作 压 缩 变换 zx = zy = (a/b)y, 得 到 它 的 辅助 圆 zx? 十 y? 一 a2， 
6. 设 圆 面积 为 S, 周 长 为 L, 它 的 内 接 和 外 切 正 x 边 形 的 面积 分 别 为 S1,S;; 周 长 分 


别 为 Li ,Lz, 则 
(1) SS: < S’; (3. 11) 
(2) LiL: 去 二. (3. 12) 


(莫斯科 国立 大 学 1991 年 人 学 考试 试题 ,[383]1993,40(2) ;138 ~ 139) 

7. 刘 微 割 图 不 等 式 ( 公 元 263 年 ) : 设 $, 为 单位 圆 内 接 正 ” 边 形 的 面积 , 则 
Sz <r 志 2S: 一 S,. (3. 13) 

1985 年 , 俞 文 蚀 等 利用 数值 分 析 中 的 外 推 公式 : | 

HS Sr 7 2” 3 和 一 S9 


St 入 一 TY 2 一 (3. 14) 
证 明了 一 组 新 的 割 圆 不 等 式 : 
(1) St <x<T, (n>3,k> 1); (3. 15) 
(2) St: < St, < St (3. 16) 
(3) Te < TT. (3. 17) 


从 (3. 16)(3. 17) 关于 足 标的 单调 性 ,为 使 St: 或 Tt 与 x 更 加 接近 ,外 推 一 次 的 效果 要 
优 于 边 长 加 售 一 次 的 效果 . (曲阜 师 大 学 报 ,1985,1;41 ~ 45) 
8. R" 中 单位 球体 积 V 的 不 等 式 : 已 知 R" 中 以 r 为 半径 的 球 B (0,7) = {z= (zi ,…， 


Xi): C2) | ze 12)12 之 7) 的 体积 为 


rr ， n= 2m, 
n/2 ml 
WD -1 0 
rT( 二 十 1) ”2 
2 Cm I ,7 2m 十 1， 


相应 球面 SC0,m) 二 {z 一 (zz : (了 | zi |)” 一 小 的 面积 为 


2r7 


-一 一 一 一 rr 7 一 2m, 
n/2 (oa 一 1)1! 
S,(B) = Ser = p02 
TT(—) Ax)"™ 2m — 
2 Cam 1 了 2m 十 1， 


式 中 工 (n) 为 Gamma 函数 . (第 8 意 § 3) 
当 r 二 1 时 , 即 单位 球 的 体积 记 为 V， ,表面 积 记 为 5S.. Alzer,H. 利用 丁 及 其 对 数 导 数 
太古 的 性 质证 明了 下 述 不 等 式 : 


2 rm 网 
Vm <V, < V1 式 中 一 
+ (1/2D VV 
- 2 ) < < 


n 


(3. 18) 


(2) ( (和 2 


区 ) ; (3. 19) 
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(3) C+) < Ta < (1+ 二 ) (3. 20) 


到 

以 上 常数 均 是 最 优 的 . 应 注意 的 是 V; 不 单调 ,在 n 二 5 时 达到 最 大 值 .但 Vi” 却 是 严 
格 递 减 旦 V” ->0(n-> coco). ([30112000,252(1):353 一 363) 

9.、 费 叶 思 - 托 特 问题 :球面 上 nn 个 点 ,每 两 点 之 间 的 球面 距离 (以 这 两 点 为 端点 的 大 
贺 上 的 最 短 弧 的 长 ) 的 总 和 记 为 d;. 闯 这 个 点 处 于 什么 位 置 时 ,d， 最 大 ? 卡 扎 里 诺 夫 在 
[53]125 ~ 127 给 出 了 qd, 的 上 、 下 界 估计 : 

mi/4 Rd, 委 m( 一 1)7/3， (3. 21) 
但 刘 西 十 在 [53j127 上 指出 ,(3.21) 的 下 界 与 dzin 一 砚 (十 1) 的 猜测 矛盾 ,因此 (3. 21) 
的 左 端 对 大 于 3 的 奇数 可 能 不 成 立 .我们 间 : 如 何 解决 这 个 矛盾 ?如 何 找 出 4a, 的 最 优 上 、 下 
界 ? 

10.， ” 椭 贺 特征 不 等 式 :我 们 已 知 中 心 在 原点 O, 长 、 短 半 轴 分 别 为 a,5, 半 轴 的 比率 
一 全 之 1, 当 思 关 1 时 长 轴 与 x 轴 的 交角 为 0C0 之 9 过 x) 的 椭圆 方程 为 


jx: 一 28ry + ay’ = p67". 
式 中 


a = plcosO)? 十 方 Csing)?， B= (2 一 方 )cosbsing， y = plsing)’ Ce0s0)”, 


利用 = -2 ca 和 和 一 皇粮 加 方程 也 可 以 写成 


| z+jz | 一 和 
因此 ,p,9 或 ,8,7Y 称 为 椭 加 的 特征 ,它们 的 关系 为 ay 一 一 1. 而 A“ 称 为 酉 图 的 复 特 
征 , 在 圆 的 情形 ,p= 二 1,a 二 Y=1,y 二 B==0. 


1 1 1 
(1) 椭圆 特征 不 等 式 .地 a, 7 三 ， lpl< 3(? 二 ) AS 


《2) 两 个 椭圆 的 特征 闻 的 不 等 式 ， 
中 pz 一 力 | 委 | o —a I++1 一 8 1 十 7 一 六 |. 


© 2—a | | ps ~—p 上 + 人 乌 一 方 ) (一 PD 六 jsin 1 2 一 9 1 


及 一 有 1 委 | pp | Wana [多 一 0 |; 


— yi (RI pi — pi + (一 立 ) (2 一 2 六 jsin12% 一 2 | 

二 p22— pa | || pz lt 
£2 | | Pp VO 1p 5. 

四 1 过 人 | 十 Dp — lsin|t—0 |. 

这 些 不 等 式 在 解析 函数 理论 中 有 重要 应 用 . 
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11.” [MCU]. 设 C 是 坐标 平面 上 某 个 固定 的 单位 圆 , 对 于 每 边 都 同 C 相 切 的 任 一 凸 多 
边 形 P, 以 NP 表示 中 心 在 (zx,y) 的 单位 圆周 与 的 公共 点 数 . 令 D 一 {(z,y): NCP， 


[| NP,z, ydrdy < (8/3) | D |. (3. 22) 


式 中 |1D| 是 吕 的 面积 ,系数 8/3 是 最 佳 的 . (第 42 届 普 特 南 竞 赛 ,L305]1982,89:679 ~ 686) 
注 “这 个 积分 不 等 式 并 不 需要 计算 二 重 积 分 ,而 只 用 到 初等 的 Cavalieri 面积 割 补 方 
法 即 可 得 证 . 


三 、 等 周 不 等 式 


(一 ) 经典 等 周 不 等 式 
1882 年 ,Edier,F 证 明了 平面 区 域 DD 的 面积 S 和 其 周 长 L 之 间 满 足 不 等 式 : 
L? > 4xS,， (3. 23) 
仅 当 该 区 域 DD 为 圆 时 等 号 成 立 , 这 就 是 等 周 不 等 式 . 推广 到 高 维 就 是 R"(n 之 2) 中 某 一 区 
域 DD 的 体积 V 与 构成 该 区 域 边界 的 n 一 1 维 超 曲面 面积 S 之 间 满 足 
S” > ooV 1， (3.24) 
式 中 v, 表示 n 维 单位 球 的 体积 , 仅 当 该 区 域 D 为 球体 时 等 号 成 立 , 其 中 半 一 3 时 由 
Schwarz 于 1890 年 证 明 . 而 对 nn 实 2 的 一 般 形 式 则 分 别 由 Jocrepak(1935) 和 
Schmidt(1939) 给 出 . 
已 知 n 二 2 时 , 即 (3.23) 式 有 多 种 证 法 ,下 面 用 数学 分 析 的 方法 更 确切 地 叙述 并 证 明 
(3. 23) 式 : 
设 p(t) 以 2r 为 周期 是 有 二 阶 连续 导数 , 带 参 量 上 的 直线 族 为 
Flx,yt) = xcost ysint— p(t) = 0. (3.25) 
(p 表示 原点 到 直线 族 中 具有 法 向 方向 i 的 那 条 直线 的 距离 ) ,这 些 直线 的 包 络 C 是 一 条 闭 
曲线 , 且 满 足 (3. 25) 和 
下 CCzyyyti) =— xsint + ycost— p'(t) = 0. 
于 是 曲线 C 的 参数 方程 为 
XT= x(t) = p(t)cost— p(t)sint 
多 = y(t) = p(t)sint + p’ (1) cost 
C 的 长 度 L 和 面积 S 满足 等 周 不 等 式 (3. 23) , 式 中 等 号 仅 当 C 为 圆周 时 成 立 . 它 表 示 在 给 
定 长 度 的 全 部 曲线 中 ,圆周 包围 的 面积 最 大 . 
证 1 用 Fourier 级 数 方法 . 作 z(b 的 Fourier 级 数 展开 式 ， 


pl) 二 之 过 十 > (aicoskt 十 bssinkt) ,于 是 


(3. 26) 


p’' (2) = SkCbicoskt 一 axsinkt). 从 而 
k=1 


[= | VC 十 (dt 一 zxao， 
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x 2 id 
S = 去 六 Go 一 和 0 下 一 可 [全 一 天 一 D( 必 十 加) 
2j。 2"2 和 


所 以 S 志 (x/4)a 二 /4x. 仅 当 Yk 之 2,a4 一 b: 一 0 时 , 才 成 立 S 二 /A(47), 即 
bp( 二 ao/2 十 qrcost 十 bisint, 它 定义 一 个 加 . 
证 2 用 变 分 法 . 设 光滑 曲线 C 的 参数 方程 为 


’ To (et<p. (3. 27) 

C 的 长 度 为 工 一 | VE 下 Cd (3. 28) 
曲线 C 所 围 的 面积 为 

S = SCz,») = | [L(Y CD — yr Jd (3. 29) 


问题 就 变 成 在 条 件 (3. 28) 下 求 泛 函 (3. 29) 的 极 值 . 
我 们 给 出 更 一 般 的 提 法 :在 满足 等 周 条 件 


| ccz,yy?dz 二 a (a 为 常数 ) (3, 30) 

和 边界 条 件 yx) = 二 y (k= 1,2) (3. 31) 
的 一 切 曲 线 y 二 y(Cz) 中 ,确定 一 条 曲线 ,使 泛 琐 

J ly) = | gczyy)dz (3. 32) 


达到 极 值 , 称 为 广义 等 周 问 题 . 
作 畏 助 函 数 p 一 《十 MG (4 为 待定 常数 ), 则 归结 为 求 沁 画 J (?) 一 | pCz,y,y dz 
的 无 条 件 极 值 问题 ,于 是 得 到 广义 等 周 问题 的 欧 拉 方程 
(gy +2G) — Egy +AG'y) = 0. (3. 33) 
两 个 积分 常数 和 待定 常数 可 用 等 周 条 件 (3. 30) 和 边界 条 件 (3. 31) 确定 . 特别 , 取 G(xz， 
yy ) 一 Vi 十 (yy) g(x,ysy) 二 yy, 代入 (3.33), 即 得 


1 一 -4 0) 一 0 (3. 34) 
(TS 元 ) ， 
它 的 积分 曲线 是 圆 族 : 

(之 一 Cl) (Cy~—c) 一 和 2 (3. 35) 


积分 常数 cl ,cs 和 由 (3.30)(3. 31) 决定 . (3. 35) 表明 ,等 周 问题 的 解 是 通过 A(zi ,i)， 
B(zs ,ys) 两 点 且 长 度 为 a 的 圆 弧 . 

证 3 初等 方法 . 蔡 宗 嘉 在 “等 周 问题 *( 人 民 教 育 出 版 社 ,1964) 中 ,只 用 到 中 学 平面 
几何 知识 ,给 出 了 两 种 初等 证 法 (包括 著名 的 施 坦 纳 证 明 ) ,并 介绍 了 一 系列 有 趣 的 应 用 ， 
从 物理 上 “在 表面 张力 作用 下 ,液体 有 力求 使 其 表面 积 达 到 最 小 趋势 ”解释 吹出 来 的 肥皂 
泡 为 什么 总 是 贺 球 ,到 几何 上 解释 :在 具有 给 定 表面 积 的 所 有 立体 中 , 球 有 最 大 的 体积 ;在 
具有 给 定 体积 的 所 有 立体 中 , 球 有 最 小 的 表面 积 ; 在 给 定 表 面积 的 长 方 体 中 体积 最 大 的 和 
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给 定 体 积 的 长 方 体 中 表面 积 最 小 的 都 是 立方 体 ; 周 长 一 定 的 三 角形 中 ,等 边 三 角形 有 最 大 
面积 ;在 周 长 一 定 的 和 矩形 中 ,正方 形 的 面积 最 大 ,而 面积 一 定 的 四 边 形 中 ,正方 形 的 周 长 最 
小 ;在 周 长 一 定 的 4 边 形 中 ,以 正 7 边 形 的 面积 最 大 ,而 面积 一 定 的 % 边 形 中 , 正 7 边 形 的 
周 长 最 小 ;在 周 长 一 定 的 平面 曲线 中 , 圆 所 围 的 面积 最 大 ,在 面积 一 定 的 平面 闭 曲线 中 ,图 
的 周 长 最 小 ,等 等 . 利用 等 周 不 等 式 还 可 证 明 A-G 不 等 式 . 

[15]1 一 2 列 出 了 等 周 不 等 式 (3. 23) 的 10 种 不 同 的 证 明 方法 . 另 见 第 13 章 No. 29， 
(17.2) 式 . 当 ”3 时 ,经 典 等 周 不 等 式 的 证 明 方 法 ,就 目前 所 知 还 只 有 两 种 :第 一 种 证 法 
是 Steiner 提出 的 对 称 化 方法 ( 注 ), 利 用 该 方法 ,Schmidt 得 到 了 经 典 等 周 不 等 式 和 BM 
不 等 式 (3. 1). 在 球 型 和 双 曲 型 n 维 空 间 的 类 似 不 等 式 ( 见 Math,Nachr,1948,1:81 ~ 
157). 第 二 种 证 法 是 将 经 典 等 周 不 等 式 转 化 为 BM 不 等 式 (3.1) 并 利用 体积 的 比例 除法 ， 
利用 这 一 证 法 可 得 到 Minkowski 空间 的 经 典 不 等 式 : 

[SCA,B)] 全 LVCA) I™'V(B). (3. 36) 
式 中 VC(A),V(B) 分 别 为 集合 A,B 的 体积 ,SCA,B) 是 A 相对 于 B 的 Minkowski 面 积 . ( 详 
见 Busemann,H.[310]11949,71:743 ~ 762) 

注 ”Steiner 关 于 直线 /的 “对 称 化 ”, 是 将 平面 域 P 变 成 男 一 平面 域 Q, 它 满足 ;Q 关 
于 1 对 称 且 与 /垂直 的 任 一 直线 ,只 要 和 P,Q 之 一 相交 ,就 必 和 另 一 个 相交 , 且 两 条 截 线 
段 县 有 相同 的 长 度 ,Q 的 截 线段 为 7 所 平分 ;在 高 维 情 形 , 则 取 /为 超 平面 ,Q 与 PP 为 等 
积 , 而 Q@ 的 周 长 ( 或 表面 积 ) 并 不 比 己 的 大 . 1945 年 ,Polya-Szeg6 发 现 通 过 对 称 化 容量 并 
不 增加 ,利用 这 个 性 质 , 各 种 特征 值 的 等 周 不 等 式 以 及 特征 值 的 估计 问题 都 统一 地 得 
到 了 解决 . 

(二 ) ”等 周 型 不 等 式 ( 经 典 等 周 不 等 式 的 推广 ) 

1. Bonnesen 不 等 式 (1921): 设 C 为 Jordan 半 后 曲线 ,的 出 长 为 LC 所 须 的 面积 为 
S, 内 接 于 C 的 最 大 圆 的 半径 为 r ,外 切 于 CC 的 最 小 圆 的 半 和 锻 为 R, 并 用 A 二 L? 一 4xS 表示 
等 周 差 , 则 


(1) A (LL— 2m)’. (3. 37) 
(2) A CaR 一 局) (3. 38) 
(3) A>rR—7):. (3. 39) 
(4) A 之 民 一 窟 六 . (3. 40) 
c 2 1 1 2 2 下 一 六 ， 

(5) A 之 S'( 二 一 言 ). (6) A>. 

_ 2 _ 2 _ 

(7) 二 二 YL 一 4zr3 二 RS 人 (3. 41) 
(8) 车 7 二 1 之 R, 则 A 二 (一 2)?; A> (Fa) A> (Ly:， 


S. 
> 


(9)” 设 曲线 C 位 于 半径 为 a 的 球面 上 , 则 


L 一 完 >>x 一 
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2 Sz 2 Rr 
L hxS + (Oo) 之 Baa sin TT TF ny (3. 42) 


(10) 1942 年 ,Santalo,L. A. 证明: 车 曲线 C 位 于 具有 负 曲 率 一 二 的 曲面 上 ,出 


2 
4xS 一 (Sx 二 th 全 thy. (3. 43) 
4 a 2a 2a 


2.， 解析 等 周 不 等 式 : 设 已 , 为 平面 边 形 , 它 的 面积 记 为 S(P,), 周 长 为 LCP,), 则 
[LOCP,)] < 4ntgl 过 )SCP， ) 十 "sn 一 CCP， )) ， 
车 P, 的 顶点 均 在 单位 圆周 上 ,用 0 表示 第 有 边 所 对 的 圆心 角 , 则 上 式 变 成 : 
(> sing, ) 宇 n tg(Y) Dl sing cost, 十 (sin 元 一 >) sinO. )- 
(Ku Hsu-Tung,L303]2000,3(4) :459 ~ 472) 
3， R? 中 凸 体 的 边界 称 为 卵 形 面 , 其 表面 积 为 S. 内 部 的 体积 为 V, 则 
S3 > 36xV?. (3. 44) 
仅 当 孵 形 面 为 球面 时 等 号 成 立 . 

4. ”等 周 不 等 式 还 包括 依赖 于 图 形 的 形状 和 大 小 的 几何 量 或 物理 量 之 间 的 不 等 式 . 
例如 ,关于 图 形 的 边 值 问题 的 特征 值 之 间 的 不 等 式 关系 ,关于 惯性 和 矩 ,弹性 梁 的 抗 扭 刚度 ， 
膜 的 基本 频率 ,静电 容量 等 物理 量 的 估计 以 及 集合 , 流 形 的 几何 特征 之 间 的 不 等 式 等 , 因 
而 等 周 不 等 式 在 数学 物理 、 复 变 函 数论 . 泛 函 分 析 .函数 逼近 论 . 变 分 法 等 都 有 广泛 而 深刻 
的 应 用 . 例如 : 

(1 设 疡 是 棱柱 形 弹 性 梁 的 抗 扭 刚度 ,S 是 粱 的 横 截 面积 , 则 


S? 全 2rp (Saint-Venant) (3,45) 
(2)” 设 S$S 是 膜 的 面积 ,了 是 膜 的 基本 频率 ,a 是 Bessel 函数 J。(x) 的 第 一 个 正 根 , 则 
ff: < 五 (Lord Rayleigh,1877) (3. 46) 

(3)” 设 C 是 物体 的 静电 电容 量 ,V 为 该 物体 的 体积 , 则 
3V 4xC’ (Poincare,1903) (3.47) 


《4) ”用 关于 面积 .体积 的 等 周 不 等 式 证 明 线 性 和 拟 线 性 椭圆 型 微分 方程 解 的 先 验 
估计 . 

(5) ”函数 逼近 论 中 的 宽度 (Width) 是 Minkowski 空间 中 凸 体 的 一 种 特殊 的 等 周 不 
等 式 ， 

(6) ” 泛 函 分 析 中 ,对 Sobolev 空间 的 嵌 人 算 子 的 有 界 性 和 紧 性 条 件 可 用 等 周 不 等 式 
(联系 测度 和 容量 ) 给 出 . 例如, 设 w 为 非 负 测度 ,g 之 2,2 二 2, 则 


(| lu la) 的 <c| (Vw'dr VaeE Cr(R') (3. 48) 


成 立 的 充 要 条 件 是 VY 紧 集 A CC R" ,满足 等 周 不 等 式 ; 
[ACA)] < Cicap(A). (3. 49) 
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式 中 cap(A) 是 集 A 的 Wiener 容量 . (Landkot, N.S. ,Foundations of modern potential 
theory, Springer-Verlag,1972) 

(7) ”在 共 形 与 拟 共 形 理论 中 应 用 等 周 不 等 式 成 了 一 种 标准 的 方法 ,包含 子 流 形 平 
均 曲 率 ,特别 是 对 极 小 曲面 的 等 周 不 等 式 在 Plateau 问题 的 求解 中 起 着 重要 作用 . 所 谓 
Plateau 问题 ,就 是 求 具有 给 定 边界 的 极 小 曲面 问题 .1760 年 ,Lagrange 对 形 如 x 二 x(x， 
y) 的 曲面 类 ,把 问题 化 为 求 极 小 曲面 的 Euler-Lagrange 方 程 的 解 ,Plateau 在 1849 年 的 实 
验 表 明 , 极 小 曲面 可 由 伸展 在 金属 丝 框架 上 的 肥皂 膜 的 形状 来 得 到 ,所 以 ,后 来 就 称 为 
Plateau 问题 . 现 已 推广 到 Riemann 空间 中 . 更 详细 的 应 用 见 L108]. 


5. 混合 体积 不 等 式 : 设 KK; 为 民 中 的 凸 体 , 令 开 一 2 5K; 一 {DN 2 Ji EE K; Ai 0)， 
则 KK 的 体积 VCK) 定义 为 关于 入 ，… ,hw 的 2 次 齐 次 多 项 式 : 


VK) = De DVR Ai (3. 50) 


式 中 系数 VCK，,…,K,) 关于 下 标的 置换 是 对 称 的 ,并 称 为 凸 体 天 ,…, K,, 的 混合 体积 
(mixed volumes). 

混合 体积 是 一 个 十 分 广泛 的 概念 ,将 VCKi,…,K,) 中 的 K;,…,K, 换 成 具体 的 凸 
体 , 就 可 以 得 到 凸 体 K; 的 种 种 性 质 , 包 括 其 体积 .表面 积 ,其 主 曲率 的 初等 对 称 函 数 的 曲 
面积 分 (在 C? 光滑 体 的 情形 下 ) ,及 其 向 j 维 平面 (0<7 二 nn) 的 投影 的 相应 特征 . 例如 , 当 
7 :3 时 ,从 (3.50) 得 到 R? 中 平行 岂 体 体积 的 Steiner 公式 : 


V(e) = V+ Se + npe’ + Sne’, (3.51) 


式 中 V(e) 是 V 的 e 邻 域 的 体积 ,V 是 平行 凸 体 的 体积 ,S 是 其 表面 积 ,o 是 原 凸 体 的 全 平均 
曲率 .2 个 凸 体 KK;，…,K, 的 混合 体积 可 用 积分 表示 : 


1 
VC 开 天) 一 二 | ,Kw dy (3. 52) 
式 中 Ki (w) 是 凸 体 Ki 的 支撑 函数 ,x(w) = ACK: Kow) 是 依赖 于 KK;,…,K, 的 测度 ， 
称 为 K, 下 的 混合 曲面 函数 . 


不 同 混合 体积 间 的 不 等 式 构成 了 混合 体积 理论 的 主要 内 容 , 它 们 包括 : 
(1) Minkowski 不 等 式 : 


[VOCK ,LL)] VCROLVGL) 1]™,; (3.53) 
(2) ”二 次 Minkowski 不 等 式 : 
[VCK,L,y° LL)] VODVCGKR,K,L,%,L), (3. 54) 


它 可 简 记 为 
[VK,1;L,n OO m1) VVC(K,2;L,n — 2). 
(3) Aieksandrov-Fenchel 不 等 式 (AF 不 等 式 ): 
[VC RTV (3. 55) 
j=l 
特别 地 ,有 
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[VCK K VT > TV EE). (3. 56) 
i 二 1 


许多 郊 何 不 等 式 , 例 如 经 典 等 周 不 等 式 及 其 改进 和 推广 都 是 凸 体 混合 体积 不 等 式 的 
特例 ,混合 体积 理论 与 代数 几何 学 有 着 深刻 的 联系 . (以 上 不 等 式 的 证 明 见 [15] 第 4 章 . 
136 ~ 207) 

(4) Diskant 不 等 式 : 设 A,B 为 R" 中 上 性 紧 集 , 

g(A,B) 一 sup( 人: 3xE€E RAB+ZzCA} 


称 为 B 在 A 中 的 容 度 系数 (content coefficient) ,QCA,B) = ry 历 称 为 B 在 A 中 的 图 


长 系数 (girth coefficient). 当 B 为 单位 球 时 ,g = 二 7,Q = 二 民 , 式 中 ,RR 分 别 是 是 集 A 的 内 接 
最 大 圆 半径 和 外 切 最 小 圆 的 半径 , 则 
[VA,n 一 1;B8,1D)] 让 一 VCA)[V(B)J] 记 之 
{[V (A,n—1;B,1)] 二 一 gL[V(B)J] 二 }"; . (3. 57) 
[V(A,1;B,n 一 让 一 [V(A)]AV(B) > 


[A A (3.58) 


我 们 在 [15] 中 还 可 找到 大 量 的 等 周 不 等 式 的 种 种 改进 和 推广 . 
6， Riemann 几何 学 中 的 等 周 不 等 式 : 设 为 上 维 Riemann 空间 . 《2 维 连 通 微 分 流 
形 ),D 是 V" 中 完全 单 连通 区 域 , 它 的 边界 的 ”一 1 维 面积 记 为 S, 则 
VS < cms. (3. 59) 
但 cln) 的 精确 值 还 不 知道 . (Cheeger,J.[310]1970,92,1:61 ~ 74) 
7. ”图 论 中 的 离散 等 周 不 等 式 : 给 定 图 G 及 其 顶点 的 集 A, 对 于 1 学 1, 以 A, 表示 A 
的 t 邻 域 与 A 距离 不 超过 zt 的 顶点 的 集合 , 若 对 每 个 具有 a 个 顶点 的 A 己 V(G), 有 
| 4, | f(a), (3. 60) 


则 称 上 式 为 一 个 等 周 不 等 式 . 特别 地 ,车 A 是 离散 方 体 图 的 > | 个 顶点 , 则 


mtt n 
i A, 1 关 >) 内 (Harper 不 等 式 ) (3. 61) 
k=0 


(Bollobas,B. 等 ,],Combinatorial Theory (A 1991,56;47 ~ 74. ) 我 们 除了 知道 极 
少数 重要 的 图 类 的 最 好 的 等 周 不 等 式 外 ,还 不 知道 大 多 数 图 的 等 周 不 等 式 . 

此 外 , 代数 曲面 和 流 形 中 的 不 等 式 , 如 代数 曲 面 的 Noether 不 等 式 ; 流 形 中 的 
Cohn-Vossen 不 等 式 ;Morse 理论 中 的 Morse 不 等 式 :代数 几何 中 的 井 草 (lgusa) 不 等 式 
等 , 因 涉 及 较 深 的 数学 背景 知识 ,读者 可 参考 相应 的 专著 . 

8. Gage 等 周 不 等 式 (1983) : 设 平面 闭 凸 曲线 C 的 相对 曲率 为 8, 周 长 为 工 , 所 围 面 
积 为 S, 则 


| 62ds 之 下 到 (3. 62) 


仅 当 C 为 圆周 时 等 号 成 立 . ([324150(1983) :1225 ~ 1229) 
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2008 年 , 潘 生 亮 等 将 (3. 62) 加 强 为 : 设 C 为 平面 上 严格 凸 C: 闭 曲 线 ,8 为 其 曲率 , 当 C 
不 是 圆周 时 ,(3. 62) 成 立 严 格 不 等 式 。(3. 62) 的 分 析 形 式 是 : 设 f 是 2x 周期 的 C 函数， 
Fi > 0, f+ fF) 盖 0, 刚 


(ye CD +f dz) 小 7 二 Pd)> 2 | fa (3.63) 
仅 当 存在 实 的 常数 a,6,c, 其 中 c 渤 0, 使 得 f(t) = acost 十 bsint 十 c 时 等 号 成 立 . 但 至 今 仍 
无 分 析 的 证 明 方 法 . ([336]29(3)(2008) :301 ~ 306) 
2006 年 , 文 家 金 、. 周 步 骏 利 用 隐 范 数理 论 和 微分 几何 理论 建立 了 三 维 空间 的 等 周 不 
等 式 ,并 借助 于 数学 软件 给 出 了 一 些 生动 的 实例 . (1351]j2006(3) :306 ~ 314) 
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$1 三 角 函 数 不 等 式 


1. Jordan 不 等 式 : 设 0 一 | xz| 志 工 5; 则 


二 二 sinz 一 1. 
A z 


证 f(z) 一 sm 在 (0, 于 ] 上 严格 递减 . 于 是 f(x) 之 了 (对 ) = 之 


0<< 工 元 子 ; 则 f(x) > 7 ) -22. 
A 
注 Jordan 不 等 式 已 有 许多 推广 ,例如 


(1) 设 0 二 zx 过 站 二, 则 


。 2 2 
0 过 sinx ，2 x 4 工 T 3 2 42 
zx x 元 


([ 399]19(2006) ,240 ~ 243) 


了 : _ 1 
(2) zx 6 sinr<z 5 + 1 , (ZX 0); 


sinz 一 2 i 
而 县 这 个 差 具 有 (一 1)" 的 符号 . 

提示 :利用 Taylor 级 数 展开 式 . 

(3) 1969 年 ,Redheffer,R. 证 明 对 于 所 有 实数 过 天 0, 有 


和 2 
2 > 五 二 权 >. ([305]1969,76 :422) 


.注意 这 个 不 等 式 与 Jordan 不 等 式 互 不 包含 
(4) Vz 关 0, 存 在 常数 c > 0, 使 得 


cr? sinz 
1 。 
1 x! ~ 工 6 


(5) 设 0 过 zx 达 亏 , 则 


nsinz 
coszx 过 一 一 一 -5 Cos -一 x 一 1. 


(6) 存在 常数 a.b 0, 合 得 


(0 二 x 二 方 ) ;车 


§1 三 角 函 数 不 等 式 


1 -sinz > a, |z|>1， 
I br:, | zx | 所 1. 
TX 
IE757， 9 zl 


(7) sinz 之 453zx/(53 十 9z?)，0 之 


z 
(3V3/2r)z， 0 过 ZX 过 x/3. 
ZT 
6 


2x 


(8) sinz 之 az’ 


(9) [MCM]. -2cosz_ 一 snz 3 ,0<z<T. 
1 十 cosz 并 4 一 cos 并 2 


1 < 1 一 (2/r ,0 < zr|< a/2, 
sinz Zz < mol le 
([327 |]1988,53(2) :145 ~ 154) 


(10) 


(11) 设 0 二 zx 世子, 则 


@ Cr 2) Cr 2x) 之 sinZ _ 2 过 2 x 27); 
元 nr x 


区 


— 2 i 2 
四 人 = (x 一 至 ) 二 sinz_ 2 ln 4dr) 工 (z 一 和 
nT ™ 


3 


2 


3 
nT T 


2 : 
@ ma) 2 hd) Tn 一 4z2)23 


16n I nt x x 


2 2 2 
“< i [re — (2x)"]. 


@ 


nn™ 


( 祁 锋 , 朱 灵 等 ,[399]19C2006) ,990 ~ 994,1378 ~ 1384 等 ) 


(12) 设 0<z 委 r 雪 到, 则 


sinr 一 rcosr sinz sinr 7 一 Sinr 
x) < 3 
27 并 r 


(和 朱 灵 ,[303]9(1)(2006) :103 ~ 106) 
(13) 设 0< 二 地 委 T 则 


(了 一 22). 


rx sinzx rz 8 区 
一 天 -一 二 乏 | -天 一 二 | 全 cx 之 天 ，8 乏 1 
Vn 十 3z Zz x 十 3z 6 


《 朱 灵 ,[399]22(2009),743 一 748) 
(14) 设 0 二 zx 二 x; 则 


TF Tr 
( 朱 灵 等 ,[394]56(2008) ,522 ~ 529) 
(15) ” 设 0 二 zx 二 1, 则 


1— x? 3 3 sin(xx) 1— xX? 
Itat tT OT arsz dr 


2 _ xy2.8 : 2 _ 72 2 
(x 7) < < 二 ) 全 “之 下 ,8B 之 1 
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2. [MCU]J] 设 0 二 z 声 x/2, 则 
(sinz) ?过 x? 十 1 一 hx, (1. 1) 
仅 当 z= 二 r/2 时 等 号 成 立 . 
证 令 f(zx) = (sinz) 了 了 一 zx?, 则 了 /(x) 一 一 2(sinr) cosz 十 27 ”之 0 全 


g(X) = sinz(cosr) * —x>>0. 


但 g(x) = (coszr) + (sinz)3 ,所 以 当 0 二 Zz 过 六 时 ,g(x) 之 0, 于 是 ,g'(z) 严格 递增 ， 


从 而 gf(z) >>g (0) 一 0=>g(Cz) 在 (0, 玛 ) 内 严格 递增 ,从 而 g(x) > g(0) 一 0. 一 大 (Cz) 


4 


7. 
T 


盖 0, 所 以 f 在 (0, 子 ) 内 严格 递增 ,于 是 , f(x) 过 f(3) 二 1 一 


3. 《1) 设 1z |<< 字 ,1 之 声 2, 则 存在 正 数 c ,cz ,使 得 


| sinz |? 之 ci | coszx |?* 一 cscos(px).( 证 明 [45160) 
(C2) 设 |z| 志 x/2, 则 
| sinz |? 委 ccostpz + Blcosz)?, 
式 中 p > 0, 并 且 不 是 奇 整数 ,常数 a.B 只 依赖 于 pp. (证 明 [57]Vol. 1 255) 
4,， [MCU] 设 0 二 |z| 志 x/2, 则 
sinz 
(> 


3 


) > coszr (1.2) 


证 1 不 妨 设 0 二 xz 二 x/2. 只 要 证 f(x) = (sinx)’(cosz) 一 x 之 0. 
求 四 阶 导 数 Fe Cx) 并 化 简 后 变 成 要 证 3《cosx) “一 (cosz) ”一 2cosz 之 0. 
因为 ”0 一 zz 二 到 时 ,(cosz)- > (cosx)“， > cosz, 故 不 等 式 即 可 得 证 . 

证 2 用 Taylor 级 数 . 因为 x 半 0, 所 以 


3 2 3 2 友 6 2 4 6 8 


(2 ) > (1 一 于 ) 一 1 一 么 十 和 一 世上 月 cosz< 之 1 到 十 于 过 -十 芯 


31 2 12 216 21 4! 6! 8!’ 
于 是 只 要 证 明 
xX? ,x x X2 ,Xx ZX, x 
1 + 26>1 2 a 
即 只 要 证 
_1 1 1、，。 1, 
fz) 页 十 区 6 + 元 0 下 > 0， 


而 上 在 (0,ce) 内 递减 ,所 以 f(zx) > FC2) 盖 0. 


注 ”上述 不 等 式 可 推广 如 下 : 设 0 扫 工 去 到 ,车 =“ 去 3， 则 


a 


sinz 
COST 过 (= ) 9 
工 


若 z > 3, 则 存在 依赖 于 a 的 ze E 《0 , 广 ) ,满足 
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cosxo 一 (Se)， ;使 得 当 0 二 x 二 xo 时 ,cosx 一 (党) ;而 当 xo 二 X 过 x/2 时 ,不 


Xo 
等 号 反 向 . 
关于 这 些 不 等 式 的 证 明 及 进一步 推广 : 


( Sn) 


(cosz) < ,(0 之 z 之 也 )- 
(L4]323 ~ 326 及 后 面 计 附 的 参考 文献) 


5, 设 0 天 雪子 , 则 在 不 等 式 


< cosar, (1. 3) 


注 cosz 去 1 ,对 于 0<< 工 入 天 仍 成 立 . 


6. Gronwall 不 等 式 : 设 zx € Ri， 


f(z) = sz ,5(z) 一 工 一 cosz , 则 
(1) | oz) | 委 于 1T 仅 当 ?= 为 偶数 且 z 一 0 时 等 号 成 立 . 


(2) | g "(zx) | 志和 了 ' 仪 当 % 为 奇数 且 x 一 0 时 等 号 成 立 . 
二 去, 拓 证明 但 等 式 


f°? (x) 一 -| t"sin(t 十 “了 1 


Dt ge" (zx) = | resin Fd 


([305]1920 ,27:81 ~ 85) 
7.， (1) 设 0 二 zx 二 x; 则 sin 村 十 cosz < (sinz)™!. 


(2) 若 0 迄 zz 过 r, 则 


1 1 
(cost 4 一 (7x /3)) < sinz < (2 + cosz), (1 4) 
《4 一 4cos 和 一 22 7) 2(1 一 cosz)z 2， 
Sin 和 、“ 
(3) 设 0< 之 zx 过 站 2' f= ( 二 ): 
四 若 a 宇 1, 则 
《LT 一 和) 十 MKcosz) < fla) < (~ 二 +ycosa)’ (1.5) 


成 立 的 充 要 条 件 是 7 之 地 和 4 之 1 一 (让 
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a 
. 


让 


0 <v 去 井 , 则 (1. 5) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 之 计 和 5<1 一 (三) 


0, 则 f(a) 过 一 力 十 Xeosz)* 成 立 的 充 要 条 件 是 了 > 于 


~ 
设 a 宇 1, 则 


(a) | 十 [(3) — 1 |Ccosz) < fla) < [1 十 去 Ceos)"] (1.6) 


右 w 


© © 9 


着 0 志 c 志 二 , 则 (1. 6) 中 两 个 不 等 号 均 反 向 .车 a < 0, 则 (1. 6) 中 右边 不 等 式 成 立 . 
( 朱 灵 [164132 ~ 41) 朱 还 提出 问题 :使 (1. 6) 式 右边 成 立 的 a 的 最 大 范围 是 什么 ? 


(4) 设 0<z 二 也 ,a 之 0， 则 


sinz COSw 


(sz) <( 1 ) +1 ([164]33). 


8. (1) 设 0<z= 扫 六 , 则 


( 朱 灵 等 ,[394]56(2008)522 ~ 529) 
(3) 若 z 尖 0, 则 


1 lr 
1 pT < cosZz < 1】 aT + 22? 


车 0 碾 之 ,有 cosz 过 1 一 访 zx*; 一 般 地 ,对 于 实数 有 


如 4 rx iz [22 
cosz 一 2 全 1 G1 < tT 
并 且 这 个 差 具 有 (一 1)"! 的 符号 ， 
(acost— y): + (asinzr— 6b/y) > (V2 | b | a)’. 
提示 :用 复数 证 法 . 令 z = 二 a(coszx 十 isinx) ,zs 一 十; 
再 利用 | Zi ~ 2 | 宇 | 2 | 一 | Zi | . 
9 设 0 二 zr 二 x/2, 则 


(1) 1<coszr+rsinr < 2; 
(2) cosx+xsinr > 1; 


(3) 1 < sinz 十 cosz V2. 
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注 zy>0 时 ,有 sinz 十 cosz 1 十 工 一 了 2， 
(4) sinzxtgzx > 2(1 一 cosZ)， 


15| lal 2 | 2 
(5) [MCM] (elt gnz)(! ?It osz)>1e| 十 | 5 |? 十 31ab |， 


sinz 
(6) 设 0 二 bp 二 1 六 二 二 = 1,4,b 之 0, 则 
a(Csinz)29 十 DCcosz)29 之 (a? + 6*)'?,， 
仅 当 zx 一 arctg( 生 )"? 时 等 号 成 立 ， 
10. 一 4 过 cos2z 十 3sinz 县 17/8; 4sin2z 一 zsin(2z) 2r. (rz € R'). 


11. 设 0<z<y 二 /2, 则 


(1) Bz 一 工 一 Snz 
tgy ~y ”siny 


(这 ,),， 
2 2 


(2) 1 一 (党 ) < 一 1 一 (全 ) < (secz)| 1 一 (于 ) ] 


siny siny 


12,， [MCM]. 设 0 过 a 达 1,0 达 z 过 7 则 


(2a—1)sinzx 十 (1 一 a)sin(l1 一 a)z 之 0. (1.7) 
证 ”车 ae= 0,1 及 >=0,r,(1.7) 式 显然 成 立 .因此 不 妨 设 0 二 a 二 1,0 < 过 x 之 x， 


而 (1.7) 式 可 改写 成 
(1 — 2a)sinz (1 — a)sin(l — a)zx. 
此 式 很 难 用 初等 方法 化 简 , 可 适当 放大 : 
(1 —2a)sinz < (1— 2a++a’)sinz = (1 — a)’sinz. 
问题 变 成 要 证 


Sin 并 Sin(] — a)zx 
工 < (1 —a)zx 


因为 (1 一 a)z < xz, 所 以 ,只 要 证 f(x) 一 Sn 在 (0,x) 内 递减 . 
13., | (1 十 cosz)sinz | 过 33. 


14. wV3 | sinz | 过 2 十 cosz. 
15. | sinz 十 (2/sinz) | 之 3. 


提示 : 令 f(x) = sinz 十 (2/sinz), 因 为 | f(x) | 为 偶 函 数 , 所 以 可 考虑 0<< 工 <<r, 再 


令 t 二 sinz, 然 后 考虑 g( 一 上 十 (2/b0 的 单调 性 . 


16. [MCU]J.x 汪 0 时 ,x 十 xzx 十 (15/2)xsinz > 0. (1988 年 莫斯科 大 学 人 学 试题 ) 


17, [MCMJ. 车 对 于 已 知 数 a,5, 不 等 式 acosz 十 pcos3z > 工 无 解 , 则 | 5| 志 1. 
18. fcos(a 十 z) 十 Bcoszj 二 1 十 28cosa 十 床 . 


19. | cosz | 十 | cos2z [> 元 ' 仅 当 | cosz [一遍 好 z 一 hx 土 至 时 等 号 成 立 . 


提示 : 令 上 一 | cosz |, 求 /Go 一 上 十 | 28 一 1 | 的 极 值 . 
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20. (Zz 十 1)cos 


二 一 zcos 过 >1 (zx 之 V3). 


提示 :f(t) = cost 在 原点 附近 作 Taylor 级 数 展开 , 变 成 要 证 
1 XA 1 1 
TD Br rer > 0 


f=1 
这 只 要 证 f(x) 二 x 了 一 x HD 当 x 宇 V3 时 递减 . 

21. 车 0 过 TT 十 之 zy; 则 cosz 十 cosy 过 1 十 coszy. 

证 ”由 于 cosa 一 cos( 一 a) ,所 以 不 妨 设 X 宇 0,y 宇 0. 当 0 忒 7XT 达 1 时 ,0 志 Xy 芯 y 
< vVxr < rcosy< 扫 coszy, 从 而 cosz 十 cosy 扫 1 十 coszyj 

当 工 >1,y>1 时 ,用 反 证 法 , 即 设 

cosz 十 cosy > 1 十 cosxy， (1.8) 

由 于 0 过 zy 声 (x 十 yy)/2 过 x/2, 攻 cos(xy) 实 0. 从 而 cosz 十 cosy 放 1, 即 
cosz > 1 一 cosy > 1 一 cosl >>0.45,， 所 以 ,z< arccos 0.45< 1.2. 同 理 可 证 yy 二 1.2. 
于 是 zy < 1.44. 从 而 1 十 coszy > 1 二 cosl.,44 汗 1.13> 2cosl > cosz + cosy. 
这 与 (1. 8) 矛盾 ,证 毕 . 

22. [MCUJ]. 设 a,B 为 实数 ,有 目 cosa 关 cos8, 则 对 于 所 有 ?2 > 之 1, 有 


cosB 一 cosa 
提示 : 令 z 一 方 (a 一 有 ),y = 一方 (x 十 站 , 则 不 等 式 左边 可 化 为 


sin(? 一 1)zZstin(a 十 1)y 十 sin(2 十 1)Zzsin(C2 一 1)y 
2sinzsiny 


sin(?2 十 1)y 


Siny 


|+ 


sin(n 十 Dz| , 


sinz 


see|. 

2 sinz 

再 利用 | sinnz | 才 n1 sinz |. 
23， 设 w,8 为 实数 ,myz 为 自然 数 , 则 


cosma cosn8 一 cosmpcosna < mi nm 
cosB 一 cosa 


1 sin(n— 1)y 
< 去 | | |， 


特别 , 取 m 二 0, 即 得 Goodman 不 等 式 : 
cosna 一 cosng | 二 gg 


cosa 一 cosB 


24. 设 0 到 | = 上 I< ra 一 8 去 三 工 , 则 


sinaz _ sin 
2sin(z/2) zx 


<: 
25.。 设 王 之 Xz 声 x 一 站 ,nn 之 3, 则 
经 n 


1 ， 1 ， 
snr 十 Di Sinne > 0， 


26， (1) 若 x 宇 1; 则 
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sin 一 2sin 二 十 sin = 二 了 之 0 
(2) 设 z 盖 0, 则 
Zz 十 nz 十 Sxsinz > 0. 

提示 : 利用 f(x) = sin(1/z) 在 [1,ce) 上 的 凸 性 ,从 而 可 用 Jensen 不 等 式 . 

27， 设 0 二 zx 二 Vx/2; 则 (sinzx)?* < sinz’. 

28. 设 0 二 xz 志 1, 则 (EE) 一 sinz < sin(z). 

TX TX 站 

提示 :左边 不 等 式 从 0 < sinz/z 二 1 两 边 乘 sinz/z 得 到 ,右边 不 等 式 利用 f(x) 一 
(sinz)/z 的 递减 性 ,从 zx? 二 xz 得 出 f(z) 过 f(z’). 

29， ”对 于 所 有 实数 xz, 有 (cosx)* 宇 1 一 zx*. 


30， 设 |z|< V2n, 则 (cos 寺 )" 1 一 


元 二 去 . 

31. 设 当 0 委 v 委 2z 时 ,cosa 盖 0, 则 cos(21z) < 2"(cosz 一 1) 十 1 

32. [MCM | 对 所 有 实数 ZX，y; 有 cos(x 十 y) 十 2(coszx 十 cosy) 十 3 守 0. 

提示 : 令 & 二 (zx 十 y)/2,B 二 (x 一 y)/2, 不 等 式 左边 二 [(1 十 cosa)? 十 (1 一 cosa)?] 
(1 — cosB). 


33. 设 0<z<< /2, 则 Veosz < cos 万 


34. Kober 不 等 式 : 若 0 天 zz 天 /2, 则 

1 一 二 < cosz< 必 1 一 和 车 x/2 二 工 之 x, 则 左边 不 等 号 反 向 . ([309]1944,56:22) 
祁 锋 改进 为 
1 一 4 一 rz 2 cosr 1 (人 s). (工科 数学 ,12(1996) ,98 ~ 101) 


A nx 


35。 [MCM]. 设 f(z) = (1 十 关 十 2rcosz)2o2 十 (1 十 壮 一 2rcosz)w%, 则 当 > > 0， 
PP 宇 2 时 ,对 所 有 实数 xz, 成 立 f(x) 委 /0). ([345]1987,1:35) 

36. 5 十 8cosz 十 4cos2z 十 cos3z 之 0. 

提示 :左边 可 配方 得 (1 十 cosx) (1 十 2cosx)?. 

37. 3 十 4coszr 十 cos2z 之 0 

提示 :除了 求 f(zx) = 3 十 4cosz 十 cos2z 的 极 值 外 ,还 可 用 复数 的 指数 形式 证 明 . 


38. [MCM]. 设 0 天 二 二 六 , 则 
[1 十 (Csinz)-][1 十 (cosz)-] 艺 3 十 2VZ > 5. 仅 当 二 一 子 时 等 号 成 立 . 


提示 :只 要 证 (sinz)- 十 (cosz)- 之 2wV2.([38]1 364) 
39， [Csinz)-2 一 1][Ccosz) *—1] > (2°— 1)’. 
40. [MCM]. 若 0 二 zz 二 x/2, 则 
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sin(cosz) < cosz < cos(sinz). 
证 ”因为 0 二 xz 二 x/2; 所 以 ,0 过 sinz 过 zz 之 x/2, 又 cosz 在 (0,x/2) 上 递减 ,所 以 ， 
cosz 过 cos(sinx), 而 由 0 过 cosz 过 1, 又 得 sin(cosz) 之 cosz. 
41.。 对 于 所 有 实数 z, 有 
(1) 1 一 (z/2) < sin(cosx) < cos(Csinz). 
(2) 2sint Cx/4— WE/2)) < cos(sinz) — sin(cosz) < 2sinz(r/ 人 上 WE/2)). 
(3) cos(CcosZ) > 0. 
(4) “对 于 任意 实数 mx (1 过 & 雪 四 ,有 sin( 了 [sinz) < cos( | coszi). 《数学 教学 ， 
1990,3:38) 
42. [MCMDJ. | sinnz | 委 2|1sinz | 委 212|1， 
左边 不 等 式 仅 当 n 一 1 或 sinz = 0 时 等 号 成 立 . 
提示 :左边 不 等 式 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 而 | sinz | 过 | x | 对 所 有 实数 工 均 成 立 . 
注 ” 当 不 是 自然 数 时 ,左边 不 等 式 不 一 定 成 立 . 例如 ,n 二 1/2,x 二 x 时 ,有 
| sin(1/2)x |> (1/2) | sinr |. 


43. 车 0 二 z 二 1,z 关 亏 ; 则 ni 一 4. 


Z(1 一 工 ) 
sinrZ ， xz 交 0， 
44. 设 fl(z)== NAT 
1， 工 一 0， 


+ a 1 1 * 1 
若 a>1,0<1<<lna'm 满足 a" > 了 TD 一生, 整数 ms 满足 mi 一 志 生 4 过 mi 十 本 


(& > mo)， 则 
工 (esina -- 4) ,(n > k) 
x 2 


| je" 一 ?as [< ] 《证明 见 [73]510 ~ 513) 
(nm nk) 


nAa™” 
45. 车 0 二 a 过 x/2,0 < 过 8 二 x/2, 则 
(1) [MCM] (cosa)™’ + (sinasinfcosB)™ > 9. 
仅 当 有 = x/4,a 一 arctg V2 时 等 号 成 立 . 
证 ”不 等 式 左边 = (cosa) 十 4(sinasin28) ?之 (cosa) 于 十 4(sina) 一 1 十 tg?a 
十 4(1 十 etg?za) 一 5 十 tgza 十 4ctgza 一 5 + 20 + Ee) 宇 5 十 2X2xXx tga xx2 


V2 te 
一 5 十 4 一 9 


上 式 可 推广 为 : 设 0 二 < r/2,1 委 有 委 ”, 则 


(cosa1) “十 [Csinw ) [T sinarcosas ] 之 (2n — 1). 
k=2 


(2) (sinag)”? | (cosa)? 


十 之 1, 仅 当 a 一 有 时 等 号 成 立 , 式 中 请 > 0， 
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(3) ， sina 二 (cosacosB)’ 十 (cosasing)’ 之 V3/3， 
cos’a 十 (sinasinB)’ 十 (sinacosB): > V3/3. 
(4) [MCM]. cos(e 十 B) < cosa 十 cosp; sin(a 十 B) < sina 十 sing. 
实际 上 这 两 个 不 等 式 对 所 有 实数 a,8 均 成 立 . 而 当 ,8 为 非 负 数 且 e 十 8 委 2r 时 , 则 有 
0 < sinae 十 sin8 一 sin(a 十 DB) < 3V3/2. 


(5) cosag— 1 一 cosa 一 COSAB 工 一 cosA 
cosa 十 1 cosae 十 cos8 “1 十 cosB 


证 ”左边 不 等 式 可 从 cosa 一 1 过 cosa 一 cosB,cosa 十 1 > cose 十 cos8>>0 推 出 ,而 右 
边 不 等 式 可 利用 cosa 一 1 二 1 一 cosa 和 cosp8> 0 过 (cosa 一 1)cos8 过 (1 一 cosa)cosp, 两 边 
各 加 上 cosa 一 cos*68 即 可 得 证 . 

46. 设 0< 工 <<r/4, 则 


COS 工 
8sin2z(cosz 一 sinz) 


提示 :左边 可 化 为 (1/8)[tgz 十 (tgz) 1]。[tgz(C1 一 tgz)] 1， 
再 对 这 两 个 因 式 分 别 用 几何 一 算术 平均 不 等 式 . 


47. 设 0 二 a 二 x/2,0 二 8 二 7; 则 cosasin 全 < sin( fcosa). 


提示 :利用 /Cz) = Snz 在 (0, 圣 ] 内 严格 递减 


x 
48. 设 | > | 受 r, 刚 


一 1 委 sinz 十 cosz 十 sinzcosZ 委 到 G1 十 2V2). 


49. [MCMJ. sin?a 十 sin28 之 sinasin8 十 sina 十 sin8 一 1. 
证 ”将 以 下 三 个 不 等 式 :sinzu 十 sin28 之 2sinasinp,sin?a 十 1 之 2sina,ysin?B 十 1 之 
2sin8, 相 加 即 可 得 证 . 
50. sin:a 二 sin’B > 2(sina 二 sin8— 1). 
提示 ;左边 减 去 右边 得 (sina 一 1) 十 (sin8 一 1)? 之 0. 
51. ceos2a 十 cos28 委 cos'a 十 cos:8< 3 十 cosCa8). 
提示 :cosza 十 cos28 一 (cos2a 十 cos28) 二 sinze 十 sin28 之 0 
第 二 个 不 等 式 可 用 反 证 法 . 
52. cosacos8 委 1 十 sinasinp， 
53， [MCM]. 若 0 过 zz 过 7/2,0 二 pp 过 1, 则 pcosz 声 cos(pz), 
54. sinz 十 siny 十 sin(z 十 y) 委 3V3/2. 
仅 当 sinz = siny = sin(z 十 y) 二 V3/2 时 等 号 成 立 . 
55， (1) 设 f(x) = 6cosz 十 sinz 一 ,出 


2cosz 一 3sinz 一 


二 入 fcz) < , 


证 ” 作 万 能 代 换 i = tg(x/2), 则 y= 二 f(z) 化 为 代数 方程 
y= gt) = (1 — 2t— 1)/(78 +6tt+3), 
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即 (7y 一 1D8 十 2(3y 十 1)t 十 (3y 十 1) 一 0. 
因为 :为 实数 ,所 以 判别 式 A 之 0, 解 之 得 一 1/3 < y 二 3. 
类 似 地 ,可 以 证 明 以 下 常见 的 不 等 式 ; 


(2) 4 < 2 sinx — sinx <4t7. 


2 一 cosr cosz < 


(3) a te le 
l1—a COsST—a 1 十 a 


一 b+asing ,b++a 
ppg 0 < a<b). 


1 sinzx 4 
2 一 cosz 3° 


(4) 


(5) 0 魏 


_ acosZz 十 psinz 十 <c 
(6) f(z) pcosz Fosinz Fr 等 可 作 类 似 讨论 . 


56, 设 rtyy 记 0,z 十 yy 过 ze 一 1 入世 1, 则 
(sinar)2 < cos?az 十 cosiay 一 2cosaz cosaycosar 芝 4(sin(C2 5 ) 。 


([344]33(10)(2003) ,110 ~ 115) 
注 “左边 不 等 式 杨 乐 .华罗庚 等 给 出 了 不 同 的 证 明 . 


、 _ sin(z 十 y) 一 4sint 十 sin(x 一 ») 工 
57. 设 /xz,2) 一 cos(X 十 y) 一 4cosz 十 cos(x 一 yy) < < 1 


则 对 于 任何 实数 y, 有 0 < f(x,y) 过 1. 
提示 :运用 三 角 恒 等 变换 ,得 f(x,y) = tgz， 
58.， 设 0 坟 a 和 1,0< 之 Xx 坟 x/3,f(zya) 一 1 一 2acosz 十 oe , 则 
(1) sinzz 委 za) 委 1 


3 flzx,a) .2 
(2) 入 < 2(1 一 coszx) 三 (sinz) ， 


59. 设 0 志 zx 二 1, 则 


(1 十 )cosa 一 2z < 《1 一 2 )cosa 十 2rsinasinp ([308]1965,16;847 ~ 852) 
1 一 并 2 1 一 2zcos8 十 和 


60. 设 0<<a 之 去 ,0 之 x 之 于 , 令 flrsa) 一 eee, 则 


a+1< f(zr,a) 志方. 


61. (1) 设 0 之 zt 达 x/4,0 牵 y 牵 x/4, 则 
0 委 sinz 十 siny 十 cos(z 十 y) 过 3/2. 
仅 当 二 y 二 x/6 时 等 号 成 立 ， 
(2) 设 zy>0,z+y<raER, 则 sinzsinysin(z 十 y) < 去 3V37/8; 
aa 一 1)sin(z 十 y) 十 aeLCsinz): 一 siny] 十 siny > 0， 


(3) 设 = rl hn0 rr 则 
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COSnz 


COST — COSze sinzx: < 2n. (Fejer. 1916) 


提示 :因为 cosnxs 一 0, 所 以 ，| cosnz | 一 | cosnz 一 cosnzs | 妇 2| sin ez 一 于 | ,再 


利用 | cosx 一 coszx | 一 2| sin He Tsin eT | 和 | sinnx | 和 2 |sinz | 即 可 得 证 . 


62. [IMOJ. 设 f(x) = 1 一 acosx 一 bsinx 一 Acos2x 一 Bsin2x 之 0, 则 
2 二 了 2ATB C1. 


证 1 令 r= 二 Va’: 十 WW ,R 二 VA 十 B’， 


Qa b A . B 
,2 -= 一 一 一 二 一 ,由 
cosa 一 一 ,sina 一 一 ,C0S28 一 车 'Sin2p 二 井 ; 则 


fx) = 1—rcos(r—a)— Reos2(x—B). 

考虑 f(a 十 C(x/4)) 和 fla 一 (x/4)), 可 证 a 十 之 2; 考 虑 了 (8B 十 x) 和 /CB), 可 证 
A:++B:<<l. 

证 2 用 反 证 法 : 设 a? 十 5 > 2, 取 一 个 特殊 的 z ,使 fzo) 二 0, 这 只 要 当 sin2(a 一 
户主 0 时 , 取 zxo 二 a 一 (x/4) 而 当 sin2(e 一 D) 过 0 时 , 取 zo 二 a 十 (x/4). 同 理 , 设 A? 十 
B’ 汪 >1, 取 zo 二 Bp 或 x 十 B 使 f(zxo) 二 0. 这些 都 与 假设 矛盾 . 

63,， 设 f(x) = acos2z 十 2pcosxzsinz 十 csin2z, 刚 


壮 (z 十 一 + (F< fC) 达 坟 (a+ 十 f+. 
a—ce 2b 
VA 二 Cac)? V45 + (ae) 
则 仅 当 2z = 王 B 时 .右边 的 等 号 成 立 ,而 仅 当 2z == 8 十 x 时 ,左边 的 等 号 成 立 ( 除 去 5 二 0， 
4 二 < 的 情形 ). 


提示 :将 f(x) 变形 为 f(x) = (e+) 十 bsin2zx 十 去 (4 一 c)cos2x. 


记 cosB 二 


9 sin8 一 


64. Makouski 不 等 式 : 若 z,y，,a 为 实数 ,c > 0, 则 

(一 J)?sina 十 (z 十 人 ?zcosa 扫 (1 十 c| cos2a |) 7x’ 十 1 十 过 | cos2a | ?和 
(1 十 OX? 十 (1 十 0)y. 

65. | sinz 一 siny | 和 受 | x—y|, | cosz 一 cosy | 有 委 | 工 一 y ]， 

66. 设 0 过 zy 委 r, 则 | cosx 一 cosy | 之 | x 一 y| wsinzsiny. 

67. (1) 设 a,b;c > 0 且 acos:z 十 bsin?z 过 cy 则 Vacos:x Vbsin’ x Ve. 


(2) | acosBz + bsingr | 委 Va +b. 
68. 0 一 (sinz)s 二 (cosz)* 扫 1. 


< 妇 (sinz)3 十 (cosz) 之 1， (0< 雪 > 


从 


1 
V2 
令 t1 二 sinz 十 coszy 则 1 过 上 过 vV2. 
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fx) = (sinz)’ 十 (ecosz): 一 t[1 一 广 C 一 1D] = g(t), 


求 g(2) 在 [1,V2] 上 的 最 大 最 小 值 ， 
70, 2 < (Csinz)2 二 (cosr)” EN: 
提示 :用 数学 归纳 法 证 明 . 
71. 当 z 为 锐角 ,n 汪 2 时 ,有 (sinzx)" 十 (cosx)" < 到 1， 


72. (〈sinzcosz) <& (sinz)™ + (cosz)'. 


73， 设 0<z 和 x 人 kD 且 > xz = x, 则 


0， 7 一， 
>) (sinze)2 < J2， 7 一 2， 
9/4， 7 之 3. 


提示 : 令 y; 二 2xi; 则 》) ys 二 25,0 过 yi 声 27, 问 题 转化 为 求 (n 一 Dy cosyi)/2 的 最 
大 值 . 当 7 之 4 时 ,由 条 件 知 ,不 妨 设 1 十 yz 委 < r, 于是， 


V1 eos 1 2 


cosyi 十 cosys 一 2cos 


2 
之 ?| os 交 z] 一 cos0 十 cos(yi 十 yz )， 


于 是 总 可 设 y1 二 0, 由 逐步 调整 原理 ,转化 为 ,ye，…，,y 中 至 多 只 有 三 个 不 为 零 . 


74. (sinz)” (cosx)” < 三. 


提示 :利用 几何 一 算术 平均 不 等 式 . 
75. 设 p 之 0,g 记 0,0 二 x 过 x/2, 则 


p? 9 172 


< (tm 


< (Csinz)2 (coOsx)” 


Pia 一 三 人 , 则 xc 十 8 三 1.0<c:8 一 1 利用 zz) = 1lnz 在 (0,o0) 


内 的 凸 性 , 令 zi = Bsint rz 一 二 cos*z, 代 和 Jensen 不 等 式 :of (zm) 十 8 (zs) < for 


76,。 LMCMIJ. 设 z,y 为 正 数 . x 为 实数 , 则 
人 sina cam 二 Zz 十 y. 


77. 设 0 二 A,B,C 二 三 2 ， 则 


(1) [MCM]. 若 sin:A 十 sin:B 十 sin:C 二 1, 则 
六 二 A 二 BB 十 CC 过 < 3arcsin < 3 .([38]1360) 


(2) ”车 cos:A 十 cos*:B 十 cos:C 二 1, 则 EATBHCA. 


提示 :为 证 (1) ,可 作 一 长 方 体 ,利用 三 面 角 中 两 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 角 . (2) 的 
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证 明 与 (1) 类 似 . (1350]1983,2:30 一 31) 
78. [MCM]. 设 0 二 zx 二 x/2,; 则 
(2n 二 1) (sinz)”(l1— sinz) < 1— (sinz)”™!, 
提示 :因为 0< sinz 二 1, 所 以 , 当 k 之 n 时 ,有 (sinz)*"* 十 (sinz)* > 2(sinz)" ,依次 
令 & 二 0,1,…,n 一 1, 然 后 相 加 即 得 . 
79. 设 0 二 om 二 zk 二 1,…,n, 则 


(1) | sin( DJ)o) |< >)sinak < nsin(T Bas). 
C2) Deosas < ncos( Ba). 

C3) [MCM]. CIT sine)” < sin(T DDa,). 

(4) (|[| eosa)'” < cos(= Das). 


sin(l Dla) 
2a) 
以 上 均 仅 当 a 一 … = a, 时 等 号 成 立 . 
提示 :用 数学 归纳 法 或 用 凸 函数 Jensen 不 等 式 . 例如 为 证 (5) ,可 考虑 g(z) 一 In sinz 


(5) [mcu] (IT Ge)) 
k 


在 (0,x) 上 的 凸 性 ,也 可 用 逐步 调整 法 . 
注 ww 一 = 时 ,有 J[eos 到 > 3 
80. 设 0 二 zx 二 x/2, 则 (sinzx)! 27 十 (coszr)!T%%7 > V2. 
提示 :考虑 f(x) = x 在 (0, 十 co) 上 的 凸 性 ,有 


2 -2 2 
Csin?z)wr 十 (cosiz)wr 之 2A4, 式 中 A 一 S27. 


81. 若 0 二 xz 二 x/4, 则 


(sinx)” < (coszr)™, 


当 r/4<<z<r/2 时 ,不 等 号 反 向 , 即 (cosz)s < (cosz)esz < (Csinz)eosz， 


提示 :f(x) = (sinzx)”™ 在 (0, 访 ) 上 递增 . 


82. (sinz)snz < (cosz)es 0 过 ze 于 ([305]1992,9.873) 


83. 设 0 二 zx 二 xz/4, 则 sinz << cosz 过 ctgr. 
84. 当 0 二 x 二 x/4, 有 
SinZ 十 cosY 之 tgz 二 coszx < ctgZz 十 Sinz < tgz 十 ctgz; 
而 当 x/4 过 x 过 x/2 时 ,有 
sinz 十 cosZz << ctgZz 十 sinr < tgzt cosr < tgz 十 etgz. 
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85. [MCMj. 设 非 负数 a,B,y 之 和 为 x/2, 则 
1 二 cosa 十 cos8 十 cosy 一 (sina 十 sin8 十 siny) 二 3CV3 一 1)72. 
提示 :利用 cosa 一 sina 二 V2cos(a 十 (r/4)) ,将 中 间 表 达 式 化 为 
VZ3Fcos(a 十 r/4) 十 2sin(e/2)cos((8 一 7)/2)]. 
或 者 由 于 a,8,7 的 对 称 性 ,用 局 部 固定 法 求 中 间 表 达 式 的 极 值 , 将 中 间 表 达 式 记 为 y 则 


y 一 2cos“ 林 Ccos FE sin £28) 十 cosy 一 Siny. 


从 0 二 (Co 十 有 /2 去 r/4, 知 cos& 了 -sin 了 A>> 0， 


所 以 固定 7, 当 a 一 B 时 ,cos2 了 6 一 1,y 有 最 大 值 , 由 ca,8,7y 的 对 称 性 , 当 c 一 8 一 7 一 /6 


时 ,> 有 最 大 值 3(W3 一 1)/2. 同 理 可 证 y1 

86, 2V3 S33 4， 0<zr< rn/2. 

87. [MCM]J. | sinz | 二 | sin(z 十 1) | 十 | sin(z + 2) |> 8/5. 
从 而 可 以 证 明 


3 


2) | sing |> 8n/5. 


k=1 


88， 5 和) 一 3z,(z > 0). 


k=1 
证 Vz0, 取 满足 n 一 1 过 二 A > (Re) = > 十 >， 一 二 J， 
k=n 
利用 | sinz | 和 | z | ,得 到 
坪 < 


3 一 1 oo 
< EE) = De I 委 了 < 一 < 27， 


Ek 
让 =1 大 二 n 
89. 若 5 有 


一 bsin2(8 一 多 ) 3 < (sin fz) > bisinCka 十 DDz< 委 bcos:(p8 一 多 ) 元 
k=0 


90, Dy cosla 一 Qi) 之 一 也， 
jk 2 


实际 上 ,我 们 可 以 证 明 更 一 般 的 不 等 式 : 设 wz 过 & 近 7 加 都 是 任意 实数 , 则 
(1) D) Deosca, 一 a;) 守 0 


a 


(2) 2 了 > rezjicos(aa 一 aj;) 一 (Dzricosar)? 十 (Dx,sinas)? 宇 0 


k=l j=1 
91. [LMCU]. (1) 设 0 过 xz 志 2x; 则 
TIcsinzz) < 3)". 
k=0 4 
提示 :用 归纳 法 证 明 
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an 
fz) =| (sinz)* (TIsin2*z)’sin(2"x) | 在 二 一 全 处 有 极 大 值 . ([66]432) 


k=1 


92. (1) 设 al(k) 一 (2/3)[1 一 到 ],8Ck) = 1—a(k)/2,g(7x) 一 sinz(sin2z)22 ， 


f(x) = TI [gc ey Lsin(2"z)]. (1. 9) 
k=1 
则 1 7 < 2 cE). (1.10) 


由 此 推出 , 当 (1.9) 式 中 f(z) 换 成 f(x) 一 JT sinC2*z) 时 ,(1. 10) 式 仍 成 立 .. 
(2) 设 工 sy EE [0, 却 ], 则 


| [| sinz; — TH siny; | 委 1 一 ( 工 )"; | Tl eoszxi — Tl eosy; |<1— (3.)". 
*=1 £=1 2 上 ==1 k=1 4 
([345]1993,12:49) 
(3) 设 .zyyyz € R11, 则 


(sinz)2cosy 十 (siny)2zcosz 十 (sinz)2zcosZz < > (1993 年 全 俄 19 届 数 学 竞赛 试题 ) 


陈 计 将 上 界 改 进 为 二 , 仅 当 (cosz,cosy,cosz) 一 (1,0 ,二 ), 或 (0, 广 ,1 ,或 (于 ,1,0) 
时 等 号 成 立 , 并 推广 为 :V zt € R'.n 之 2, 下 式 成 立 


> (sinzi )’ coszit < 扫 六 

式 中 zur 二 Zi1; 且 当 4 为 奇数 时 不 等 号 是 严格 的 . ([345]1995,9;28 ~ 29) 

(4) ” 设 z,y 守 0,X 十 y= 二 as0 太 a 护 X. f(x,y) 一 (sinz) + (siny)’ 十 2Csinzsiny。 
则 当 C 之 cosa 时 ， 

(sina)’ < fx,y) SQ (lO) — cosa). 

而 当 C < cosa 时 ,以 上 不 等 号 全 部 反 向 . 

提示 :f(x,y) 的 表达 式 可 变形 为 

zyy) 一 (sina)2 十 2(C 一 cosa)sinzsiny = (sina)2 十 (C 一 cosa)[Lcos(z 一 y) 一 cos( 工 
十 y)].([371]1992 ,65(5) :349 ,354) 

93， 设 0 二 6 一 a 二 x; 则 


max | 1+acosz+ psinz |> (tg 村人. 


azs8 
n 


94. [MCM]. 若 0 二 zx 二 x/6;, 则 2 (sinz)*! 十 2 (tgzx)* < 地 
下 一 1 


k=1 


95， 设 0 过 zi 过 之 zs 过 /2, 则 


>， Sinzk 
> | COSZ8 


tgZl ~ < tgZn。 
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提示 :利用 在 (0,2> ) 内 sinz 严格 递增 和 cosz 严格 递减 ,有 
7SinZzl < Dy) sinzs < nsinz,; 72COSZI > DJ cosz, > ncosz,. 


96. 若 [] tges 二 1, 则 T] sinas 扫 2-”2 ， 
k=1 k=1 


仅 当 CA 一 Ck 一 7 时 等 号 成 立 . 


证 从 假设 ， [jsinw = Jlecosax， 所 以 ， (Tsinc ) = |] csinw cosa) 
2 一 (sin2w) < 2™. 


97， 设 0 二 a,B,7Y < x/2, 则 
(1) tgalctgB+ ctgy) + tgB(ctga 十 ctgy) 十 tgy(ctga 十 ctgp) > 6. 


提示 :不 等 式 左边 = (1Ee 十 tg6) + (tc 十 塌 (186 187Y) >>3x2—6. 
tgp8 tga tgy tga tgy tgB 


(2) tgia tg:B+ tgy 之 tgpBtgy 十 tgytga 十 tgatgB. 
(3) ”车 加 上 条 件 cosza 十 cos28- 二 ecos2y 一 1, 则 
tga + tgB+ tgy > ctga 十 ctg8 十 ctgy， 
cosa 十 cos8 十 cosy < cos(e 一 有 8 十 cos(8 一 7) 士 cos(Y 一 oa). 
〈L345]1989,6:32) 
(4) “车 加 上 条 件 (sina)s 十 (sin8): 十 (siny): = 1, 则 


| 


tgia 十 tg:B 十 tg:y 之 3. 


98. 车 0 之 a 7/2,1 家 n,n 之 3, 且 》lcos?as 一 1, 则 
k=1 


Dtgas > (nC— 1) > ectga:. (L305]1982,89:601) 
99.。 [MCMj. 设 0 二 zx 二 zy 则 2sin 2z < ctg(zx/2). 
仅 当 z = x/3 时 等 号 成 立 . 
100. Djokovic 不 等 式 : 设 0 二 x 过 x/6, 则 


z+ < tgx 之 z 十 和 x. 
注 ”左边 的 不 等 式 对 于 0 二 zx 二 x/2 也 成 立 , 而 右边 的 不 等 式 可 推广 为 :车 0 二 zx 二 a 
三 x/2, 则 tgz 之 Zz 十 f(a)xi, 式 中 f(a) 的 最 佳 值 为 f(a) = 可 特别 , 当 wa 一 人 时 ， 


fiw) 二 . 
9 
101. 设 0 二 zx 二 1, 则 
Zz<tgz 所 -一 二 
] 一 并 ? 


102. Becker-Stark 不 等 式 : 设 0 一 二 一 1, 则 
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4 工 区 区 ， 
NTR 82 < 


103. 设 0 二 z 二 7x; 则 


和 . (证明 见 [8]171) 
lz 


(1) [MCMI. ctg 也 尘 1 十 ctgx; 仅 当 工 = 2 时 等 号 成 立 . 


提示 : :ctg 也 三 一 (1 十 ctgz) 一 


一 一 一 1 之 0. 
sinz 


(2) ctg 元 一 ctgz >n. 
注 ”利用 电子 计算 机 每 隔 1” | 


f(x) 一 ctg 工 一 ctgz 一 < 的 值 ， 得 到 f(x) 之 2.2845514 一 f(111°). 


4 + 
([345]1991,7:44 ~ 47,50) 


(3) 设 f(z) = ctgz— ; 则 2Cx) 之 0,k 二 0,1,2,* 


TX 


1 > 1 j 一 站 (之 y? 
提示 :利用 ctgz 一 去 和 (KT Er) Sinz [ln CE) ]. 


(详细 证 明 见 [305]1989,96(7):576 ~ 589) 

104， 设 0 二 zz 过 x/2, 则 

(1) Huygens 不 等 式 :tgz 十 2sinr 盖 3z，tgz 十 sinz > 2x; 
(2) logsinz >> logoosr tgx; 


(3) lnsecz 过 工 sinztgzi 


2 
(4) ctg2z < 2 < 1 十 ctg2z; 
(5) Wilker 不 等 式 : 
(2 


2 
) + > 2 cix’tgz = (ee) 十 到 一 2 < cxitgx. 
z 工 z 


式 中 ,ci = 节 ,。 一 吝 是 最 佳 常数 . ([305]98(3) (1991) :264 ~ 267) 
nT 


、 2c a 
(6) 令 f(a) = (= ) 十 (2) 一 2,a > 0. 朱 灵 证 明 f(a) > 0.([164]37) 


x 工 
我 们 问 ,使 
Cix™*tanz < fla) < Cx*tanz (1.11) 
成 立 的 Ci ,Cs 的 最 佳 值 是 什么 ? 


(7) 设 9 之 0 或 9<<min( 一 1, 一 ( 妆 )) ,Xp 之 0 志和 , 则 


A (车 ) 十 ji(2) >1 (1. 12) 


(8) $e- (dz) +( 所) 一 2, 则 
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© 2 ssinz < g(1) < ( 计 训 )z sinx, (1. 13) 
45 T 


( 王 梓 华 ,、 张 小 明 [351]2006(3) :272 ~ 274) 
@ a 宇 1 时 , g(a) >0 ( 朱 灵 ,[1641]37) 
我 们 问 :使 得 
clziasinz < g(a) < csziesin7 (1. 14) 
成 立 的 Cl ,Cs 的 最 佳 什 是 什么 ? 


《9) 设 0 过 zz 过 享 '1 芝 a 过, 则 


n zx a 
T(E)” +][( ) > 2.([305]116(2)(2009) 问题 11308) 


1 k=1 tanz, 
P 工 
(10) 令 Fa,p) 一 G -0 (sz) ta (tanz) 
QD 着 pp 宇 1, 则 
Gap) 1< ff,p) (1. 15) 


成 立 的 充 要 条 件 是 4 忆 计 ,a 之 [1 一 ( 世 ) ]; 


nT 


@ 车 0 过 p< 全, 则 (1.15) 成 立 的 充 要 条 件 是 a 之 汪 
1 


加 ”车 p 二 0, 则 f(a,p) 之 1 成 立 的 充 要 条 件 是 a 这 过. ( 朱 灵 ,[164]36 一 37) 
(11) 2tg(Cz/2) 有 委 cos2z. 仅 当 并 = x/3 时 等 号 成 立 . 

提示 :用 万 能 代 换 z 二 tg(Cz/2) 化 为 代数 不 等 式 . 

(12) Di secCz/h) 一 ytg(z/ 且 << 7 


105. 设 0<x8<<r/2,0<e 十 8 一/2, 则 tg(e 士 1) > tga tt tgp. 
提示 :tg(c 十 有 ) 一 (tga 十 tgB8) 一 tg(Ca 十 DB)tgatgp. 
106. (1) 设 0 二 zx 二 x/3, 则 


sinzw 
2 十 cos 并 


TT 
~ 3 
(2) 设 0 二 xz 二 7x,; 则 


2 TT 了 < 去 一 ct 二 本 人 7); 


TT I 


RC 


nx 
(2 去 )< secz 一 1< 二 ( Ta) 


TT TX 


工 Nt 1 -2 nx 
©@ 6 (RF)< cscz 元 去 元 ( 3 z): 
《 祁 锋 等 ,Internat. J. Math. Ed. Sci. Tech. 39(2008),384 ~ 389) 
(3) 设 工 为 锐角 ,ap > 0， 则 
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@ <c(secz) 十 BCcscz) ”之 2[ (号 ) 十 (的 了 式 中 p= 2 


于 
n 二 1 


图 a(secr)? blcscr)? 之 2"[ ( 闸 ) + ( 世 ) T , 式 中 4g 一 
(证 明 见 李兵 ,数学 金 刊 ,2008(10):24) 


(4) 设 z 盖 0， 2 0 二 z 这 x , 则 


: 2 
Sin 和 sinz 112 .zx 
DD 一 十 n 一 1 过 > > sin 二. 
并 n 


g=1 Th Tr 


2 Sinzs 1 sinz 
© 27 > )++ 
( 吴 善 和 等 ,[399]22(2009) ,130 ~ 135) 
(5) 设 0<z 委 ?去 斑 , 则 
COSTSiny VY VE 7 /cosz fcosy 
(sinzeosy ) < exp| costz—») ( cosy >) | 


Do 660. 问题 11127) 


n nn yr /kr n 
107. < Dsins) < (2) (3 一) < nn) | < 


(C1) C2) 匡 继 局 F325 ]1999,83,126) 
R/T TN 
(3) (和 龟 纺 )( 包 全 防 ) 宇 训 
108. 设 A ?二 1,A? 二 DAf!i,n 二 0,1,2, 呈 ,Pp 王 1,2,; 则 当 0 过 1 之 zm 一 3， 
k=0 
…, 时 有 
A DA Csinj) < 
109. 设 0 二 zx 二 x/2, 则 
. 并 立 x x 
2 sec 天 csc 天) < sec csc 到 
110. 设 0 二 zx 二 x/2, 则 


sinz 十 cosz 十 tgz 十 ctgz 十 secz 十 cscz 6. 
111. [MCMjJ. 设 0 二 zx 二 x/4, 则 


了 一 半生 > ctgz, 车 下 之 x 之 和, 则 不 等 号 反 向 . 
112. (1) 若 0 二 zx 二 二 2 , 则 tgxz 一 广 (tgz)s < sinz <rx < tgr. 
车 字 达 z 二 2 本 T， 则 左边 不 等 式 反 向 . 


(2) tgzx > 2tg 地 > tg(). 
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(3) 车 r/4 委 工 乏 /2, 则 cscz 一 ctgzV2 一 1. 
113. 设 0 过 zx 过 x/2, 则 


p 9 pig 9 。 po)! 0 = 一 1 » 
(1) (tgz)?* 十 (ctgzx)’ 之 pa (pr » gqg*)',p,g > 0,t 六 二 7 


仅 当 zx 一 arctg (7 4 ): 时 等 号 成 立 . 


(2) D2 tg( 靳 ) 三 2 “ctg( 沪 )， 


(3) secz 十 cscz 之 2V2. 
114. 设 0 二 a 过 8 之 x/2,; 则 
(1) sin8 一 sinae < Bb—a < tgB ~ tga. 
提示 :利用 cosz < 1 < secz(0< 工 二 r/2), 从 a 到 8 积分 ,也 可 用 单位 圆 证 . 
(2) secza < = << sec2 8. 
一 G 


115. 0<a<r/2,0< 工 二 罗 则 ysecae 一 ztge 之 Vy 一 x 
116. 设 tgz 一 atgysa > 0, 则 


tg (zz 一 y) 过 


117、 设 (cosacosB) ! 十 tgatgB 一 tgy, 则 cos27 过 0， 


提示 :因为 cosy 一 二 下 EX ,所 以 ,只 要 证 1 一 (te 云 0. 再 利用 条 件 ,归结 为 证 明 


cosacosB < 1 singsing. 


118. 设 0 声 cp,7Y< 工 , 且 w 十 8 十 7 一 x/2, 则 


4V3， 
3. 


Vtgatg8 十 5 十 Vtgptgy 十 5 十 Vtgytgat 5 < 
1 -tg3z 
3 < tgz < 


1 sec x — tgx 
。 之 之 ; 
119 (1) 3 到 Sec Ftgr 六 3 (2) 


120. (atgzx)’ + (bctgz)’ 之 2ab. 
提示 :(atgzx)? 十 (bctgzx)? 一 2028 = (atgx — bctgzx)’. 
4 1 
4 2) (sinak)8 加 
121. 设 0<w 科 车 , 则 可 tanw 和 | 全 一 一 | . 
k=] 


>) (cosas)s 
&=1 
122. 设 实数 ai,BCl 这 上 过 9) 满足 >》 a 一 > p 一 x, 则 当 as > 之 0 时 ,有 


> cosB/sinas 二 》)ctga (n> 2). (第 29 届 IMO 备 选 题 , 见 [109]1989,7:34 和 
1991,6.41) 


123. 若 a>0>0, 则 asecz 一 Btgz > Va 一. 
提示 : 令 y = asecz 一 btgzx, 则 
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(az 一 刀 )tg2z 一 (2ptgz)y 十 0 一 吧 一 0, 由 判别 式 解 y. 
124. 设 0 二 z 二 7/2,4a,5 放 1, 则 
ab < (sinz)? 。aceeeo 4 (cosz) bs . 

仅 当 工 == arctg Vloga/logb 时 等 号 成 立 . ([348]1989,3:7 ~ 8) 

125. 设 0 二 zx 二 x/2,a,b,p 为 正 数 , 则 

alcscz)?* 二 blsecr)? > (as 十 加)19， 
式 中 gg = 二 2/(p 十 2), 仅 当 xz 二 arctg(a/60)?”? 时 等 号 成 立 ， 

126. Lenhard 不 等 式 : 设 0 过 a 世 x/2,1 志 上 之 n,n 之 3,》)as 一 r 则 对 于 所 有 心 
宇 0 志和 双 ), 有 


Dx? 之 (sec 元 ) > xericosas, (zri 一 1) 《证 明 见 中 学 数学 教学 ,1985 ,1:27) 


1988 年 , 王 振 、 陈 计 作 了 指数 推广 : 设 0 委 mw 志 7/2,1 志 kn,n 这 3, 一 x; 则 
对 任意 zx 人 0,1 委 有 委 mtZo 一 Zi0<dq 委 1, 有 
Dx? > [LsecCrx/m] D> riri cosar)". (L348]1988,12:7) 


1990 年 , 叶 军 证 明 : 设 ”个 实数 B, 满足 >)p 二 (2m 十 Dx Cm€ Zn 之 3),n 个 正 
数 w 满足 >)ou = r, 则 对 任意 实数 zi (1 志和 2). zorl 一 zi 有 


2 (x 十 zhri)ctgas 之 2 了 了 cosB: cscak ， 


仅 当 所 有 zszricosBscosas 相等 时 等 号 成 立 , 作者 还 由 此 证 明了 其 他 三 角 、 几 何不 等 式 . 
([350]1990,1;32 ~ 35) 


127. ”Ozeki 不 等 式 : 对 任意 7 个 实数 zx; (1 过 有 之 nn), 都 有 


Ln 


DE XanTl 过 [cosCrx/n)] > zi. 
k=1 


k=1 
1988 年 ,Mitrinovic,D. S. 证明: 设 A,,… ,4 是 Ri 中 nn 十 1 个 点 ,OO 为 A1Al 的 中 
点 ; 记 Xe 一 OA4， 9 QA 一 人 AiOAAH ?Ek 一 士 1, (1 过 k 二 n) Entl 一 El , 则 


n n 
nT 2 
> exe pri THT hh COSQE 二 (cos 元 7 > EE 
k=1 k=1 


(J. College Arts Sci,Chiba Univ. B. 1988 ,21:19 ~ 21) 


128. 当 0< 二 xz 过 x/2 时 ,有 seczr 十 cscz 十 seczxcscr 之 2(W2 十 1). 
129. logsecz < (1/2)sinztgz (0 < zx < 1/2). 
130. 设 并 委 有 入 3) 为 任意 实数 , 记 zs 一 Ziyzs 二 zy; 则 


3 
Dy cos’ zacse’ (ze — zi) > 2. ([305]1988,95,E3074) 


k=1 


、 1 1 
131, 过 ,由 | 2 六 一 一 一 一 一 一 一 一 一 2 7 
31 设 |z| 委 /2, 则 csc2 ii GR < ser 


2n 


zx (— 1)* XT 
132.。 若 0 过 x+ 志 /2, 则 cscx mri< >， < cscz 十 机 十 7 


R=—2n 之 一 kx 
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注 ”这 两 个 不 等 式 可 用 于 计算 积分 | ，sazd 


133. [MCM] 设 wox EE 50, 总) ,使 得 2 talon 一 至) 之 nn 一 2， 
大 一 】 


则 Ttgas 兰 (m1)". (L348]1999. 1:;44 一 45) 


134. [secz) 一 1]LCecscz) 一 吉之 9 
135. 0 


> yxe(l 一 kt) < 二 [se ec es)]. 
提示 : 作 边 长 为 1 的 正 n 边 形 . (数学 教学 ,1993. 5:39) 
~ 8 2 .3 
136. 设 0 委 上 去 也, 则 z(secz7 一 tgz < rr Er 
证 令 a 二 [C2n 十 DxJ 一 4x?, 则 
~- ~ ~ , 
tgz 一 >) B87 (secz): = (tgx)’ = > ， 8 二 >， 647. 
n=0 Qn n=0 Gn no Qn 


于 是 ， 


2 W647’ 64x? 1 
zlsecz) tg 2 a? < ry (2n + 1) 


2 x Br x 
I Ss < ca Es (L305]1980,87(1):62) 


一 2 (tgx 一 7 
区? 一 4r’ 


Ruehr-Shafer 改进 为 : zsecz) 一 tgz 委 


$2 反 三 角 函 数 不 等 式 


1. 车 0 二 z 之 1, 则 工 之 arcsinz < 于 二 


去 
提示 :利用 arcsinz 的 Taylor 级 数 展开 式 . 
若 一 1 和 爱 工 <V2/2, 则 arcsinz < arccosx; 若 Y2/2 < 工 近 1, 则 不 等 号 反 向 . 
若 0 委 z<1/2, 则 arcsinz < arcsin(]1 一 工 ). 
若 一 1 和 爱 工 <0, 则 arccosx? < arccosx. 

5， 若 0< 之 <, 则 arcsin(z/6) 十 srcsin[273)sinCz/4)] < x/3. (30511991, 
98(1)) 

6. 车 0 二 x 过 1, 则 sin(arccoszx) << arcsin(cosx). 

提示 :利用 三 角 恒 等 式 sin(arccosz) 二 Vi 一 x， 

arcsin(cosz) 一 arcsin[sin(r/2 一 z)] 二 x/2 一 xz ;只 要 证 V1 一 x? < /2 一 并 

7. 当 0 达 zx 攻 1 时 ,有 cos(arcsinx) << arcsin(cosz). 


心 cb 心 
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_ . . x LO 
提示 : 令 工 二 cosa,; 则 arcsin(cosx) 一 cos(arcsinx) 一 一 1~Zzx: = 到 一 (cosa 


十 sing) 一 到 一 VZsin(c 十 卫 ) > 一 V2> 0. 


8. Shafer-Fink 不 等 式 : 


33x NX 
< arcsinz 二 ，(0 雪 过 扩 1). (2. 1) 
2 二 Ml 一 zi 2 十 (Cr 一 2) Vli—zx’ 
改进 : (1) 设 0 达 xz 过 1, 则 
6f(7x) 委 arcsinz < "(V3+ 评 )f Cz). (2. 2) 


式 中 f(x) 一 i+x 一 Vi 一 x .， 6 与 «(V2++ 去 ) 是 最 佳 常数 ( 朱 灵 ,[303]8(2005) ， 
4 十 Vi 十 x 二 Vi 一 xz 


749 ~ 750) 
(2) 设 0 二 zx 二 1, 若 p 守 1, 记 g(x) = (1 一 xz?) 了 , 则 


3z? (xx)? 
DF a) < (arcsinz) < gr Fm 27 gy 


0 灾情 秋装, 则 (2. 3) 中 两 个 不 等 号 均 反 向 ; 若 户 < 0, 则 (2. 3) 式 中 左边 不 等 式 成 


立 . ( 朱 灵 ,[164]38) 
(3) 设 0 二 zx 二 1, 令 
fx) = (Viz— Viz)?, g(x) = (Vizx+ Vi—z)*, 
则 当 p 写 1 时 ,下 式 成 立 


3 XxX 2?f (zx) . p (2n)*f (x) 
有 十) < (arcsinz) < Tp Tn 07 gz) 


若 0 之 之 竺 , 则 (2.4) 中 两 个 不 等 号 均 反 向 ;车 一 0, 则 (2.4) 式 中 左边 不 等 式 成 
立 .( 朱 灵 ,[164]39) 


(2.3) 


(2. 4) 


9. (1) 设 0 和 zz 去 1 令 Fz) = 一 一 1 一 , 则 
全 上 了 了 7 
6f (zx) 二 arccosz < "(V2+ 于)7z)， (2. 5) 


( 姜 卫 东 、 华 云 ,[402]2007(4);152 一 154 和 2009(2) :212 一 214, 另 网 [344]2009(2) ， 
212 ~ 214) 
(2) 设 0 二 zx 二 1, 令 g(x) 二 (1 一 zx) 人 ,f(zx) = 二 (十 zx) 了, 则 当 p 汪 1 时 ， 


3 Xx 2?g (zx) < 一 (arccosz)? < 一 (2r)?g (Cz) . 
(2 V2)? + f(x) (2 V2)? + Cr — 27) fz) 


若 0 过 思 之 后, 则 (2.6) 式 中 两 个 不 等 号 均 反 向 ;车 二 0, 则 (2.6) 式 中 左边 不 等 式 
成 立 .( 朱 灵 ,[164]38) 


(2. 6) 
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(3) “Carison 不 等 式 : 当 0 之 zx 二 1 时 ,有 


三 -一 3 /— 
— 6vi—z < arccosz < Me" V1 z. (2.7) 
2V2 十 Vili 十 文 (1 十 Z) 
2|zx| 
10， | arctgz | 二 一 一 一 <2., 
1 二 Vl+x’ 
11. | arctgz 一 arctgy [< 2 | arctg ”7 |<|Iz—yl. 


12. ”Rangarajan 不 等 式 : 设 zx < yzy 之 一 1, 则 


arctgy 一 arctgrz << 工 。 >— .([4]462) 
2 VOUTz Oty) 


13. 设 x 0, 则 


(1) << arctgZ < 工 ， (2) 并 一 2/3 < arctgz << x. 


之 
1 二 zx? 
8z 8 并 


一 一 一生 <arctgz < 。 
3+ /25+ (DO) 3+ /25 + (236)z 
工 


〈 朱 灵 ,[302]j12(2008) ,571 一 574) 
(4) ” 设 0< 二 a 过 b,c 之 0, 则 


(3) 


4 十 < 二 a 去 、 cx 
5 二 <) Cat barctg (5 ) 之 本. 
( 李 大 了 矛 等 ,[351]2007(2)7 ;168 ~ 172) 
(5) (zx li)arctgz>1. (rx>0) 


(a 十 5 十 2c) arctg( 


(6) 设 z>0aw>0, 则 (到 一 arctgz ") < x. 
14， 设 工 二 0, 则 去 In(1 十 xz?》 < arctgz 过 (1 十 x)ln(l 十 zx); 


而 当 记 达 zx 之 1 时 ,有 arctgz 之 In(l 十 Zz) 一 1n2 二 (x/4). 


15.。 [LMCM]. 设 z,y,z 为 正 数 , 且 arctgz 十 arctgy 十 arctgz 过 x. 则 
Zyz < 志 工 十 yy 十 z。 


16， 设 0 < 过 于 .了 D(Csina)? = 1, 则 > au 芭 narcsin 二 ( 程 车 礼 ,[348]2000， 
k=1 k=1 n 


5;25 ~ 26) 


$3 ”指数 与 对 数 函 数 不 等 式 


l. 设 z 关 0; 则 er 守 1 十 x. 
一 般 地 , 当 为 奇数 时 ,对 于 所 有 z 二 0; 不 等 式 。 > 1 十 六 车 成立 . 
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当 为 偶数 时 ,此 式 仅 对 于 x 之 0 成立, 而 当 < 0 时 ,不 等 号 反 向 ,可 由 此 证 明 方程 


2n 


k 
辣 一 0 没有 实 根 . 
k=0 RR: 
、 二 _ Xl 1 
2. 设 0 二 z 志 1, 则 er>>(1 2) 之 了 一 了 


3， 若 z 二 1,z 关 0; 则 
(1) eC 过 (zr)!; (2) rz<e—1l1<r/(— 2x). 
4. 设 0 二 zx 过 1.5936, 则 ee 过 1 一 《zx/2). 
1—z 
1 二 +z 
6. ”利用 连 分 式 理论 ,容易 求 出 . 

fi(z) = 932, fu(z) 一 起 十 2 二 


5.、 设 z>0, 则 < e 


2 一 2 一 6z 十 z2 
f(z) = 120 十 60z 十 12x 十 23 ,PCz) = 1680 十 840zx 十 180zx? 十 20z3 十 切 J 
120 一 60z 十 12z2 一 并 1680 一 840 六 十 180z2 一 20z; 十 x 
都 是 e- 的 越 来 越 精确 的 有 理 逼 近 式 . 
7. |e—1|<Ilzx|e",rE€R. 


8. 令 S,(z) 二 >) (zt/RIDzm0, 则 


k=0 
(1) Sewell 不 等 式 :0 之 e* 一 S,(x) 声 (zx/n)e”. 
(2) 0 过 eC 一 (二 zr/n)" rne,(|z |n). 


(3) | G 十 至 ) 一 Si(z) <, (0 < zr. 


(4) 车 0 二 zx 过 cc; 则 


x"t! 二 本 S 一 _ x! 
Mri Ee FT 


特别 , 当 x= 二 1 时 ,有 


1 Sl 3 
iD < A 


注 ”左边 不 等 式 对 于 所 有 正 数 工 成 立 , 而 当 0 < 过 xz 二 nn 十 1 时 ,右边 不 等 式 可 改进 为 


zx"! 


“ST Da 


特别 , 当 n 一 1 时 ,有 过 3 二 (0 之 x 过 2), 而 当 n 一 2 时 ,有 


2 2 x? z 
1 十 zx 十 村 委 。 系 1 二 zz 十 柱 十 区 一 (0 委 工 所 3). 
(5) ”车 0 之 x 之 oo,as 一 0G0 一 co), 则 
本 1 | 工 十 wa _ 
e “一 委 一 一 一 一 (1 一 e). 
S(T)| Vonne 2 


(6) 祁 狠 不 等 式 : 设 0 委 z 委 c, 则 
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[Ga 十 1)1o 一 ec 一 Z)zrl  。 四 
cz 十 DG2 十 11 Se Sz) Ta" <0. 


式 中 w 由 递 推 公式 决定 :a_1 一 ea 二 oo 一 (CID mn 0. (〈[331]1997.8:16 ~ 23) 


C 
六 3 
(7) 令 PCz) 一 丘 一 >) 二 
x=0 R: 
gus XT) 一 Pa 一 有 十 2)PGC2 十 有 十 2) fr fan (lz) — [LT 2) f(r) ,zx>0, 则 
当 n 之 >0 时 ,0 之 g(t) gv (7); 当 n> 0N 时 ,gp (7) < 3 [ew (Z) 十 


Bn, (kt2) (7x)]; 
当 1 之 有 & 一 上 之 0 时 ,[Lgusbe(z) 下 < gra CT) gn ,CT). 
证 明 上 述 不 等 式 的 基本 工具 是 f, (zx) 的 积分 表示 : 


1 al XC—t) ~ 
万 (Cz) 一 区 mtvitit? z| pe dz]. ([301]1993,179C2) :500 ~ 506) 
(8) 设 z 宇 0,0 牵 p 达 1, 则 
2n 21+1 
(一 ZX)* XP re (一 TI)* rit2ntl 
i rom) < < +rgranta 
式 中 (Pp 十 n) 为 Gamma 函数 ， 特别 地 ， 当 ?7 二 0 时 ,得 到 
2 一 1 
2 ~ 挟 zz <> 所 和 -.([30511980,87:290 ~ 292) 
(9) 令 P,(z) 一 » 其 ， Q(x) = a 
lim {， max [le*— [LP,(Czx)T | ”= 1/2; lim (x max |e 一 LQz) |)= 2/e.( 张 
Noo no0 0 和 IT<Coo 
宝林 [345]1983,7 26 ~ 28) 
、 1< nn 
9.， 设 P,(x) = 南 之 22 一 人 1 a 
zs 是 P,( 一 zx) 的 最 小 正 零 点 , 则 e= 的 有 理 通 近 为 : 
_PaCz) os Pa lr) (0 过 zr). 


也 (一 过 ~ Pin ( 一 工 ) 
10. [LMCU]. (1 十 地 rt) er < G 十 元 )ma 0< zs2, 式 中 nz) 的 最 大 值 


一 zz 一 
为 an (x) 一 InCT + zy 1,8BCz) 的 最 小 值 为 Bo (x) 一 ZX/2. 
11. 当 0 二 x 二 nn 时 ,有 
(十 并 ) < 一 ee 一 (1 一 工 ) 一 . 
n n 
由 此 易 求 得 2.5<e<2.99. 
注 当 z>>0 时 ,om(z) = (1 十 寺 ) 递增 ,而 zx>>2,n 之 -这 5 十 1 时 ,b,(x) 一 (1 


二 2 递增 ,而 0 二 xz 二 2 时 ,6,(x) 递减 . 
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提示 :考虑 g(2) 一 (1 十 地 于 ): 和 有 CD) 二 (1 十 元 二 )ea 的 导数 . 
12. (1) 对 于 所 有 实数 过, 成立 
e+ ) “<(l 十 站)" 过 er. 
特别 ,了 到 zz 二 1, 得 e(l 十 1/W) 7 之 避 十 1/n)" < 之 e 之 忆 十 7)™， 
由 此 也 可 以 证 明 


lim(1 十 二 六 一 一 @” 


提示 :考虑 函数 f,(1) = tin( 营 ), 当 zt > 0 时 的 极 值 . ([30531986,93(8):634 ~ 640 
和 1989,96(4) ;354) 


(2) 设 zsa 守 0; 令 f(z) = [az 十 oa]2sg(Cz) = [alx 十 多 十 六 zx], 则 


CD g(x) 


1+) 过 eC 过 (1 十 云 ) 


1 
12x? 十 12x 十 3 


13. (1) 设 z 盖 0, 令 f(x) 一 十 1,g(X) 一 二 1, 则 


1 
12z(z 十 1) 


ef 中 过 (十 一 一) es (Sandor,]. ,Debnath,L.{[301]2000,249(2).569 ~ 582) 


中 | — 


2(z 十 1) 
2(z 十 1) 一 1】 


1  ) 
2Cz 十 1) 


证 令 g(Cz) 一 


1 十 - 二 ,证明 g(xX) 六 0,( 杨 必 成 ,[30111999,234: 


717 ~ 722) 


6e 1 \™ 7e 上 
(3) 31 < (+ x ) < Tis (x > 0). ([301]252(2000) ,994 ~ 


998) 


(4) 设 工 二 0， > 交 , 则 
工 = 1 “ 
1 十 一 < 人 1 一 一 一 全 一 工 | 
(a) 2cz 十 笃 十 亏 


式 中 , 竺 十 33 十 1 是 最 佳 常 数 . 〈 朱 灵 ,[302]2007:ID84104) 


(5)” 设 工 为 实数 ,a 宇 2. 则 
ce 十 ec 于 一 2 过 (ez 十 ce) 一 2".([305]115(2008) ,问题 11369) 
(6)” 设 x 计 0, Bi 为 Bernoulli 数 . 则 


> 训 


271m—1 
2k __ Bz 2 
T 二 二 一 一 一 人 (1 3 )= 2 OEY TT ([3011324(2)(2006) :1 458 1 461) 
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(7) Hoélder 不 等 式 : 设 {a,} 为 非 负数 列 , 且 > ,as 一 1， Xk 各 R’, 则 


exp( Dj ars ) 委 Da exp (x ). 
k=1 k=1 


14. 设 过 之 0, 则 


ee 


ly bs 
(1 二 +)” = el 2 CE) 


1 __1 ,1 bn 
- 式 中 局 一 于 ,on 一 TF 二 之 7 12， 
证 令 jz 一 (十 地) 一 区 


(1—y) 7,0<y<1, 


则 f(z) = (1 一 3, 令 g(y) -| 
es, 3 一 0. 


p(y) 一 Ing(y) = (1 nl y). 由 Taylor 公式 ;In(1 一 yy) 一 >) Ty 
R=1 
, 1 1 "1 
(y) = 二 In(1 ) 十 一 一 一 本 久生 2 ， 
于 是 9 (y) 二 In(1 一) 十 局 和 2 zy 
pg'™(y) 一 一 >， (k— 2) Ck 4 1) cmt ,MN 一 2,3，…， 
并 一 zz 十 工 


wa mv 、 (一 1 加 
多 ”0) = limg™ (y) = 从 p(y) = lng(y)， 


wm 
g (Cy) 一 BC) CD) EC 一 (gp )™ — >) | gg Cpl) 


k=0 


2 Ck) 
由 Taylor 公式 :gy) 一 > EY. 另 一 方面 ， 
k=0 ， 


8 = (+E) 一 < 一 by = et Db, 
上 二 1 k=1 


(Ck) 
比较 以 上 两 式 , 得 8£(0) = bo = e,b, = 2 于 是 一 (2 十 1)1! 四 一 《god (0) 一 
3 ， go (0)peere (0) ,由 此 即 得 所 需 的 结果 . 
k=-0 
推论 x 汪 0 时 


1 1 
1. 


1 1 
(ti) < el gra a 10 Ty 


15, (1) 当 z 之 0 时 ,Foz) = (1 十 二 )= 严格 递增 ,而 gCz) = +) 严格 递减 ， 


并 且 
f(x) < e < SCz). 


Ha 


(2) 记 广 (z) = (+ 二) 
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@ 设 x 守 0;, 则 (x) 递增 名 a 过 0,f.(z) 递减 的 充 要 条 件 是 a 之 记 . 


@ 设 z 二 一 1, 则 f(z) 递减 全 ae 过 1,A(Cz) 递增 Sa 六 . ([35112006(4) :355 ~ 
364) 

16.、 [MCU]J., 对 任意 实数 z,a, 有 (1 一 xX 十 a)e” 魏 e. 

提示 : 令 f(x) = (1 一 z 十 a)er,F(a) = 0,f”(a) < 0.([661301 ~ 302) 

17， 对 于 任意 实数 zx, 有 :(1) |e 一 1 一 zx | 坟 (zx’/2)e'*l. 


(2) |er(zz 一 6z 十 12) 一 (zz 十 6z 十 12) | 志 (1/60) | z |;el*. 
18, 设 a 盖 0,z 0, 则 


特别 , 取 a 一 1, 得 生产 e' xXx,; 仅 当 z 二 1 时 等 号 成 立 . 
19， 设 z 盖 0, 则 zx: 过 er 之 es，r”， 
左边 不 等 式 仅 当 zz 一 e 时 等 号 成 立 ,右边 不 等 式 仅 当 == 1 时 等 号 成 立 . 
20. 设 0 二 zx 二 e, 则 (e 一 Zz) 之 (e 十 Xx). 
21. 设 z,y 为 正 数 , 则 


exp (z+ 5)< C+ 至 ) < ee. 


特别 , 当 y 二 1 时 ,有 exp (Tz)< 1 十 xz 注意 此 不 等 式 对 于 工 盖 一 1,z 关 0 仍 成 立 . 


一 并 
22. exp(T=z)< 1 <7 < 1, 工 天 0). 


23. 设 刀 9>>01/2 二 LI 一 1 则 ex 1 yer se Ce RD 


2 
提示 : 令 f(x) 一 In(Se” 十 ee ) ar) . 


只 要 证 明 , 当 zx 之 0 时 ,二 阶 导 数 f(x) 过 0, 从 而 推出 Cz) 委 0. 
24. 设 0<zp<1,p 十 一 1,zy>1, 则 (1 一 加 )> 十 (1 一 0 之 |. 
/kt 1 
25., “1 一 < 一- 一， 
(21) Vonk 
26. [MCU].z 守 一 1,zx 关 0 时 ,有 ee 之 1 十 ln(1 十 xx)， 
而 当 zx 渤 0 时 ,有 e* 守 1 十 (十 x)1ln(l1 十 x). 
27. [MCU]. 对 于 所 有 实数 z， 
Fe to) Se (3.1) 
成 立 的 充 要 条 件 是 c 1/2. 


证 ” 设 (3. 1) 式 成 立 , 则 利用 指数 函数 的 宪 级 数 展开 式 ,有 


2 


a 2n 
Oe” 一 (+o) = Ce 一 去 ) 2 由 此 可 推出 c 之 六 
3 一】 机 
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反之 , 若 C 之 1/2, 则 
X27 


1 四 2n 2 2 
zx zx — 立 -一 < . 
也 (er 十 ez) 一 2 C1 过 2 到 .7 expkzZ2/2) < exp(Ccz ) 


([305]1981,88(8) :605 一 612) 
28. 设 z>0, 则 
3 工 工 十 er 


< ， 
es 一 1 e2f 十 ez 


29， 设 z 尖 yy, 则 

(1) [MCU]. exp(2F 2) < < ye te). 

提示 :利用 第 七 章 $ 1 的 Hadamard 不 等 式 . 

(2) 设 0 二 zz 之 yy 之 1, f(x) = [e*— rxexp( 一 1/7z)1]/(1 一 xXx),; 则 
1< f(x) 二 f(y) 二 3/e(Mond,B. 等 ,[404](5)2000,1(1):57 一 58) 
30. Toader 不 等 式 : 


< 二 2 一 (rz De (yDe” 


eE@7 一 6@> 

式 中 z,y 是 不 相等 的 实数 . 

31. 2/e 过 a 让 十 a 之 1,(0< 之 a 过 1). 

证 令 f(z) = 十 zx)zx 广 ,0 过 zx 过 1, 用 取 对 数 法 证 明了 ‘(x) 二 0, 从 而 

2/e = lim f(z) < Fr) < limflr) 一 1 

32. 设 a 放 ex, 则 a 半 z,(a 计 0,a 关 1). 

33. 设 4a 沁 2,zx 这 0; 则 a 十 a 之 am#, 仅 当 a = 二 2 及 xz 二 1 时 等 号 成 立 . 

证 令 f(z,a) = (qr 十 ql)a 113, 注意 到 f(zx,a) = 二 了 f(1/zya), 因 此 ,只 要 证 x 之 
1 时 ,f(x,a) 之 1. 再 注意 到 对 于 每 个 x, f(x,a) 是 a 的 严格 递减 函数 ,从 而 只 要 证 对 于 之 
汪 > 1, 有 f(z,2) 过 1. 为 此 ,只 要 证 zz 之 1 时 ,F(z) = 27f(x,2) 一 2 二 0, 由 F(z) = 
2 (ln2)g(1/zx) ,只 要 证 xz 沁 1 时,g(1/z) 二 0, 间 题 归 结 为 证 0 二 1 二 1 时 ,g(t) 是 严格 
的 是 函数 ,而 这 可 由 g (z) > 0 得 证 . 

34. 设 z 之 1,[Lxj 是 不 超过 zx 的 最 大 整数 , 则 


XT px XT 

(ITE) <7<(tE+D) 
提示 :用 Bernoulli 不 等 式 . 
35， 设 z1,4 宇 1/3, 则 


Lzt1] 


aVF 二 (1 ES) < et, (F305]1993,100(2)) 


36. 令 f(zx)==e* 一 (1 一 之 )*， 


a 
(1) 车 a 宇 1, | 工 | 志 a, 则 
2 e 
a 


0 委 zz) 魏 


2 
.特别 ,0 入 e 一 (1 一 二) 过 eT. 
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(2) 若 0 志 zx 过 asa 之 2, 则 
0 过 f(x) 声 Te 
2a 
(3) ” 若 0 志 xz 过 asa 之 0, 则 
0 委 f(r) < Zz/(2a). 
37. (1) Hardy 不 等 式 , 设 Ty 均 为 正 数 , 则 
l—e™” 1 1 
0 TY < 12 
提示 : 令 f(z) = 一. 二 一 二 一 务 , 则 所 证 不 等 式 等 价 于 f(x) 十 /(y) < 1. 注意 到 
f(z) 过 1/2, 即 可 得 证 . ([317]1936,11:167 一 170) 
(2) ” 设 0 二 zz 二 1, 则 存在 正 数 c, 使 得 
1 E 


1 
se 


提示 :利用 
zx/2 zx/ 2 vZ 2 /Ts oe ; 
Et oe rt) + + .([L76 1217) 
在 本 书 第 三 版 中 ,我 们 问 :c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
2006 年 , 谢 子 填 . 刘 幸 东 证 明 c 二 十 是 最 佳 值 ,并 进一步 证 明 


x € 1 1 
08 < He ( 十 + 序 


令 f(z) = 二 yz, 求 出 的 渐 近 展开 式 f(z) 二 7 十 auzx 


谢 子 填 证 明 上 述 数 列 {a} 是 交错 级 数 , 且 | a, | 严格 递减 趋 于 零 . 
《2 有 十 1)B2eis 


)= 0. (华南 师范 大 学 学 报 ,2006(4) ;36 一 38) 


RT 
式 中 B; 是 Bernoulli 数 ,从 而 
2(2k 十 1) 
Dn <la |< 了 j ([164]60 ~ 62) 


(3) 利用 Pode 通 近 方法 ,可 以 证 明 当 xz 汪 0 时 ,成 立 


XxX(30 十 21z 十 x?) = Z(6 十 并 ) 


2 6z 十 3z2 
~ < log(l+7z) < “0a For 6 二 47 


2 二 xz “6 十 6z 十 x 
而 当 z > 一 1 时 ,成 立 


bl -logarol< -2 
工 _ 2 
/1 十 z 十 大 [+ (1+rt+i* )| 
(4) 设 0 过 xz 过 1, 则 


< log(l+ x) < (L305]114(2007)(1) 问题 11149) 


本 


1 去 
|z| 位 十 zz 十 元 2 
20 
( ) ([22]667) 


es 


7 < 
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(5) ” 设 0 二 z 二 吕 , 则 


log(1 十 z) > 和 十 2 .([371]80(5)(2007) ,397) 
AMW2(1 十 Z) 十 2 一 2 
(6) -1 1 ll 


BE eit x 
(7)” 设 a,zx > 0, 则 使 不 等 式 log(px) 志 ax’ 十 红 十 c 成 立 的 p 的 最 大 值 是 


一 十 v 六 十 8a (人 )， 
2 8a 


po 


而 且 仅 当 z = 人 YE Ba 时 等 号 成 立 . ( 甘 继 昌 ,Starc. J]. Math. Info. Quar, 


11C4)(2001) ,176 ~ 177) 
{8) [MCU]. 设 0 二 zx 二 1;, 则 
NIT < os 
38， [MCU]. Young 不 等 式 
er 1 十 ylny， rxE€E Ri,y>0, 
zy Je 十 xlnz 一 x， TI 疡 1,y 守 0， 
2 十 xXln(l 十 XxX) 一 1， TX 之 0,y 守 0. 


注 ”由 第 3 章 No. 27,Young 不 等 式 的 积分 形式 ;ap <| Acz)dz 十 | fC)dz. 


令 f(z) 二 1n(1 十 zx),a 二 一 1,6 二 y, 即 可 得 出 xy 过 十 XlInzx 一 xX,(X 守 1,y 守 0). 仪 
当 y = lnz 时 等 号 成 立 . 从 Young 人 


(1) 设 z,y 宇 0,p9>>1 广 十 二 一 lai8g>> 0 有 上 且 (pa)*(qb)? 之 1, 则 


XxXy Sar? 二 by'; 
(2) 设 zy>0, 则 
2zy 二 ee 十 e” :十 zlnz 十 ylny. 
39， 设 a>1z>>0, 则 
一 ljn[1 一 (1 一 e)"] < zx. 


证 令 y= 二 1 一 e,) 则 0 二 y 二 1 一 ln[1 一 (一 er)*] 二 一 ln(1 一 y*) 
a 2 a ~ 2 二 1 一 — 4 一 7x* 
yy 2 < TI [~ In(1— y)] 4 。 


二 二 lnGL+z) <z. 


注意 这 个 不 等 式 的 几 种 常用 变形 ， 
(1) 将 1 十 zx 换 成 zx, 得 到 
1 一 (1/z) <lnzr <zr—1l(r>0,rF 1); 
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(2) 将 < 换 成 < 和 到 汪 


xz <—In(l—z) < ;+ 1. 


一 工 工 lIn(1— x) 


41. 设 工 盖 0, 则 
工 一 (2Z2/2) < ln(1 十 工 ) < 工 . 


上 式 可 改进 为 
27 并 
。 (3. 2) 
, 2 十 工 W1 十 并 
(3.2) 式 等 价 于 下 式 ， 
1 1 
2 nT (3.3) 
上 式 还 可 改进 为 
， 1 2 1 1 
t+) 


提示 :利用 Taylor 展开 式 ，: 


+y 过 yl 
2 1—y 名 驳 一 1 


从 
(yl<1). 令 y = 元 二 二 


_T 1 1 1 1,1 1 
包 (下 二 1C 二 1 天 信 er (了 二 TD 2x zt1” 
42， (1) jn(1 十 x) 的 多 项 式 有 逼近: 设 0 委 过 委 1, 则 


5 
ln(1 十 z) 一 D>)air' 十 Rs (zx). 式 中 | Rs(zx) | 委 1X10-. 
k=1 


ai 一 0. 99949556 ,az 一 一 0.49190896， as 二 0.28947478,a4 一 一 0. 13606275， 
0. 03215845. 进一步 的 结果 见 [101]j68 一 69. 


(2) In(1 十 二 ) 的 多 项 式 通 近 ; 设 x >> 0, 则 
总 2 
md 十 二) 一 症 到 于 


1 2&+1 
i( 云 二 IT) 十 民工 ). 


1 2 1 
式 中 ,co 于 5) Cr Rx) eat Grt [ar ti i 


易 ,L384]j1992,4:106 ~ 108) 
43， 设 0 二 x 二 1, 则 


x! 


0 过 ln(1l 十 zx) 一 > 1)*! 地 


< 高 十 
44. 设 0<z<1 1 
nl 十 
式 中 ,2 R, z) Ze 


特别 ,x 二 1/3,n 二 2, 得 0. 6921 < 1n2 一 0.6935， 


,g(xX) 一 Cz 十 去)In(1 十 二 二 ) 一 1 


Us 


曹 家 


356 第 五 章 ”初等 超越 函数 不 等 式 


45. 设 工 过 1, 则 
La 

1 Inx 

TART “ei 1< pit: 

46. 设 0 二 zxX 靳 0.5828,; 则 | ln(l 一 z) 1< 3zx/2. (L101168) 
47. 设 |z| 过 1/2, 则 一 zz 十 1) < ln(1 一 z) 二 x(z 一 1). 


48. 设 z> oz 天 o 则 2 一 工 ， 


49. 设 过 >0,z 和 关 1,5>>0, 则 
1 1 
1 一 二 过 20 一 一 ) <lnzr < p(xr ?1). 
并 AVI 


当 了 > 1 时 ,下 界 可 改进 为 Inz > 2 全 一 也， 
十 工 


50. 设 p 二 0, 则 当 z 充 分 大 时 ,(1) lnz < ze (2) 
51. 设 x 这 1,T= (ww 二 1 之 4 过 昼 之 a, = 二 X) 是 [1,zxj 的 任 一 分 划 , 则 


工 一 3 


CE 一 C4 Gal CR CU CT | 
2 zi <inz< > Zz; 特别 地 ， :如 < 
52. (1) 设 z> 0,z 关 1;, 则 0 ee 1 
(2) 设 z>>0, 则 logr < Zz 
er 
53. [MCUJ. 设 z 守 >0,zx 关 1, 则 
]nz 1 2 lnz 之 十 1 
(1) zi (2) rs 么 2z 
54， Karamata 不 等 式 : 设 工 汪 > 0,z 关 1, 则 
lnz — 1+Yz 
rz—1 zz 十 5 


证 令 z= (Ge) ,0 过 1 之 1, 并 利用 in 于- 的 Taylor 级 数 展 开 式 (No. 44)， 


- 
IO 
1a- + 


注 令 ro = 1 二 3 (< "nl 下 >») 本. 利用 Karamata 不 等 式 证 明 计 <fCn) 
k=0 六 


a > 0. ([4]372 ~ 373,527 ~ 528) 


二 去 ,更 确切 地 , 当 n 从 0 增 到 oo 时 ,f(n) 从 于 递减 地 趋 于 十 . 
55。 [MCUJ, 设 。 过 < 一 y, 则 


提示 ;考虑 f(x) 一 dz >> 0) 的 单调 性 . 
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56. 设 >y> 盖 0, 则 VD < + 
、 XO— yy 、 om 、 
注 设 Ai) 一 (nz — Iny) ) , 则 当 z 从 0 递增 且 趋 于 oo 时 ,f(z) 从 Vzy 严格 递 


增 到 max{zx,y). ([301]1994,183(1):155 ~ 156) 
57. 设 zy,y 为 正 数 , 则 zlnCz? 十 y) 委 2xlnzx 十 y. 
58. 设 zyyyayp 均 为 正 数 ， 则 


zln 世 十 yln 六 之 (z+ inET, 仅 当 过 一 之 时 ,等 号 成 立 . 
提示 :考虑 (zlnz)”> 0. 
特别 , 取 a 二 5 二 1, 有 zlnz 十 ylny 之 (z+ In 


59. 设 e 盖 1,2 盖 c> 盖 0, 刚 
log. (地 一 ) < log。( 人 


60. 不 同 底 的 对 数 的 比较 : 

(1) 设 a>>p>1, 则 logp 过 logsa. 

(2) ” 设 0 过 a 二 1 过 5, 则 当 ab 之 1 时 ,logsb < logsa. 

当 0 二 wb 二 1 时 ,不 等 号 反 向 ; 当 ab 二 1 时 ,log,sb 二 logsa. 
(3) 设 a>>5>c>1 则 logsc 二 logsb 过 logwb. 


lnz 、 ln(z 一 1) lnz 1 
(4) 1 时 ,f(z) 一 itz 十 休 六 格 递增 , 即 ne 二 证 于 和 和 志 1 二 元. 


由 此 推出 :ln(2 一 1)ln(C2 十 1) 过 (nn)?; log,(n 十 2) < 之 [log, (n+ 1)1. 

(5) ”车 a 之 2, 则 logs(a 一 1)logs(a 十 1) < 1 

61. 设 a,bycyd 为 正 数 ,a 天 c. 

(1) ” 设 a 汪 >c 之 1, 若 c 之 d,te 一 ad 之 0, 则 1logsb>1logcd; 若 c 达 d,tr 一 ad 安 0 时 ， 
不 等 号 反 向 . 

(2) 设 a 之 cc 这 1,d 之 6 这 1, 则 logsb 二 logd. 

(3) 设 a>05>0c>0a>>1T, 则 

logsb < logwto (十 c) ,特别 地 ,logovn > log, (nn 一 1).([348]1989,4:25 ~ 26) 

(4) 设 0>a>lc>0, 则 log.p logco(B 十 c). 

62. 设 z 十 a>>0,z+p>lz<y 则 当 a> 时 

logcrs (十 a) > logcoo (ya). 
车 a 二 65, 则 不 等 号 反 向 . 特别 地 , 当 1< 过 z+ 二 y 时 ,log (zx 十 1) 之 log,(y 十 1) 成 立 . 
63. Lefort 不 等 式 : 设 < >1, 关 >0,0< 工 二 1, 则 


1 十 c 
1 十 0 


logse 


0 < logs(p + x) — logsp — zx[logs (pt 1)— logp] = 六 (1 2 


工 ) 
ml 过 
2 Ogu€ 

([41375) 


64. 设 z 盖 0 之 2, 则 


nl 
(z+n—lln(zt+nml)—zrnz < m1+ Dln(zth) 


=1 
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< 一 (二 InCz 十 四 一 (zz 十 1)InGz 十 1)，(L4j376 ~ 377) 


_1 1 1 
65. 设 过 >0, 则 0< (zz 3 )lnCl | 去) 1 < Jazcr ty 


66.、 设 ry 守 0; 则 In(e 十 XX2) 声 (zrX 十 DCy 十 1), 
67. 设 a,b 为 任意 实数 , 则 


logs (2* 十 2) 之 到 (za 十 有 十 1 


68. ”利用 记号 
logt | = |= log|z|, |z| 宇 1,， 
0， 0 <|z|<=1, 
则 当 4a,5 汪 0 时 ,有 
log! (ab) 过 log2+ log!' a logt 0， 
logt log!+ (a+6b) 委 log2 十 log+r log! a 十 log+ log!' 6, 
而 对 任意 两 个 复数 = ,zz, 有 | log' | zi | 一 log! | zz | | 委 log2 十 log | 二 士 z |.([364]1984. 
4:301 ~ 312) 
69. 设 z>>e, 则 方程 zlnz = 二 的 根 xz (x) 满足 


rw) (en) Tr: 
nu 


lnu 
70, 设 ai 访 111 过 nan 二 41; 则 
了 > log。 au 之 n. 
k=1 
仅 当 所 有 as 相等 时 等 号 成 立 . 
71.、 伪 几 何不 等 式 : 设 zx; 为 实数 ,y 宇 0, 当 yi 二 0 时 ,yslnyt 定义 为 0, 则 
六 hey 委 >》) [es 十 (ln 一 1)]. (Eugenia,D. Anal. Numer. Theor Approx. 1987， 
二 1 k= 1 
16C2):127 ~ 132) 


72. 1 十 xln(zx 十 Vl 二 x)) 之 Vl 十 zx’,(zx € R'), 
73.。 设 1 过 xy 则 zl 十 ylnz 之 (zt 十 y) (zr 一 1). 


$4 双 曲 函数 不 等 式 


1. 1 十 shz 委 chz. 
2. 设 z>0,a 三 V2, 则 av.thz>sin(ar).【〔〈 证 明 [305]1986,93(5)) 
3， 设 z> 盖 0, 则 sinzcosz < thz < 之 < (1/3)(2shz 十 thz)， 
4. 设 z 二 0, 则 
sh 


工 
一 一 一 <thz < (shz)exp(] 一 Zethz) < 2th(x/2) < x < shz < (1/2)sh(27). 
Wch(C2z) 


([345]1987,7:18;[305]1985,92(1)) 
5. 设 z 宇 0 时 ,0 这 lnchzx 坊 xzth(x/2). 
6. 3z 迄 sh3z 委 zch3z 十 2z 近 3zch3z. 
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cthz 一 一 全 过 Inchz < cth3 2 一 一 


hz) < 1 2 
工 2 3 并 


7 设 z> 0, 则 二 In 
达 也 于 之 thz 之 cth( 祷 ) 一 rep 
No.5 一 7 见 Stolarsky,K. B.[301]1996,202(3);810 ~ 818. 该 文 还 提出 了 四 个 未 解 
决 的 问题 . 
8. 设 z,y 之 0, 则 
| chz 一 chy [i 宕 | zx 一 | (shxshy)'®. 
x) 


9， Lazarevic 不 等 式 : chz 二 (一); (xz 关 0). . (4.1) 
其 中 3 是 最 佳 指数 . 
证 明 : 令 f(x) 二 zx 一 shx(chzx)!3， (4. 2) 


注意 (4. 1) 式 两 端 都 是 侦 旺 数 , 所 以 ,不妨 设 是正 数 . 因为 
f00) = f (0) = 0, f(z) =— 全 (shz)* (ehz) 7， 


f(x) 二 0, 于 是 (4.1) 式 得 证 . 


为 了 证 明 使 
chz < (DE),(z #0) (4. 3) 
成 立 的 a 的 最 小 值 是 3, 只 要 比较 (4. 3) 式 两 边 在 原点 的 Taylor 级 数 展开 式 : 
chz 二 1 十 如 /21 十 (5)e 二 1 十 名 .于 十 … 


另 证 ;不 妨 设 过 0, 利 用 shaz 二 二 sh3z 一 半 shz, 两 边 作 Taylor 级 数 展开 ,比较 两 边 
zanl 的 系数 ,并 利用 4C2n 一 1)2nC2n 十 1) 十 3 挟 321. 
10. Garnir 不 等 式 :arctgz 去 了 thz(x 之 0). ([4]369 ~ 370) 


11. 设 0 二 xz 二 5, 则 


(3 (xz:/11))shzx [3+ (xz?:/10) ]shz 
2 十 chz 十 (x?/11) 2 十 chz 十 (z27/10)” 


12. Frame 不 等 式 . 设 x 汪 0, 则 当 r 汪 1 时 ,有 
《shrz) 1 (chrr)™! < Cchlrt 1)2)"; 
当 0 二 7r 二 1 时 ,不 等 号 反 向 , 当 xz= 二 0 或 r= 二 0 或 r= 二 1 时 等 号 成 立 . ([30511938,45， 
54 ~ 56) 


<< ([3051]1954,61:623 ~ 62¢) 


1 1 0<a 雪 1 
13. | d 
,h(a )= < {Gn /a, a>l. 


证 ”利用 thz 二 1 及 thx 二 x (zx 之 0), 得 到 也 二 二 min{1 ,二 ) (az > 0). 
积分 得 

1 1 ! 1 

| th( 二 )dz<<| min(l,—}dzx,(a > 0). 

0 ax 0 ax 
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14. 设 x 泛 0, 则 shzx < zchz. 

提示 :对 于 要 证 的 不 等 式 两 边 作 Taylor 级 数 展开 , 然后 比较 两 边 z”” 的 系数 ， 
([301]1988,131:271 ~ 281) 

15. 车 0 < 之 Zz 之 x/2, 则 

Vsinrt « shx < zx < sin shz)/2. 

提示 ; 令 f(x) 二 zx? 一 sinz。shzx, 求 f 的 四 阶 导数 :f(x) 二 4sinzshz 之 0. 

16. [MCUJ. 设 x,y 之 0;p,9 之 0,p 十 q 二 1,0 志 1 志 | (> ) 1. 则 
shCip) ,shQg) 

sht shz 
([301]1996,202(3):810 一 818,52 届 普 特 南 数学 竞赛 ) 
17. (1) 设 z>>0, 则 
thz < sh(thzx) Xz shzr < sh(shzr). 

(2) ” 设 z,y 之 0, 则 

Vihr. Vihy <thvry; vshCthz) » Vshlthy) < sh(th Vry). 
( 李 大 矛 , 石 焕 南 ,[34412006(4):;278 一 283) 


3 工 


zy" < 十 了 2 


3 并 
18. -3z 
3 十 工 3 十 六? Tx 
左边 不 等 式 对 工 > 0 成立, 右边 不 等 式 对 0 雪 工 二 [到 as 十 va 成 立 . ([21]553) 
19. 设 zy 之 0 , 则 


(1) eh SE Vth Ch < eh| (= 到 < Cchzt chy), 
2 


MTY 和 并 y zy 和 
(2 ) 
以 上 仅 当 > = y 时 等 号 成 立 . ([301]335(2007) :1294 一 1308) 
20. 设 z>0, 则 thz 十 2shz > 37. 
21. 设 荆 盖 0, 则 
3chz 1 十 2chz ,shx -1 十 chz 


十 
(2) 4 < | 人 站 2 | 


(1) TFTahz aitchr ~ x ~ 5 
1 sinx ea 
(2) chz ~ a ~ shzx” 


(3) achz 十 (1 一 a) < 2 < pchz 十 (1 一 且 成 立 的 充 要 条 件 是 a 之 0,8 之 汪 - 


( 东 员 ,303]11C2)(2008)， ,229 ~ 235) 
22. 设 z> 盖 0, au 疡 1], 则 


2 (EE) 十 (去) >3 或 (2 一 也 十 言 (chz)"， 


shx 并 
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《 朱 灵 ,Abstract and Appl. Anal. 2009;485842) 
23. 设 0 二 z 扫 斑 , 则 


(党 


本 


2 
) 十 一 一 hz 全 2 十 二 25Z 3thz. 
( 朱 灵 ,[303110(4) (2007) ,727 一 731) 
24. 设 z 关 0， 亡 之 4 过 3, 则 


chz 二 (一 计 + < ( 誉 ) ， 
25.。 设 z 关 0,p 之 1, 则 


:< ( 才 ) + (起 ) < ( 尝 ) + (党 ) 
( 朱 灵 , 同 No. 22). 


2 2 «a 
26. 设 0<z<<m 令 Ho = (二) , 册 
D fw 22z < < fa 0, p 之 三 
@ J ee fe op 


1 thz 1 
过 过 0， 
FB < FHS Bh 


ol 


,( 朱 灵 ,[394156(2008) ,522 ~ 529) 
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本 章 所 讨论 的 多 项 式 , 包 括 代 数 多 项 式 ( 记 为 已,(z)) 和 三 角 多 项 式 ( 记 为 T,(z)). 它 
们 可 通过 下 述 换 元 和 周期 延 拓 的 方式 相互 转化 : 设 上 是 [ae,2] 上 的 连续 函数 , 称 为 原始 郑 
数 . 令 

z= F060)t tal,p 一 了 [ 序 [LG 一 at 十 (十 o]}. 


则 p 是 [一 1,1] 上 的 连续 函数 ,再 令 上 一 cos0,g(0) 一 VCcos0) ,于 是 按 g(0) 一 g( 一 0),g(0) 
一 g(9 十 2x) ,就 可 将 5(0) 延 拓 成 (一 co,co) 上 的 以 2x 为 周期 的 偶 函 数 ,g(6) 称 为 了 的 诱 
导 范 数 . 从 而 代数 多 项 式 不 等 式 可 以 转化 为 相应 的 三 角 多 项 式 不 等 式 ,反之 亦 然 . 但 为 了 
读者 查阅 和 使 用 的 方便 ,我 们 还 是 将 它们 分 别论 述 . 本 章 介绍 的 经 典 正 交 多 项 式 , 在 数学 
物理 方程 .特殊 函数 理论 .数值 分 析 以 至 工程 技术 上 都 占有 十 分 重要 的 地 位 ， 

本 章 还 包括 多 项 式 的 导数 和 积分 不 等 式 . 多 项 式 通 近 不 等 式 等 . 


$1 一 般 代 数 多 项 式 不 等 式 


1. [MCM]. 设 对 于 任意 实数 x, P(x) = azr’? 十 2bx 十 c 守 0,Qi (7x) = pz! 十 2g9x 十 

r 之 0, 其 中 4a,6,c,p,g,r 都 是 实数 , 则 对 任何 实数 xz, 都 有 
apx’ 十 2bgx 十 cr 守 0., (1. 1) 

提示 :在 证 明 中 用 到 以 下 定理 : 

对 于 所 有 实数 x, Ps (xz) 二 ax? 十 2&z 十 c 之 0 的 充 要 条 件 是 a 宇 0,c 守 0,ac 一 六 尘 0， 
从 而 可 推出 ap 。cr 一 (bg)? 宇 0, 于 是 (1.1) 式 可 得 证 . 

推广 : 设 Ps (zx,y) 二 ax’ 十 2&ry 十 cy? 十 2dz 十 2ey 十 了 , 则 对 于 所 有 实数 rz,y,P (zy 
> 0 的 充 要 条 件 是 : 


a bd 
a 已 
(1) a>0, » > bc el>0; 
C 
de ff 
a b a bb a d 
或 (2) a>0,， 三 UV， 二 VU， > 0; 
brc d ee a ff 
Cc e 
或 (3) aa 一 0 一 qd =0,c>0， |= 
e 


或 (4) a 一 b= 二 c=d==e=0,f>0. 
2. 抛物 线 不 等 式 : 设 Ps (z) == az? 十 红 十 c, 记 M = (4ac 一 )/(4). 则 当 a 二 0 
时 ,Ps(x) 之 M; 当 4a 过 0 时 ,不 等 号 反 向 , 仅 当 xz 二 一 5/(24a) 时 等 号 成 立 . 
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若 把 P; (zx) 限制 在 有 限 区 间 [a,8] 上 ,; 则 4 >>0 时 ,M 委 PiGz) 万 max{ P, (a), 
Pi(B)) ,而 当 a 二 0 时 ,min{Ps(a),P;(B)} 委 PCz) 委 M. 

设 了 是 [a,8] 上 的 连续 函数 ,f(a) == 了 (8B) = 0,f(zo) > 0Ca 过 zo 过 名, 则 存在 抛物 
线 P(x) 二 ar’ 十 br 十 cla 过 0) 和 yE (a,B) ,使 得 对 于 [ce,B] 中 所 有 工 ,都 有 Pa (z) 之 
fx) ,Ply) = f(y). 

这 些 抛物 线 不 等 式 看 来 简单 , 却 很 有 用 . 不 但 可 用 于 证 明 较 难 的 初等 不 等 式 , 包 括 数 
学 竞赛 题 ,还 是 函数 允 近 论 中 著名 的 抛物 线 技巧 . 下面 是 一 道 数学 奥林匹克 试题 : 

(1) 设 Fz) ==ax? 十 好 十 cyg(《X) 二 a 十 br 十 cr , 若 当 |z 委 1 时 | f(z) [| 委 1， 
则 1gCz) | 委 2. 

证 ”因为 f(1) = g(1),f( 一 1) = g( 一 1), 则 

| gD) ll,| gC—1) |<1l,|1c|=| 87) |<1. 
为 证 | g(x) | 委 2, 我 们 用 反 证 法 , 设 存在 ze, | zo | 委 1, 使 得 | g(xo) | 之 2. 则 抛物 线 > 二 
g(z) 的 顶点 坐标 为 (zeyg(zo)), 于 是 g(z) 二 clx 一 Xo)? 十 g《zo). 但 由 于 |1 一 zo | 委 1， 
从 而 ,| g(Czo) | 一 | g(1) 一 c(1 一 zo0)? 1 委 | 8g(0G) | 十 | c| 委 2, 与 假设 矛盾 .证 毕 . 

(2) 设 f(z) = az’ 十 妈 十 c 中 ,系数 a,b,c 都 为 正 数 且 a 十 5 十 c 二 1, 则 对 于 任意 
"个 正 数 z 满足 “ 工 [nx 一 1 时 ,都 有 TI rczo >1. 

提示 : 先 证 对 于 任意 正 数 z ,zz ,有 f(zxD) f(zxz) 之 CFCVzazs))， 

车 nn 二 2”, 则 逐次 利用 上 式 得 到 

ITrero > 
= [f(1)=1. 

车 nn 关 2”, 则 在 {xi ，…,xs) 中 补 人 若干 个 数 1, 使 得 数组 中 数 的 个 数 恰好 为 2" ,注意 
利用 Al1) = 1 即 可 得 证 . 

抛物 线 技巧 可 作 如 下 推广 : 设 f€ CLa,8],f(a) = f(5) 一 0, 若 3zoE (a,b), 和 使 得 


flzo) > 0,; 则 存在 g(x) = csuz (Xx) 十 colco 过 0) 和 某 个 y € (a,5) ,使 得 g(y) = f(y)， 
且 g(xz) 宇 f(x) ,x € [a,0]. 式 中 w(x) 定义 如 下 : 设 gq1(z) ,qz (zt) 是 La,5] 上 严格 正 值 的 


过 续 可 微 函数 , 令 Q(x) 一 [EAGLE (x) = [aar uz) = | mpQs:Cpadt, 于 是 
可 用 {1,zCz)y,zs(z)) 代替 {1 ,zx,x?}. ([81]350 一 353) 


3 3 
3, (1) [MCM]. 三 次 抛物 线 不 等 式 : 设 P;(x) 一 > axreyQs(z) 一 Dy brzr* ,车 
k=0 k=0 


P;( 一 1) = 一 1,P:(1) = 1,Ps(x) 在 开 区 间 ( 一 1,1) 上 取得 最 小 值 一 1 和 最 大 值 1, 而 
1Qz) | 二 1,YxE€E( 一 1,1), 则 对 所 有 iz| 汪 1, 有 | Q(x) | 二 | P; (xz) |. (L348]1991,， 
9:35) 


(2) 杨 路 判别 定理 : 设 z>>0, a; > 0, 则 Pi(z) = 》)asx* 之 0 的 充 要 条 件 是 下 面 
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三 组 条 件 之 一 成 立 : 

Da aa 三 0 Da =0,ai—daa; 0 图 ao > 0,，D: 委 0. 

式 中 Ds 二 一 27(aoas)? 十 18aoaiazras 十 (aiaz)2 一 4aiao 一 4aias， 

杨 路 在 [170] 中 还 系统 地 论述 了 多 项 式 的 判别 系统 . 刘 保 乾 利 用 符号 运算 软件 
Maple, 将 差分 代 换 用 于 多 项 式 的 降 次 ,得 到 了 一 系列 有 用 的 结果 . (L351]2009(1) :16 一 
21 及 所 引用 的 文献 》 


注 设 p(xz) 二 Dy ae’ 为 n 次 代数 多 项 式 ,f E LLa,5j, 则 卷 积 Q, (x) - 
| 站 70Dp.(z 一 人 dt 也 是 次 代数 多 项 式 ， 

若 核 K,(t) = Dy Carcoshe + brsinka) 为 nn 阶 三 角 多 项 式 , 则 VE LL0,2xj, 卷 积 
T(z) 二 | fCDK,(z 一 dt 也 是 阶 三 角 和 多项式. ([82]106 ~ 107) 

4， 设 P,(z) = Dare’ (z E [a16]) 为 n 次 实 系数 多 项 式 . 令 

| Pl = max{| PCz) |:a rR},L(P,) = > | as |,H(P,) = max{| ao |， 


| aas 1},GCP,) = max{1, 3 | a; 1), 则 ， 


(1) 存在 正常 数 Ci ,C2 ,使 得 对 所 有 P, (x), . 
IP 志 CGiL(P,)， 上 L(P,) 之 Cs 上 PP 成立. 
证 令 Ci 一 maxf(1, 1 zz …，| 1"), 则 对 于 所 有 xz € [a,5], 有 


| PCz) | 2 TelizlteCL(P,), 人 而 Pl < OCLCP,). 
在 区 间 上 La ,2] 上 任意 固定 n 二 1 个 点 CQ 一 Zoo < Ti < < To 一 56, 则 方程 组 > yakzrf 
、 R=0Q 
二 P, 《zxj;) (jf 二 0,1,…,n) 的 系数 行列 式 D 是 Vandermonde 行列 式 ,D 关 0, 所 以 a = 
D, /D(CEk 一 0,1,… ,7). 式 中 D, 是 把 DD 中 第 列 换 成 常数 项 P, (zj)( 一 0,1],.,n) 的 行 


列 式 .将 行列 式 D, 展开 后 ,上 式 可 写成 w 一 IB?P,《z) ,从 而 | a |< 3 |p 1x 


| P, 1 ,上 式 对 求 和 ,并 令 Cs 一 2) (2) | BW 1), 即 可 证 得 LCP,) 和 C1 Pl. 


(2) 当 aa 实 3 时 ， | a* — P, (Ck) | (k= 0,1,. ,nT 1) 中 至 少 有 一 个 不 小 于 1. 
提示 ;用 数学 归纳 法 . ([34511982,3:33 ~ 34) 
(3) 设 [a,6|] 一 [一 1,1],a， 一 1 (&E 去 2) 出 
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一 有 
(2 二 )! 
2 一 (1 亿 一 ( 若 n 与 & 的 奇偶 性 相同 )， 
| (———1)! 
2 
@ 中 P,1 宕 
1 Ca 
一 CR 一 1) *» a 请 . 
2 ( 若 ” 与 4 的 奇偶 性 相反 ) 
OO) ! 
特别 ,车 一 ” 则 得 Chebyshev 不 等 式 : 
1P, 1 > el. 
注 ”上 述 不 等 式 可 改进 为 
max | Pa) | min | P(r) | > Le 
zeE[ 一 1 xEL™1,1] 2 
四 ”Markov 不 等 式 : 
(THR 1)1 
24D 着。 i P, | (n 一 为 偶数 )， 
(2)1 
| as | 和 4 
(Rk 3)1 
2 P| (mn 一 为 奇数 ). 
一 


证 明 见 L60] 上 册 第 60 页 . 特别 地 ，| a, | 志 2" Pi ;1a | 志 2" ?P|. 
1978 年 ,Reimer,M. 将 Markov 不 等 式 推广 到 多 元 多 项 式 ， 
Ps”, (zz) 一 >») Dx ,Os EE R! 9 一 (Xi sor,) 后 R'. 上 一 ( 玉 ; 9 类) 为 非 负 整 数组 4 


= xh, | kl1 刀 十 十 &,,D== [一 1,1], 令 上 P; 上 | = max{| P% Cz) |:x € Dr). 
(人 着 |&I 一 mm, 且 1P51 过 1 则 111 委 2 . 式 中 r 表 示 & 的 非 零 分 量 的 数目 . 
([32711978,23(1) .65 ~ 69) 
GD | Do S27 P|, | DD) bl 2 PsN Cm 2). (L327]1982, 


|&|=m [|=m—1 


35(1):94) 


(4) 车 | PCz) | 宕 


1 -1<zD), 则 | P(r) |<n. 
一 
提示 :利用 Lagrange 插值 公式 . 
(5)” 设 n 为 奇数 ,a = 1, 则 当 工 > GCP,) 时 ,P(x) > 0, 而 当 zxz 二 一 GCP,) 时 ， 
P,(x) < 0., 
Al n—1 
证 1 当 z 之 GC(P,) 时 ,P(x) 之 "一 (2》) |a|zx’)x" (xD) 1a:1)>0, 
k=0 k=0 
将 工 换 成 一 z, 可 类 似 证 明 第 二 个 不 等 式 . 


证 2 P,(z) 在 区 间 [ 一 GCP,),G(P,)」] 上 连续 ,又 nn 为 奇数 ,所 以 P, (xz) 的 实 根 必 全 
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部 位 于 区 间 [ 一 GCP.),GCP。)] 之 内 . 
Zn 
(6) 令 [P. ODF = D6r', 有 OZa ak = 1,..n, 则 
k=0 


bn PD. 
证 由 多 项 式 乘 法 ,得 Oatl 一 > axaw al ,;P.(1) 一 > as， 从 条 件 得 
大 =1 k=0 


FLIPADY = FO dt2 Dan) Da Fa da) 过 on 
天 一 人 大 二 1 


0hTj Sn 0KTICn 
一 1 


k 
(7) 设 La,b| 一 [0 ,11,2 = 2 | ;二 0,1,…,n, 则 
5 一 1 了 | (7 


min{p :0 委 & 委 2 P(x) 委 max(o:0< 雪 有 & 近 0) (Cargo 不 等 式 ,1966 )， 
(8) 设 P, C(x) 的 所 有 根 Tk 都 满足 | Xp 1 一 1,k 一 ] 2 7a; 天 0 , 则 


> 人 Ra SCGa/2)>， | a {7. (1305]1962,69:670) 
k=0 下 一 0 
5. 设 P, (xz) 一 Dl ar ,ao 一 1 ,和 若 P, (zx) 一 0 的 根 为 1 9 , 则 有 
k=0 
(1) Walsh 不 等 式 : | zx; | 委 2) | ar 1% ,7 = 1 n. 
均一 1 


(2) z+ 1al00TTGTz DY. variHP,), 
式 中 HC(P,) 一 max{| ao|,|a |,…,|a, |)， 

(3) | zz; | 二 忆 十 | Qi 1 | | | as Ul | | … 十 | Ca Rn-l 全 十 | Cn | 12 ， 

(4) 获 zi 放 0,k 二 1,…,n, 则 


U1GQn1 
Cn 


2 
之 1 


n—l1 
(5) 设 R=(( 1 1)/ia,1),a 关 0, 则 方程 P,(z) = 0 的 所 有 根 都 满足 
| x | max{(R,VR}),k = 1,.,n, 
6。 设 PCz) 二 lart (ze [-1,1]) 为 n 次 实 系数 多 项 式 . 


QD 车 |_ [PCz]dz = 1， 则 对 于 一 1 之 xz 之 1, 有 | PCz 1< Ga 二 D/Y2 


仅 当 P, (zx) =+_Y2_S,(z), 有 是 z= 1; 或 P, (xz) | (n 放 0) 时 
n 十 1 Nn 十 1 


等 号 成 立 . S, C(x) 可 表 为 Legendre 多 项 式 的 线性 组 合 . ([56]Vol. 2:110) 
(2)” 设 P(x) 在 [一 1,1] 上 非 负 且 | P,(z)dz 二 1, 则 


kl(k 十 1)/2, 车 n= 二 2k 一 1， 


P.(D < 
< {rv 车 n= 2k. 
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P, (一 1) 有 同样 的 估计 . 这 些 上 界 不 能 再 改进 . (L56jVol.2:111) 
(3) 设 P,(z) 在 [一 1,1] 上 非 负 , 且 


| Ql ep, dr =1, ap>-1， 则 
-1 


2 一 ccHptD) TT(k 二 a 十 1)T(k 十 a 十 B 十 2) 
Fe 十 1)FPC 十 2)PCEDIPCGR 十 B 十 1)” 


2 一 (ceH8+H1) TCR 十 wa 十 2)PCR 十 ww 十 8 十 2) 
Tlat DTCat TED TO 1 


交换 a,8 的 位 置 ,得 到 P, (一 1) 的 上 界 . 这 些 上 界 都 不 能 再 改进 . ([L56]Vol. 2:111 ~ 112) 
C4) 设 wp8> 一 1 且 | 一 z)"(1 十 xz)?[P,(z)Jdz = 1, 则 


7 一 28 一 1， 


卫 , (1) 委 


n= 2k. 


[PCD 了 去 二 PC 十 ae 十 2)PGOa 十 十 8 十 2) 
到 2erpr FCa 1)TCa 2 Tn DD Tn 十 B 十 1 
[P,— DF 1 PC 十 6B 十 2)PCz 十 cc 十 8 十 2 


~ grr FTP 十 2)FC 二 IF 十 十 1 
特别 当 a 一 1,8 一 0 时 , 即 | (1 一 z)[P,Cz)]?dz 一 1 时 ,有 


1 九 十 2 172 加 
Po)<< 记 | 霹 | ， | 成 立 . 
这 些 上 界 都 是 最 好 的 . ([56]Vol. 2:110 ~ 111) 
7， 设 m,M 分别 是 n 次 多 项 式 P,(zx) 在 [a,5] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 记 
-=f ;车 nn 二 2k 一 1， 


则 
(& 十 1)?, 若 n= 2k， 


n 二 2 
2 |， | P, (一 1) (过 上 


m+ (M— m)/a, < 二 -| P,(z)dr 之 MCM 一 m)/a, 成 立 ， 


这 是 积分 第 一 中 值 定理 关于 n 次 多 项 式 P,(x) 的 加 强 形式 . ([56]Vol. 2:111) 
提示 ;不妨 设 m 一 0, 若 a 二 二 5, 则 


b 
卫 ,(Zz)dz， 


P,C9 <e 人 
(6) pe 


从 而 P.(e) 过 


pp 


8. 设 e> 一 1,P,(z) 二 >7yaszt 为 次 实 系数 多 项 式 . 当 x 守 0 时 P(x) 宇 0 
k=0 


且 | ezePu(z)dz 一 1 令 A 一 [于 ], 风 
0 


工 (有 十 wa 十 2 
Pa 十 1 十 2)PCGR 十 1) 


P,(0) < 
这 一 上 界 不 能 再 改进 . 特别 当 a 二 0 时 ,P.(0) 委 有 十 1 一 [3]+1; 而 对 于 x 之 0, 有 


P, (7x) 过 (LF 十 1)e'. ([561Vol. 2:112) 
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9. 设 xc > 一 1,P,.(Cz) 为 nn 次 实 系数 多 项 式 ; 若 | ez°LP, (x) J dz 一 1, 则 


， Fa 十 e 十 2) 1 
| PC | < retreatarm Tr (56 Yo 2 


10.” 设 =” 次 多 项 式 P,(Cz) 满足 条 件 : 


人 epscoyaz = 1, 则 Po? < 二 3， 式 中 一 【县 ] 
([56]Vol. 2;111) 

11， 马 一 斯 不 等 式 ( 马 勒 尔 一 斯 普 林 茹 克 不 等 式 ) :1932 年 , 马 勒 尔 提出 猜想 : 
YVnm,ye>0, 至 多 存在 有 限 多 个 n 次 整 系数 多 项 式 P,(z)， 使 得 | PCz) | 
之 [HCP,)]? a,e.Zz 成 立 . 昌 (P,) 的 定义 见 No.4. 

1965 年 ,斯 普 林 茹 克 证 明了 上 述 猜想 (Baker, 和 A. ,Transcendental Number Theory， 
Cambridge Univ. Press,1975). 

12. ”对 于 所 有 实数 x 和 任意 偶数 mn, 有 P,(z) 一 x 一 nz 十 n 一 1 之 0. 仅 当 z 二 1 时 
等 号 成 立 . 

证 “根据 笛 卡 儿 符 号 原则 ,多 项 式 P, (x) 的 正 零 点 不 能 多 于 两 个 , 且 不 能 有 人 负 零点 . 
P(x) 在 xz 二 1 处 有 一 个 重 零 点 ,而 且 它 是 唯一 的 实 零 点 ,从 而 不 等 式 得 证 . 

当 ? 为 奇数 时 ,P,(z) = 0 仅 有 一 个 根 zx, 关 1, 使 得 


一 2 过 x 一 一 (+ 元 zi ts (n= 3,5,7,.), 


于 是 当 z 汪 zx， 工 关 1 时 ,P,《7x) > 0, 而 当 xX 之 x 时 ,P(x) 一 0. 
车 将 上 述 4 换 成 实数 p, 令 f(p) 二 x? 一 pz 十 p 一 1, x 之 0. 则 当 0< 之 p< 过 1 时 , f/(p) 
之 0, 而 当 p 二 0 或 p 守 1 时 , f(p) 之 0.〈[22]74) 
注 ”这 是 一 个 基本 不 等 式 . 在 许多 情况 下 , 用 于 寻找 其 他 不 等 式 的 出 发 点 , 例如 ， 
[4] 2. 19 中 的 Benson 方法 . 


13， [MCM]. 设 P,(z) 一 asz' 为 整 系数 多 项 式 , 于 是 


(1) ”车 WCP,) 表示 P, 《x) 中 系数 为 奇数 的 个 数 ,考虑 多 项 式 Qi (zx) 二 (1 十 x)*,k 

一 0,1,2，… 若 三 人 ,is 都 是 整数 , 且 0 志 过 记过 过 纪 ; 则 
W(Q, + 十 Q,) 宕 W(Q, ); 

(2) ”车 7 为 P(x) 二 m? 的 不 同 整 数 根 的 个 数 Gm 为 自然 数 ), 则 入 n 十 2m. 

([345]1984,11:34) 

14， 设 P,(z) 一 Dp ne) 交 Vx ER,P,(Cz) < 元. 

在 、 

证 “” 先 证 恒等式 P,(z) 一 xz(1 一 z) ,再 从 4z2 一 4z 十 1 一 (2z 一 1)2 之 0, 得 z(1 一 Z) 

委 1/4. 


15， Chebyshev 不 等 式 ; 设 0 二 xz 过 1 人 0 令 4CD 二 全; | 全 一 z | 宇 , 则 
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R11 
,| | (1— x)”™ 过 7 < pr 


证 “利用 上 一 个 不 等 式 和 有 & € A,(z) 时 ,(& 一 


nx 
nd 


?之 1, 有 


EEA, Cx) 


-2 1 (一 xz) le" 


3 
mo hE A x) 


1 ep nd ol 
<zF 和 2 nz) 中 《1 — Zz) 5 < pg 


16. Lorentz 不 等 式 : 设 a, 宇 0,0 声 z 工 志 1, 则 P(x) 一 Darr* (1 一 二 称 为 
k=0 

Lorentz 多 项 式 . 1963 年 ,Lorentz,G. G. 证 明 , 对 于 任意 自然 数 r, 存 在 与 + 有关 的 常数 CC， 
使 得 DP? 志 Cr P|, 式 中 ,P| 二 max{| PCz) 1 0 委 z 入 1). 

1972 年 ,Scheick ,J. 工 . 对 于 7 一 1,2, 将 这 个 不 等 式 改 进 为 ， 

1/2, 若 7 一 1，, 
设 cz) 二 加 
设 tx) 1 =- 2， 


-让 


右 n 之 2. 


则 对 于 0 委 z 委 1/2, 有 
(1) —2P,(z) < P(r) Se n. Pl[t,(zr)]. 
(2) | P(x) |< 2enCn— 1)P,[, Cx)]. 
1985 年 , 周 颁 平 又 进一步 推广 为 ，; 


r "| P, » 1 过 < co， 
1 Po | ,二 Crn | ， = qd 全 
cn™ | P, || ,， 0<~<g< 过 1. 
1 
(| PC bd), 1<g<%, 
0 
式 中 P| 二， ([352]1985,12C2) :157 ~ 160) 
| | P, (zx) |*dzr， 0<=g<=1l. 
0 


17. Bernstein 第 二 不 等 式 : 设 P,(z) 一 了 layxt 为 次 代数 多 项 式 , 则 


| P’, Cx) | 过 1P， 1 cy (一 上 上 < 工 所 1). 
提示 : 令 x = 二 cos0, 归 结 为 n 阶 三 角 多 项 式 ;P, (cos9) 二 T,(0). 见 本 章 8 3. 
推论 1 设 ac<z<5, 刚 


| P72) [过 一 -一 | P,. | os. 
Vb— zx) (ro a) | Pa 


推论 2 设 4 二 a 二 二 5, 则 Vx E€ [ai;,b1], 有 
| P’, Cz) | Mn | P, | ain; | PE Cr) | CMR | P, | cra. 


式 中 M = max{ 二 二 可 换 成 n(n 一 1)…(n 一 十 1). 
Bernstein 第 二 不 等 式 给 出 了 用 代数 多 项 式 的 大 小 来 估计 它 的 导数 的 大 小 ,在 逼近 论 
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中 是 证 明道 定理 的 基本 工具 .但 对 于 区 间 端 点 , 它 便 失 去 了 意义 ,为 了 估计 多 项 式 导 数 在 
整个 闭 区 间 上 的 大 小 ,有 下 述 与 之 类 似 的 Markov 不 等 式 ， 
1994 年 ,Borwein 等 证 明了 实 有 理 函 数 的 Bernstein 型 不 等 式 : 设 P(x) 为 (n,n) 型 实 
有 理 函 数 , 其 极点 为 w € R! 一 [一 1,1], 则 
ED MlPlere [1,1] 
(L317]1994,50(2) :501 ~ 519) 
18. ”Markov 不 等 式 (1889) : 设 P,(z) 是 [a,6] 上 1 次 实 系 数 代 数 多 项 式 , 则 


| P’'(z) | 志 


G) liP, Pl eal Pl a.2) 
a 
式 中 系 去 n) 的 不 等 式 : 
(Rk) 2 MN 一 2 
| Ps | < 矶 一 Ca 一 上 十 1)2 | P。|| (1. 3) 


但 当 丰 之 2 时 系数 不 是 最 佳 的 , 它 的 最 佳 形式 是 


Ch 2*n? (Cn? 一 1) Cn 一 ( 开 一 1)2) 
iPw .< (b—a)*(2k— 1)11 IP.l.. 


(1.4) 


([321]1916,77:213 ~ 258) 
注 ” 设 T,《Xx) = 一 cos(Cnarccosz) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 . 取 [a,5] 二 [一 1,1], 则 


nn 一 1)…(M2 一 (上 一 17)? ) 


(&) 一 
Ts (1) Cok 1 


于 是 (1,4) 式 可 写成 
| Te® ey SS TH 1) | P, | cn， (1.5) 
1982 年 ,Bojanov 证 明 上 述 不 等 式 中 Cf 一 1,1] 范 数 可 改 为 L?[ 一 1,11 范 数 ,1 之 pp 二. 
([327]1982,35:181 ~ 190) 
设 n 阶 多 项 式 Q,(x) 在 [一 1,1] 内 有 个 不 同 的 零点 , 令 
D= {~—1}U {1}U {zr:Q (zx) = 0,1 SiCn—1). 
车 P, (zx) 满足 | PCzi) | 志 | Q, (zj) | ,zx; EDD, 则 


2 
PY Cn) < mox{ or #1 | (TE 1 Wt De 
TE [— 1,1]. 
推论 ” 设 | P,(cos ) I<1,0 志 j 记 nn, 则 Pc 志 上 TW% | c. 式 中 T(x) 为 第 


一 类 Chebyshev 多 项 式 ， C 苑 数 在 [1 1] 上 取 . ([332]1992,8(3):51 一 61) 


车 在 T,1(z) 的 零点 二 处 ,| P,( 士 1) | 志 1 成 立 , 且 | P(x) | 之 V1 一 zx , 则 成 立 D-S 
型 不 等 式 (Dyffin-Schaeffer 型 不 等 式 )， 

| Pc 委 T2 (1), 仅 当 忆 一 士 了 时 等 号 成 立 . ([327]1998,93(1) :157 ~ 176) 

(2) ”了 芭 La, 纪 一 [一 1 二, 则 
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| Pa- en min| 


"Pe 
特别 地 , 若 | zj 过 1,， | Pkz) | 志 1; 则 | PCz) | 去， 
例如 ,P;(z) = azr: 十 第 十 c, 若 |z1<1,， | P:(z) | 之 1, 则 
| PCz) |=| 2az 十 | 雪 4. 
此 题 曾 两 次 作为 数学 竞赛 试题 . (L66]j80 一 83) 
(3) 1980 年 ,Podkorytov-Dynkin 证 明 : 设 x 宇 1,1 达 pp 这 吕 , 则 


| PHO [SC ep mrt VE + VED tp, l,, 


1 之 pp 过 00, 则 与 p,k 有 关 的 常数 c(p,k) 有 以 下 估计 式 : 
cpsk) 之 MeiR1 CD 一 1 二 ,其 中 M 为 绝对 常数 . 
(4) | P' a Sn/2) LmaxP, (zr) — minP,(z)1, 1 过 zx 过 1, 特别 当 P,(zx) 
盖 0 时 ,有 
| Pen <n/2 1 PP, | ei,n. 


(5) | P’, | < 29+ | P, | ~ 
和 4 如 二) 2 十) 了 
IP. 1, < [2 to | P, 1,, 
式 中 1 之 pq 所 品 ,r= 二 《1/98) 一 /9),， 中 ,在 L*[a,5b] 上 取 . ([55185》 


(6) i Markov 不 等 式 : 设 1 在 [0,co) 上 递增 , 则 
| Fl Po Daz S| FELP, lan | Tz) dz 
式 中 T, (zx) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 . ([33911999,19(4).:673 ~ 679) 


19. 1937 年 , Hille,Szeg6 等 将 Markov 不 等 式 推广 到 L?[ 一 1,1] 空间 .证 明 
| P’;, |, < cln, pn | P, | ,. (1. 6) 


2G1 十 二 )， 五 一 1， 
式 中 cl(n,p) 一 1 p 
_ 1-1 + #1 十 小 
2(p—1)# 1( 力 十 a lt sii », p>1. 
cn,p) < 6exp(1 十 二 ). (n> 0,p> 1); limcn,p) 二 21 十 7 IT < 2e; 


2e， p 一 工 ， 

limc(n,p) 一 ， 
人 2ep (p— 1)s™, p>1, 

特别 当 p = 2 时 ,limc(n,2) = 1/x. (Hille. 1937) 
i [La 十 (37/2) 了 
cn,2) ee 二 3 

nn 3 ,2 3 ~、4 

| 124z2 十 广 ) 十 广 ) | 


式 中 一 6 二 尺 一 13.(Schmidt,1943) 


(7 之 5)， 
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rd da 2 3 二 工 | 
DE zl 二 nl 二 < 万 


c(2,2) 关于 7 递减 , 且 当 ?> 64 时 ,1/r < cl(n,2) 到 173. 
问题 ; 当 p 关 2 时 ,eln,p) 是 否 也 关于 ”递减 ? 若 它 递减 , 则 可 推出 
| PP ,m1 二 p) ?| PP, | ,. 
([327]1990,62(2) :197 ~ 205) 
1990 年 ,Goetgheluck. P. 将 (1.6) 式 改 进 为 : 
Pl < CB/m Lat /DP NP ls; NP, eol PN,,p>. 


et)] 
当 刀 一 co 时 ,c 一 4G 一世) 


Markov 不 等 式 的 另 一 推广 是 
1 P2 过 1 站 P, 1 委 天 委 co, 式 中 代 是 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 ( 本 
章 $2).Cln,p) = TT', |， 是 最 佳 常数 .特别 地 ,Cln,1) = 22,CCayco) 一 天. 
Ciesielski, Zbigniew 提出 猜想 : 当 p 二 2 时 ， 
| TT | , < non$. (1.7) 


式 中 1 二 p 二 0; 二 十 填 二 1y0wp 一 23 -一 一, 而 当 1 二 pp 过 2 时 ,(1.7) 式 有 边 
p q Ef (2kC—1)7 


还 要 乘 上 因子 1.033…… . 见 《Approx. Theory》Memphis，TN，1991,257 一 262. 另 见 
[327]1999,101(1) :148 ~ 155. 


Dzjadyk 不 等 式 ; 设 w(t) 为 连续 模 (第 12 章 ) ,As(z) 一 二 全 十 方 ,x 为 整数 ,车 


| PCz) | SACr)wlA lr) Yr EE [一 1 1], 则 
| PCz) | CAT rw hz)) ,x € [—1,1]. 
([711163 ~ 173) 
20. ”1989 年 , 周 颂 平 证 明 : 设 P, (zx) 是 具有 正 系数 的 = 阶 代数 多 项 式 , 则 
| P® CA) CVI zx) ,Scam | P|,, 
式 中 1 之 p,q 艺 o0e 一 如 十 亡 一 方 
1980 年 ,Taberski 证 明 ; 当 0 二 pp 二 1 时 ,PP | » con? || P, |; 
车 一 1 过 a 三 8 过 1; 则 上 P' | wvwg 筷 cla,B,p)n | P, |， 
1987 年 , 周 颂 平 将 上 述 结果 推广 为 : 


1 1 
| Pe DA liar es], | fz) lrdz, 


式 中 ,As(z) = 名 二 下 十 方 .而 Timan 则 证 明 


| PE (Cz) [olA Cr) 下 FozE (~1,1). 
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上 述 范 数 除 指明 以 外 , 均 在 [一 1,1] 上 取 . ([352]1987,14(1) ,25 ~ 28;1989,16(3)， 
245 ~ 247) . 

21. 设 ws(x) 是 m 阶 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 ， 

Un (Xx) = sin(marccosz),Q, (x) = (zx? 一 1)u, 2 (Xx), 

P,(z) 是 [一 1,1] 上 次 代数 多 项 式 , 若 ‖P, 有 .过 VI 一 xz, 则 

(1) | P® | .< QC1). (L309]1988,310(2) ;693 ~ 702) 

(2) 令 o(z) 二 一 22)', 式 中 1 二 衣 一 (5/2),k 之 2, 则 

| Pe® | 2, < | QS® || 2s. (Guessab, A 等 ,[327]1997,90(2) ;255 ~ 282) 

22， Markov 不 等 式 可 推广 到 多 元 多 项 式 :在 R' 中 , 设 P,(z) 一 5iaslz 一 zs 是 


Es 


次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 ,B = BCzo,r) 是 以 zo 为 中 心 .y 为 半径 的 闭 球 ,0 二 r 之 1, 则 
max | gradP,, | 过 cr max | P, |. ([329]1984,80;141 ~ 166) 
1989 年 , Nadzhmiddinov,D. 等 证 明 了 三 角形 中 多 项 式 的 Markov 不 等 式 ， 


272 -3 4n? 
入 sup gup DP, .| P| 


式 中 A 为 R? 中 三 角形 , .| 为 CCA) 上 的 范 数 ,Dr 表示 沿 5 的 方向 导数 ,hh 是 三 角形 的 
最 小 高 . ([405],1989,46(2) :76 ~ 82,159) 
1992 年 ,Ditzian,Z. 证 明 : 设 DD 为 R" 中 有 界 凸 集 , 则 


| aeP: | < Gez Pp, |,; (1.8) 
| Vi—zP’Cx) | ,Son P, |,; (1. 9) 
| P’, | ,< Gn?) PP, | (1. 10) 


(1. 8) 式 中 的 p 范 数 在 D 上 取 , 而 (1.9) ~ (1.10) 式 中 省 范 数 在 [一 1,1] 上 取 ， 
1 < po0. (L327]1992,70(3) :273 ~ 283) 

1996 年 ,Skalyga,V. [考虑 了 R” 中 的 方 体 

QE R11 坟 和 之 nn) 上 的 多 项 式 


PP, (zx) 一 Dacx', 式 中 汪 (ai 0 ) 为 n 重 指标 ,车 | P,. Cx) [Eq 1,xz 所 Q, 则 


lal Sm 


max( 2) | DrP, (Zz) 上 Rm; 


EQ \ ol=1 
max max | DP, Cx) [< mi? Cm? — 1)/3. 
TE al= 


([405],1996,60(5) :783 一 787) 

23， 设 PCz) = Da 中 所 有 系数 a, 都 是 非 负 的 , 则 当 x 之 0 时 ， 
zLP’, (Ca 一 PCz)P，Cz)] 过 P',(z)P,(x) 成 立 . 

由 此 推出 , 设 P(x) 一 Da 一 aa 十 Zz)" 中 所 有 a 之 0, 则 


' (1—z)LP', CCz)2 一 已 CX)P, (Cz) SnP, (xr): 一 2xP, (x)P’', (zx). 
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([308]1988,102C2) :284) 
24._ Schur 不 等 式 : 

(1) ” 设 P, (zx) 是 一 1 次 代数 多 项 式 , 若 一 1 二 x 二 1 时 ,有 
M 
Vi— x 

则 在 [一 1,1j] 上 ,有 | PCz) | 委 Moz.(L60] 第 一 册 214 ~ 216) 
注 ”从 Schur 不 等 式 可 直接 证 明 前 面 的 Bernstein 不 等 式 和 Markov 不 等 式 . 
(2) ”车 Pi(a) 二 P,(5) = 二 0,n 实 2, 则 


| P,1 (zx) | 委 


多 


2n 
| P’, | cos 委 太一 六 一 ctg a I | P, | cra,. 


25， Love 不 等 式 :车 次 代数 多 项 式 P,(z) 一 > aizt 的 所 有 零点 都 是 实 的 , 则 
Cn DEP CDT 一 ip coP en 2 0. (L30511962,69:668) 

26. Erds 不 等 式 :车次 代数 多 项 式 P,(zx) 一 了 lasz' 的 所 有 零点 都 是 实 的 ,但 不 

在 [一 1,1] 内 , 则 和 
1 Po oy < Fo P, oan. 

注 ”车 区 间 [一 1,1] 改 为 [a, 刀 , 则 不 等 式 右 端 分 母 2 应 改 为 5 一 a 

27， Turin 不 等 式 :车 P,(z) 一 》lasz' 的 所 有 零点 都 是 实 的 ,但 都 在 [一 1,1] 内 ,C 
范 数 与 1 范 数 都 在 [_ 1 上 取 ,网 

GD PoP, le. 


(2) 1976 年 ,Varma,A. KK. 证 明了 下 述 最 好 的 结果 : 


n/2, 车 n= 二 2,3; 
, LN ) 旦 ， 若 n 守 4 县 ; 
A CC 
2 3 #1 
7 (1 一 9 寺 1) 时 (1 二 一) 呈 ， 若 n 洋 5 且 为 奇数 . 


(一 1) Vatl nl Va 
(3) ”在 L? 空间 中 ,Turan 不 等 式 也 有 相应 的 结果 : 
| Ps evalP,|,, Ap< 0). 
若 P, (x) 至 多 有 个 零点 位 于 [一 1,1] 之 外 , 则 当 n 二 时 ,有 
IP,l;, owlP l,lepEm). 
其 中 cs 是 只 与 & 有关 的 正常 数 . 
(L110]877 ~ 878,[352]1984,11(1) :28 ~ 33) 
(4) 1992 年 , 周 颂 平 证 明 :存在 正常 数 C, 使 得 
| P’, ,< Cr’ | P, 1，， (1.11) 
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式 中 0 去 乌 委 9g 委 cor zl 


作者 还 证 明了 两 个 类 似 的 不 等 式 ([327]1992,68(1):45 ~ 48), 作 者 提出 , 若 取 消 
P, (zx) 的 零点 都 在 [一 1,1] 内 的 限制 ,(1. 11) 式 是 否 仍 成 立 ? 又 在 什么 条 件 下 ,成立 相 应 的 
加 权 不 等 式 | P 1 和 委 Ce 1 P, 1 ([71]:198;[158]:473 一 481) 
(5) 设 P.z) 在 |zl|<1 内 至 多 有 & 个 零点 , 则 存在 绝对 常数 C > 0, 使 得 
Yx € [一 1,11, 有 下 式 成 立 
(有 十 1)7 


1/2 
| P’,(z) |< Cmin{ + Dan, (TE ) } | P, || c. (£71]:;174) 


28.， 设 P,(z) 一 laszt 是 圆 | = | 之 1 上 的 复 系数 多 项 式 , 记 


| P, | = max{| PCz) 1: |z|=1),| Pl;= mint| PCz) |:; | z|= 1}), 则 
Q) Pl nlP,l, 
仅 当 P,(z) 二 mz"exp(ia) (mm > 0) 时 等 号 成 立 . 
(2) ”Erdis-Lax 不 等 式 : 若 P,(z) 在 |z | 二 1 内 部 没有 零点 , 则 
| P’, | < (12/2) | P, | . 
仅 当 P, (z) 的 所 有 零点 都 位 于 | z | 二 1 上 时 等 号 成 立 . 1969 年 Govil,NN. K. 将 上 式 推广 
为 : 若 P,(z) 在 |z| 委 民 内 无 零点 ,R 二 1, 则 对 于 |z| 委 民 , 有 


IP < sl P, |. 


14 
(3) 1939 年 ,Turan 证 明 : 若 P,(z) 的 所 有 零点 都 在 | z | 志 1 内 , 则 

| P', | > (rn/2) | P, | . 
1969 年 ,Malik 证 明 : 若 P,(z) 的 所 有 零点 都 在 | z | 过 R 过 1 内 , 则 上 式 可 换 成 


| P 2 | 将 之 了 RR | P, il , 仅 当 P,(z) 二 (xz 十 R)" 时 等 号 成 立 . 


([327]1990,63(1) :65 ~ 71, 推 广 见 [301]1992,166;319 ~ 324) 
(4) ”1988 年 ,Aziz,A.Dawood,Q. M. 将 上 述 结果 推广 为 :车 P,(z) 的 所 有 零点 都 在 
| z | 委 1 内 , 则 


| P 将 闻 Ps 


Pin, | P, (z) | 完 R* || P, |,; 


max, | P,(z) | 志 R" || P, ||,， (1. 12) 


仅 当 P,(z) 二 mz"explia) ”lm > 0) 时 等 号 成 立 . (从 极 大 模 原 理 可 直接 证 明 (1. 12) 式 ) 
| P', | 2 Cn/2)C PP, 二 + | P| ;),， 
仅 当 P,(z) 二 az" 十 B(| B| 志 | a 1) 时 等 导 成 立 . 
若 P,(z) 在 | z | 二 1 内 没有 零点 , 则 
上 P | < Cr/2 Pl — | P, 1;); 
Rr" 1 (RK' =! 


max ， | P,(z) | 有 委 ( 


人 ) 1 P, | 一 


) | P, 1 
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仅 当 P;(z) 一 az" 十 B (| B | 之 | a |) 时 等 号 成 立 . (L327]1988 ,54(3) :306 一 313) 
1991 年 Govil, N. N. 又 进一步 推广 为 : 设 


| P, |‖ = max{| P,(z) |: |z|= R}, | P,|;= min{| P,(z) |:;|z|= R), 
若 P,(z) 在 |z | 二 RC(R 宇 1) 内 无 零点 , 则 
| Po nn Damm+ D+R") CP Oo | P,|); 
车 P,(z) 的 零点 都 在 | z | 过 RR 内 , 则 当 R 志 1 时 ,有 
HH n 
|P,j 尘 FR | P, + argRTlP 1， 


(z 十 尺 )” 时 等 号 成 立 ; 而 当 尺 之 1 时， 


|P’ 


仅 当 P, (z) 


"| > (TRE) Pl + IP 


仅 当 P, (z) 二 x" 十 R" 时 等 号 成 立 . ([327]1991,66:;39 ~ 35;[301]2002,269(2) :489 ~ 
499) 


(5) ”车 P,(z) 一 Dy arz’ =a, [| (z— x) ,a, #0,n > 2, | z | 过 Ri,l 过 过 nn, 令 
pe ii 


R= max(R RS = 丰 半 起 ' 若 之 1, 则 


2 | al |S 


/ n R”"—1] 民 一 一 1 
全 三 ，。 | 实 > 1 二 | P， | 十 | a | (1 一 RY RT) A n> 2); 
4. [a | (RC— 1)" S, 
1 Pl > P+ | 0 站 + 


以 上 二 式 均 仅 当 P.(z) = x" 十 R" 时 等 号 成 立 . ([327]1990,63:65 ~ 71) 


(6) 设 P,(z) 一 》)aiz™* = [0), 式 中 ao 一 1,al 二 0,n 之 2. P,(z) 的 零 
k=0 


点 “满足 了 x 一 0. 它 的 导数 PCz) 一 4][ (2 一 on) 的 零点 ww 满足 号 ol == 0. 于 是 复 
平面 C 的 原点 O 是 集 {zi ;wi) 的 形 心 .R 二 {zi;ws} 称 为 P,(z) 的 复 Rolle 集 . Schoenberg， 
I.J. 猜想 >， | oz |? 过 [1 一 (2/m]y， | zs |*, 仅 当 复 Rolle 集 RR 为 直线 时 等 号 成 立 .已 证 


以 下 三 种 特殊 情况 时 成 立 :(1)n 二 3;(2) 了 P,(z) 二 x 十 arz” 为 二 项 式 ;(3) 所 有 wi 为 实 
数 . ([305],1986,93;8 ~ 13) 
(7) ” 设 P;(z) 满足 P,(z) 二 zx"?P,(1/z). Rahman 于 1983 年 提出 ,是 否 成 立 | PP | 


< | P, | ?已 知 n 二 1,2 时 成 立 , 相 关 不 等 式 见 [308]1983 ,89(2) :259 ~ 266. 


29. 设 P,(z) = 二 as][ (z 一 z) (os 关 0) 为 nn 次 多 项 式 , 令 
k=1 


| P; | = max{| P,(z) |: | z |= 1). 
(1) 车 |z | 人 疡 MG 和 有 二 2), 则 
1 Ps cv 2。 | P,|. 
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式 申 c= (人 页 二 DC 各 二 , 仅 当 Po 一 (eM) (Mi; 之 1 时 等 号 成 立 . 
(2) 车 a 一 1 | zl 和 M1,1 kn, 则 


1 P| > (1+ T0775 ;> Tr 短 } Pl. 


更 多 结果 见 [400]1997,107(2) :189 ~ 196 和 [301]2002,269(2) :489 ~ 499. 


30， 设 P,(z) 一 ez 为 n 次 复 多 项 式 . 
令 M,(R) = max{| P,(z) |: | z|= R},| P, | = M,(1), 则 
(1) | P’, | +e | PC0) | nl P,l, 
式 中 @1 一 1,n 之 2 时,e, = 二 pe 于 人 ,对 于 每 个 n，| P,(0) | 的 系数 是 最 佳 系数 . 
(2) ”对 于 所 有 尺 汪 > 1, 有 
M,(R) + (R"— R"’*) | P,(0) |<R" | P,|, 
其 中 | P, (0) | 的 系数 是 最 佳 系 数 . 
(3) ”Frappier 不 等 式 : P| 十 c, | Po) [ 委 革 | P|. 
式 中 避 = 0,cz = 二 V2 一 1,cs3 二 V2/2, 而 n 之 4,cs 是 方程 
(8 十 4)z4 一 16z3 一 8(3n 十 2)x: 十 l6n 二 0 
在 (0,1) 内 的 唯一 根 ,对 于 每 个 n, | P',(0) | 的 系数 是 最 佳 系数 . 
1989 年 ,Abdul,A. 将 上 述 结果 推广 为 : 
| P 1 < /2) M+ Me). 
式 中 M, = ax | P, * exp[iC(a+2kn)/nj|i,a € Ri, 当 P,(z) 二 x 十 re* (|r | 过 1) 时 等 
号 成 立 . ([301]1989,144(1) :226 ~ 235) 


31. Colueei 不 等 式 : 若 复 系数 多 项 式 P,(z) 一 yauzr* 的 每 一 个 根 的 模 不 超过 正 
数 M, 则 
| Po (2) < | a | Cz 1+ MD™, 


其 中 Pl? (xz) 一 P, (z),k 一 0，1，2 ，… ,n. 
32.， 设 P,(x) 为 实 系 数 多 项 式 , 并 且 对 于 所 有 实数 z,P.(z) 之 0, 则 
Po (z) 0, 式 中 P(x) 一 P, (zx). 


k=0 


33. Newman 不等式 : 
(1) ” 设 P,(z) = Da Qs) = Dbz™*, R(x) = P(r)/Q (xz), 
k= 人 0 


0 过 kj 之 nyao 关 0;bo 关 0,; 则 当 n 守 5 时 ,有 
inf max || x |—R, (zx) | 委 3exp( 一 Vn), if max | x | 一 PCz) | 之 广 ,(¢ > 0). 
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([82]149) 


n—l 
(2) Q(z) = I [z+ exp(— 人 称 为 n 次 Newman 多 项 式 ， 
k=0 了 


则 Vz EE [exp(— Vn) ,1] ,7n 之 5， 有 
aa|<coc 


(3) 令 RiCz) 一 工 GeCz 一 QC- 2 , 式 中 Q,(z) 是 次 Newman 多 项 式 , 则 当 


Q, (ZX) 十 Q, (一 
2 之 5 时 ,有 
|| | 一 R(z) |< 3exp( 一 V5). 
(4) 设 QCz) 为 nn 次 Newman 多 项 式 , 令 


KKCz) = 1 drQ:(Cz) — Q,(— x) Q, (7)Q,(— zx) 十 Q, (一 z)Q (7) 
* 2 dz Or) TO) | [Q(z) FTO.) 
则 K,(0) ~ se 
1 exp( 一 VD 
| | K, C(x) | dz 过 3exp(— Vn); | | K,(z) | dr 过 16e™w 


([83]149 ~ 154) 


34. Totik 不 等 式 : 设 P, (zx) 一 lI] ~) 为 nn 次 多 项 式 . w(x) 一 (二 ) V1 一 ，, 则 
I[ Cal+ Var TO—1) < 2" 1 P,|,,,. L327]1990,63:121 ~ 122) 


a 

35.。 设 P,(z) 是 n 次 实 系数 多 项 式 , 记 | P, | 一 | P,(z)e“dz, 著 Vz 之 0,P,(z) 
>0, 则 

一 [到 上 P, 1 < 由 PP 入 1 P.1.([305]1968,75:511 ~ 512) 

36. 设 次 代数 多 项 式 P,(z) 的 所 有 零点 均 为 实 的 且 都 位 于 区 间 [ 一 1,1] 之 外 , 记 
[Pl = (| 1 PCz) lrdz) , 则 


(1) (1—z)?[P’, C(x) dz < | Pp, |!, 
_] 2 


仅 当 P, (zx) 二 c(1l 十 Xx)?(1 一 x)*,(p 十 9 关 7) 时 等 号 成 立 ; 
(2)” 若 P,(zx) 还 满足 P,( 一 1) 二 P, (1) 一 0, 则 


IP I< | P, 1, 


仅 当 P, (x) 二 c( 十 xX)(1 一 Xx) 或 P(x) = c(1l 十 xX)"(1 一 Zz)(c 关 0) 时 ,等 号 成 立 ; 
特别 地 , 若 P,(x) 的 所 有 零点 都 位 于 (一 co, 一 1) 或 (1,ce) 内 , 则 


, 22 十 1 2 
1P 生生 (到 2T) Pl 
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仅 当 P,(z) = c(1 十 x)" 或 P,(x) 二 cll 一 x)" 时 等 号 成 立 . ([110]879 一 890) 
37， 设 P(x) 的 所 有 零点 都 是 实 的 且 都 位 于 [一 1,1] 之 内 , 记 w(z) = 二 1 一 ZZ， 


1L/ 


1 2 1 1/2 
wD = 2 P= (| PO hd) ,Pl = (| IPG lod) 骨 
G Ps 0/2)Y Pz; 仅 当 Pi(z) = COTr)?(1 zx),(p+a= 7) 
时 等 号 成 立 ; . 
, n 1 1 3 172 
(3) 车 1z| 委 1/3, 令 PCz) = [] (x 一 zi); 则 
k=1 
7 n 3 1 1/2 
| P', 1; 宕 (2 ++) | P, | 2; 
(4) 车 | T(x) | 过 1,xz €[ 一 1,1],T,(x) = cos(n arccosz), 则 


1 1/2 
Pz 雪人 十 天 Ts; Plz, < | T™, | 2 
1 4n 1 


(Varma, A. K. L32711992 ,69(1) :48 一 54) 


38. 设 卫 。 ,CQ， 均 为 [一 1,1] 上 n 次 代数 多 项 式 ,z € (—1,1) 时 ,P, (x) > 0,L?*,C 
范 数 均 在 [一 1,1J 上 取 ， 


(1) ”车 P, 的 所 有 零点 都 是 实 的 , 则 
2 
[Pl > 271P,l.. 


若 P, 还 满足 P,( 一 1) 二 P,(1) 一 0, 则 


2 1 La 
1P > tA) DP, | 。. 


注 ” 若 将 只 有 实 零 点 的 条 件 换 成 在 开 圆 | = | 二 1 内 没有 零点 的 条 件 , 上 述 结论 仍 成 


芯 . 
1 
C2) 令 Co 六 一 sup 人 | PQ) HPN, < ell) tl1<p 


过 吕 , 则 存在 正 数 M 和 0 二 a < 1, 使 得 1 一 2 < Cln,p) 过 1, 特别 地 , 当 思 为 自然 数 


m 时 ,CCn,m) 一 1.([352]1988,15:267 ~ 269) 
(3) ”车 实 多 项 式 P, (x) 的 导数 P', (zx) 只 有 实 零 点 , 且 P',(x) 在 (一 1,1) 内 只 有 一 
个 零点 , 设 一 1,1 是 P, (x) 的 两 个 单 零点 , 则 


4 P’,(—1)°* P',(1). 
lIP > 3 PPD; 


若 一 1,1 是 P.(z) 的 两 个 零点 , 则 | P, | : 委 (4/3)P,(zo), 式 中 zz 是 P',(z) 在 (一 1,1) 
中 的 零点 , 均 仅 当 P,(x) = c(1 一 x?) 时 等 号 成 立 . 1966 年 ,Kuhn,H. 将 上 述 结果 作 了 推 
广 , 见 14]312 一 313. 


39， 设 PCz) 是 [a,b] 上 nn 次 代数 多 项 式 ,L? 与 C 范 数 在 La,b] 上 取 , 则 
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(1) WP’, 2n1 P, 1,; (1. 13) 


172 
(2) Schmidt 不 等 式 :| P, 1 之 2 和 Pl:. (1.14) 


式 中 0 二 3,cs 二 15,cs 二 (45 十 M1605)/2 ~ 42.6. 

我 们 问 :n 守 3 时 (1.14) 式 是 否 仍 成 立 ?, 的 估计 式 是 多 少 ? 见 Schultz, M. H. ,Spline 
analysis( 中 译本 ) ,上海 科学 技术 出 版 社 ,1979,8 一 9. 

40. Zygmund 不 等 式 : 设 P,(z) 为 n 次 复 代 数 多 项 式 , 且 9g 之 1, 则 


n 2x , 
| | p', Cer) a Vr |, | ReP Cez) ldg, 


仅 当 P,(z) =: cz” 时 等 号 成 立 . (J. Math. and Phys. 1942 ,21:117 一 123) 
41， ” 设 实 多 项 式 P,(x) 由 下 述 递归 关系 定义 ， 


PCz) = 1,P (rn) = 1+| Pit 一 zydi, 则 
0 


0 P,(z) — P(x) < 三， x € [0,11.([41398 ~ 399) 


x 1 


1 2 1 ee 
2 yn 了 工 ， (1) (RTIIT 
42. (1) | a Zz) dr> (3 i) > (2) | > ， 


3 
k=1 2 


[< 


43. 车 a 二 0 二 5, 则 
| | Sar | dz 委 
a k=1 的 
证 明 见 L345]1987 ,1:37. 
44. Swamy 不 等 式 :Fibonacci 多 项 式 序列 {F,(x)} 定义 为 :Fi Cz) 二 1,Fi(X) 二 工 ， 
F(X) 二 XFii1(7) 十 Fs(z),n 之 3, 则 当 n 这 3 时 ,有 下 式 成 立 
{F(z)): Cr 十 1) (zx 二 2" 
证 明 见 [305]1966 ,73 :81. 
45. Bruijn 不 等 式 :P,(z) 在 |z | 三 R(R 之 1) 内 无 零点 ,p > 0， 记 


| P, |, =( 去 | | PKez ) 1*a9)“, 凤 


2n Det 十 | a [ba 
| as | (一 KRTT 一 


=1 


| Pe 1 nn m1 nm k++1)B, | P|,. 


2r 一 1/ 
式 中 B，, 一 { 冯 | | R* 十 ee | “推广 见 [400]1998 ,108(1) :63 ~ 68. 


46.， 设 P,(z) 一 yauzs 为 n 阶 复 多 项 式 ， 


1 P, ll, = 小 | PCe*) lat) ,a>0, 


(1) P| nlp, |,; 
若 | a | 过 1(a 为 实数 或 复数 ) ,r 宇 1, 则 


2r 1/a 
(J PCre) ~aPsle) Pd <I rm mal NP,l,, 
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仅 当 P,(z) 一 座 "(8EC 一 (10)) 时 等 号 成 立 . (Aziz,A. 等 ,Nonlinear Stud. 1999,6(2); 
241 ~ 255) 
(2) ”车 P,(z) 在 D 一 (z: |z1<1) 内 无 根 , 则 
PN, onl Pl ,0<p<1, 


vn/ 2 
_ (C27) 1 TS +1) 
式 中 cn 2 ， 17p (53) p I 
|p ££ -一 
(| +e lrdr) (种 豆 ) 
(Rubinstein,L305]1992 ,99(8) ;E10255) 
(3) 设 0< 过 p<g,r= (1/p)~ (1/g), i 记 | P,| ,= (去 | | pa C2) |? | dz| ) 


则 下 己 1 入 CCpd) 关 PP 我 们 问 :cCp.a) 的 最 佳 值 是 多 少 ?([22]579) 


47. 设 P,(z) 一 > az 为 n 次 复 多 项 式 . 
二 0 
(1)” 若 ao = 二 0,ai 关 0, 则 存在 一 个 临界 点 9€ C, 即 P',(0) = 0, 使 得 


CA 


全 | | PC 1 坟 ol VEEN.. 


式 中 常数 有 满足 1 和 友和 过 4, 已 知 凡 三 2,8 一 V5,8 一 1404,1981 年 Smale,S. 猜测 B. 可 
取 到 1. 

(2) ”车 已 在 单位 圆 内 无 临界 值 P, (9) ( 即 车 P', C0) = 0; 则 | P,(0) | 之 1), 则 
| as | 过 2, 猜测 | as | < 1/2.([37611981,4(1);1 ~ 36) 

(3)” 设 是 P,(z) 的 最 大 零点 的 模 ,Kakeya 证 明 :liminfT, 志 CsC 二 2, 而 Clunie 和 


Erd5s 证 明 :V2 < c 二 2, 问 c 的 最 佳 值 是 多 少 ?([106]49) 


(2k— 1)!! 


cap 1 I1,z 关 1, 则 


(4) 车 ao 二 1,a4 一 


| P, (z) 二 2 
V| 1 一 z| 


48， 设 PCz,y) 是 二 元 复 系数 多 项 式 ,并 且 x 的 最 高 次 数 为 m,y 的 最 高 次 数 为 4, 若 
Vir,y: | zx | 过 1， | > | 委 1 ,有 | PCzyy) | 过 MM,; 则 Vr,y: jz | 宇 1， | > | 宇 1, 有 


| PCzyy) | MO z+ Vr m1)"(y|+ Vy — 1)". 
([741237) 


49， 带 土 1 系数 的 多 项 式 不 等 式 : 设 P, (z) 一 Dj arz' sas 二 十 1, 令 
k=0 
1 /a 
| | P,Lexp(2xit)] "9 ， 1 过 go 一 co， 
| P; || , = 0 
max | P,Lexp(2xi)] |， d 一 cc, 


/le 2rki a 
N,(P,,m) = [到 之 | PLexp(e™)] | | . 
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(1) S-B 猜想 :车 m 这 (1 十)n,4 之 0, 则 存在 与 m 有 关 的 常数 cCm) ,使 得 
N,(P,,m) 之 [1 二 cm)j} wa 十 1 
车 P, 是 自 反 多 项 式 , 即 其 系数 a4 满足 | ae | 一 14,4 一 44;, 则 Erd5s 猜 想 以 更 强 的 形 
式 成 立 : 1 
Ps Vatl,c>0. 
特别 地 ,车 a = 士 1, 则 可 取 c = (3/2)'* 一 1.([40611990,310(7):541 一 544) 
(2) PH; < Vnt0.97. 
Newman 猜想 : | 已, | 委 c Vn 十 1,0 之 c 过 1.([30511960,671:778 ~ 779) 
Laurent, 了 H. 则 证 明 : 


0. 18 
7 十] 


1 P, 上 过 2 十 0.8250041( 当 ?2 充分 大 时 ). 
(L406]1997. 324(7) :765 ~ 769) 


| P; || 1 返 二 2QW5E 1) 十 0.18 


50, Nikolskii 型 不 等 式 : 今 Q, (zx) 一 Co0 十 > arew sQk »Ak 所 R! ,0 < Pp 过 六 ,A 一 


{rE [一 1,1]， | Q, (zy | 过 1). 车 存在 两 个 正 数 ci ,cs ,使 得 (A) 宇 2 一 2, 且 
explcinp) 起 sup | Q, C0) | 志 exp(cznp), 则 


/q 179 
(2 ss up ?4 作 汗 - | 过 (二 ) ， 


式 中 7r 一 minty 一 ap 一 ya<<y<pb9>0.71? 范 数 在 [a,6] 上 取 . (Peter,B. 等 
[321]2000,316(2) :39 ~ 60) 
注 ”Q, (zx) 与 实 系数 代数 多 项 式 P, (xz) 的 性 质 类 似 . 


51. E-G 不 等 式 (Erdis-Grunwald 不 等 式 ): 设 f(x) = [一 zi)yp(x),181 是 
k=] 


, 1 nf 
A 一 C1D" 上 对 数 各 冰 数 ce = (3| ,liz1dr) ， 记 4/ = 


(x5), If 站 ， 1 Fl 一 suptl f(z) lize4), 则 1 AsasclAl-. (Dryanov， 
D. 等 ,L302]1999,3(3) :215 一 231) 

52,， B-W 不 等 式 (Bernstein-Walsh 不 等 式 ): 设 A 为 C” 中 非 多 极 紧 集 ,P,(z) 为 C” 
中 次 复 代数 多 项 式 ,V4(z) 是 A 上 的 极 值 函 数 ,例如 当 A = {z= (zn,zm): | zz | 魏 
1,1 过 km} 时 ,Va(z) = max{log? | zi | ,log!t | z, |}, 则 

| P,(z) | 过 | P, | 4 expfnVa Cz)]. (1. 15) 

式 中 丰 P, ‖ 4 是 P, 是 在 A 上 的 一 致 范 数 . 2003 年 , Dan Coman 等 对 (1. 15) 式 作 了 进一步 
的 改进 和 推广 . (1308]2003 ,131(3) :879 ~ 887) 

53.。 设 PCz) 是 nn 次 多 项 式 , 它 的 范 数 定义 为 


1P.1 = (5Pp 了 cd) 网 
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| P 用 < zlP, | 十 


仅 当 P,(z) 二 c 及 , (zx) 时 等 号 成 立 , 式 中 瓦 ,(Cz) 为 He eg 项 式 ( 本 章 $2, 三 ). 
证 明 见 [391 11987,49(] 一 2):169 ~ 172. 


54. 设 P,(z) 一 站 阁 的 复 根 为 吉 , 令 一 十 1 一 也 e*, 则 

ao = la = 2—e,as =—=3—2ecosl, 当 0 过 8 三 1 一 1n2 一 0.3068… 时 ,对 于 充分 大 
的 n, 有 | o | 志 es”, (Conrey,B, ,Ghosh, A. ,[305]1988,95:528 ~ 533) 

55. 设 P,(z) 二 xz* 十 azz” 十 … 十 4 为 复 系数 多 项 式 ,m (1 委 有 魏 四 为 己 (z) 的 
零点 , 则 


D1zl: 宇 21as | (注意 2》)z 一 0); 


点 二 】 
若 will 过 上 过 n 一 1) 为 P,(z) 的 导 函 数 P',(z) 的 零点 , 则 


nl n—2 n 
2 wl < >) | z |?. 
k=1 n=1 


两 个 不 等 式 中 的 等 号 仅 当 所 有 z 都 位 于 复 平 面 上 过 原点 的 一 条 直线 上 时 成 立 . 
([305]1987,94,(7) ;689) 


56， 设 P(a) 一 Dax' 为 n 次 复 多 项 式 ,定义 范 数 


工作 罗 , l/g 
(去 | PC 1d9) ， 0<g< 
| P; || ,= max{| P,(z) |: | z|= 1}, qd 二 oo， 


1f" 9) 
exp (去 | log | P, Ce™ | a9) ， q 二 0. 


则 :(1) Zygmund 不 等 式 : 上 P ,过 | P|,, 仪 当 P, (zx) == cz* 时 等 号 成 立 . 
(2) 设 1z| 志 1 时 ,PCz) 天 0, 则 对 于 0 委 g 委 < ,有 

| P| ,nl PE 二 二.(L327]1988,53:26 ~ 32) 
(3) Aziz 不 等 式 : 


设 wx 一 exp( 人 Ex i (0 过 上 k 世 nn 一 1) 是 x 十 1 = 二 0 的 全 部 根 , 记 


M(P,) = max{| Pz) |:0 之 上 nm 1). 


OD 车 P, (1) 二 0, 则 
P, (z) 
XxX 


z—1 


<FMP)EFNP, PC ISHMP) SHIP, |.. 


|z|=1 
仅 当 P, (z) == 1 一 xz" 时 等 号 成 立 . 
© 若 6 宇 0,P, C8) 一 0,; 则 


P,(z)| 1—B” 1—B” 
en <Ig MP) < ig P|; 


[PB [< HBMPY < 1 1P,). 
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仅 当 P,(z) = (二 去) Bz") 二 (z 一 P(1 十 Bz 十 Bx 十 … 十 8 "1x"1) 时 等 号 成 


立 . 上述 不 等 式 均 不 能 再 改进 . ([327]1984,41:15 ~ 20;[339]1988,8(4):555 一 557) 
(4) 设 0 二 zr 过 1; 则 上 上 P, | <r"max|P,. (z) |. 
1 ， . 
(5) JP 入 广 [G3 十 2V3)" 十 (3 一 2V2) Jeas {min | P, (z) | 


(6) Pl ita) "|, iP 0 委 9<c. 


1 


,IP,l, grt , 
(7) Pl < 27 Tre < (1 二 2) | P,. |,,0=4g<= 。 


50 rm) Pl 


过 
1P,1 -过 GToor1P.1 oO<e< cc. 


(8) | P, || ~ 


下 面 令 HCP,) = max{lar1},， LL(P,)= >) 1al. 
OkEn £0 


(9) 车 0 过 gq 志 2, 则 中 Pi, 和 (x+ DiH(CP,); 


车 g 宇 2, 则 ‖P, ,过 (n+ DT*H(CP,). 
人 n 
(10) 1P. < (2) |P,lo; HOP 去 | -aol Pl. 
" [| 
， Ja | \ 
11) LP) 2 a, | 十 | P， lo (1 ET- )<? | P, | ,. 


G2 Pt (I ) < IP. 

013) 设 记 (9) 天 0, 天 0, 则 P| 志恒 一 OYP,|w; 式 中 ,c 一 4161" 
{27488 +l) 
k=0 

以 上 (4) 一 (13) 见 [221581 一 582. 

57. 设 P,(z) = 27yatzt | z| 扫 1, | Pl = max{| PCz) |; |z| 委 1). 


则 | ao | 二 [as 过 站 P 1 。， 式 中 已 kn. (T3011]351(2009) ,163 ~ 169) 


58. 设 (x) 一 Dee yrsTnlm 实 2) 是 (一 rr) 中 不 同 点 ， 使 得 


min | zx; 一 Zz 一 26. 记 加 
了 天天 
| 全 l= [2 IT) 1 Icl,= (2 | Cs 1)”. 
则 


DT ch 
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十 亏 = 1, p 之 2, 则 存在 常数 A, 使 得 


17T, 1 A. pe (max 人 (一线 | C 1 ，. (1. 15) 


我 们 问 : 常 数 A 的 最 佳 值 是 多 少 ? 


17 < A te (nt 到) 1 Cl。， 
式 中 ， 


和 一 二 | ( : 2 al 中 (CE) #] ， [22]579 ~ 580) 
59. 设 P,(z) 二 x” y auzrn， an 关 0 O00 过 mm 二 nn 之 1), 则 
km 


2 | anas | 十 || P| ||P, | 2. (CL22]582) 
60. 1964 年 ,Szégo 证 明 : 设 P, (zx) 是 (0,ceo) 上 nn 次 代数 多 项 式 , w(x) 二。e“. 则 
| P,’ | < C8n+ 2) | P, | .,. (1. 16) 

2005 年 , 章 仁 江 将 系数 CCn) = 8n 十 2 改进 为 6. 3n 十 1.([339]25(2)(2005),347) 
我 们 问 :CCz) 的 最 佳 值 是 多 少 ? 

61. “Bernstein 不 等 式 : 设 P, (zx) 是 首 项 系数 为 1 的 nn 次 代数 多 项 式 , 记 

| P, | = max{(| PCz) |:|zj| 委 )) (< 到 1). 
则 | P, |。 宇和 7 仅 当 p(x) = x" 时 等 号 成 立 . ([22]587) 


62. 令 ga) 一 > ,biz?， bj; ,i 均 为 复数 . 
j=1 
G,(z) = max{| g(a) |:a = ml m+n}.. 
(1) Turan 第 一 不 等 式 : 设 min | zx | 一 1, 则 


Gn(z) 之 
式 中 ,Clmsn) 一 re 
Clm,n) = [2] 


j=0 了 
其 中 的 m 还 可 以 不 是 整数 ,CC0,n) 一 (2 一 1) 
推论 : max | 尺 | 之 min | |， 仅 当 z 是 中 心 在 原点 的 圆周 上 正 多 边 形 的 顶点 时 


等 号 成 立 . 
(2) Turan 第 二 不 等 式 : 设 1 一 | zi | 之 | z 人 zs | ， 则 


min 


G,(z) > 2 (ze) DR 2 


式 中 4e 是 最 佳 常数 . 
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(3) Turan 第 三 不 等 式 : 令 4 一 max | x 上 人 一 min | 一 区 | ， 设 疼 z 天 0,9 二 0， 


max (9 一 -之 广 ( 埠 ) 
2 | 可 | ze |° 


若 加 上 条 件 max | z | = 1, 则 上 式 右边 也 可 改进 为 -2 min [| 六 一 二 |.《[22]651 
他 


~ 654) 当 Yb 二 1 时 ,还 有 以 下 结果 : 
记 S, = 2， Gz) = max{| SS |ia=1,n}, R= min(max| S, |:a 一 
二 1 zh 


1,°* ,nn). 则 
(4) G,(z) 之 min | zx |; 


(5) Gz-i(z) 之 max | zi |; 


(6) 着 max | | 一 1 则 ,max (| 守 |) ”之 关于 ,有 边 的 常数 是 最 佳 的 . 
log2 el 
(7) R, > 二 ， 式 中 mm 一 之 元， 
n k=1 


(8) R, > 于 ;车 mn<<1.6X10?， 则 R, 之 至 . 


Biro 还 用 初等 方法 证 明 R, 之 到 ([22]655 ~ 657) 


我 们 问 :R, 的 最 优 上 下 界 是 多 少 ? 
63. Turan 型 不 等 式 : 设 Qo 01 3" 9 nt 是 复数 ， Ql 9 ”9 Ga 是 多 项 式 P,(x) = 


> arr*Ca, 一 1) 的 根 并 满足 minRe Cas) 之 0,f 是 线性 微分 方程 asf 中 (zx) 二 0( 其 中 
Fo(z) = 二 f(z), a, = 1) 的 解 , 则 
1 Fo TS os | 7cz | dz. 


2008 年 G. Kos 将 上 述 指数 5 改进 到 最 佳 值 . ([391]119(3)(2008) ,219 ~ 226) 
64. Markov 不 等 式 : 在 Lr[a,b] EF,l pi 0, 


1P ,< lP,l,, G1.17) 
式 中 。< 租 (2 十 16r) 证 《[172]112) 吴 学 谋 在 [172] 中 利用 涝 对 称 转化 方法 (BQ 方 


法 ) 讨论 了 一 系列 多 元 代数 多 项 式 的 相应 不 等 式 . 
我 们 问 :上 述 不 等 式 中 常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
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一 、 Chebyshev 多 项 式 不 等 式 


第 一 类 Chebyshev 多 项 式 是 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 加 权 正 交 多 项 式 , 其 权 函 数 为 


CO (xz) 一 Vi 所 ( 1,1)., 
第 一 类 Chebyshev 多 项 式 的 标准 化 形式 是 : 
cos(7zarccosZ)， | z | 委 1， 
TT, (Zz) = 
| ， |z| 二 1. 


第 二 类 Chebyshev 多 项 式 也 是 [一 1,1] 上 的 加 权 正 交 多 项 式 , 只 不 过 其 权 肾 数 为 
wz(z) 二 V1 一 x ,x € [一 1,1j. 它 的 标准 化 形式 是 : 
sin(narccoszx), 相 工 | 二 1， 
un(X) 一 
hed, |zl|>1. 
下 面 均 在 [一 1,1] 上 讨论 工 , (zx) ,wu (zx). 利用 T, (x) 一 cos(narccosz) 和 递 推 公式 ， 
T(z) 一 2zT,(z) 一 T(z); 可 以 得 出 T(x) 二 1,T(z) = zx,Ti(x) = 27x: 一 1， 
了 (zx) 一 4x’ — 3zx, T(x) 一 8 一 8z 十 1，…， 


有 中 
雪 nn—&k—1)! 他-2 大 加 天 Cn— Ek)! 2k 
T,(z) = 之 1 12 sl) 一 2 D* Oo" 


将 {T, (x)} 标准 正 交 化 , 记 为 
A 
To(z) = 去 TD = 所 个 (XxX) 一 Ny 元 2T, (xX) (2 之 1)、 


nx 


当 n 之 1 时 ,T(zx) 的 首 四 2 一 ,因此 , 首 项 系数 为 1 的 Chebyshev 多 项 式 记 为 


T(zx) = iT, (Cz) ,au 《z) ,2%《z) 作 类 似 定义 ， 


注 在 [1 1] 上 也 可 用 T(z) 的 导数 来 定义 u(x), 即 


u(xX) 一 二 eT 1 (CX) = sin[ (n+ 1)arccosz] > 


一 


下 面 仍 记 P(x) 一 Dorr’ 为 [一 1,1] 上 的 次 代数 多 项 式 ,T, (zx) 的 零点 ren 


一 二 1 它们 经 常用 做 求 积 公式 中 的 插值 结 点 . 


工 . | TiCx) [1 | wx) 和 有 委 2 十 lzE[ 一 1 1 一 1,2,…， 
仅 当 之 为 w_1(zx) 的 零点 和 士 1 时 ,| T,(z) |== 1, 而 仅 当 == 土 1 时, | w(x) | 一 和 十 1 
证 ” 令 工 二 cosi; 则 T(x) 二 cos(11). 从 而 | T(x) | 过 1, 仅 当 nt 为 x 的 倍数 时 等 


号 成 立 , 再 利用 恒等式 Sm 二 = cos(mt) 十 cost Sp 和 数学 归纳 法 即 可 推出 | w(x) | 


= COS 
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之 n 十 1, 仅 当 | cost | 二 1 时 等 号 成 立 . 
2. |zl>1 时 ,|TCz) | (z+ VAD". 
3. |xzo [> 工时 ,有 
1 P, .| TCzo) |， 
| P, (ze | 十 Vr —1 1)". 
证 明 见 [60] 上 册 50 ~ 51,56 ~ 57. 
4， Remez 不 等 式 : 令 EE= {x € [一 1,1];: | PCz) | 委 1) 设 npCE) 之 2 一 a; 式 中 


| P Ca) <1 


0 二 a 二 2, 则 |P, 1, 声 T, (2 一 1).([327]1990,63(3) :335) 
aQ 


5, 设 as 9 yn 为 任意 实数 , 令 P, (xz) 一 > ,atz^，, 式 中 Ul 二 1 , 则 jz 所 (0,1) ,使 
k=1 
得 | PCz) | 二 teg( 工 )， 
n 4n 
提示 :考虑 多 项 式 : 
Qt) = (一 Dr (tg 下)T[z(l 十 cos 开 ) -cos 亚 ]. 
n 4n 2n 2n 


式 中 T,(y) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 ， 


工 RE 
SS 7 CS 37 
令 y 二 Xz(1 十 cos 池 ) 一 cos 之 ， Xx 一 ,= 1,2,. ,Nn, 
2n 2n n 
1 二 cos 3 


则 0< zi <z< 必 …< 了 一 1 而 且 |Q.(C0) | 二 工 tg( 开 ) QCze) = (— 1)* 工 tg( 工 )， 
n 4n n 4n 


证 “用 反 证 法 . 若 VzeE (0,1), | P(x) [一半 te( 亚 ), 则 G, C1) = Q, (zx) — P, (x) 


至 少 有 7 十 1 个 实 根 , 但 G, (zx) 又 是 次 数 不 超 过 ?的 多 项 式 , 所 以 Q,(Cz) 三 P(x). 这 与 a2， 
as*… ,as 为 一 组 任意 实数 相 矛 盾 .(L305]1964:14) 


6. 人 (z) 在 [一 1,1] 上 与 零 的 最 大 误差 为 最 小 , 即 对 于 首 项 系数 为 1 的 所 有 nn 次 多 


项 式 P,Cz) ,成立 | P,1 .> 1T = 


7.， 了 (xz) 的 导数 不 等 式 : | x | 过 1 时 ,有 下 式 成 立 
(1) 1T8(z) | TH (OD),0 志 上 ,特别 , | T(x) | 之 
证 邻 上 一 arccosz 则 T(x) 一 cosnt. 


T', (7x) = 本 二 2n[cos(n 一 1)t 十 cos(n 一 3) 十 …], 用 归纳 法 得 到 To Cx) = 


了 2 一 大 nk 
这 Ncosjt ,其 中 所 有 = 心 () 0, 从 而 有 | T(z) | > 一 To (1)， 
i=1 j=1 


(2) Markov 不 等 式 :|‖ (zx? 一 DTHD(Czr) 十 kzT(z) 上 ,过 | kTW (Cz) | 
(L332]1992,3:58) 
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，8. 将 T(z) 的 零点 简 记 为 zi = costi, 式 中 二 i. [一 1, 1 上 的 连续 函数 f 
在 zx: 上 的 n 次 插值 多 项 式 为 


P,CF,z) = PfrdLT, C2) Te = 二 D1( DI fra) 一 -cs 到 sine,, 


Xr k=} cost 一 cost: 


__Cosm 
COSL 一 COsts 


Sinte 上 
和 A=1 


式 中 z == cost, 它 的 范 数 定义 为 | P, | 外 = 人 
二 地 . ([82]122) 


于 是 | P, | = 这 lnn 十 1 一 R,, 式 中 0<R 
车 EC 一 1,1],P,(zx) 是 以 T,(zx) 的 零 aaa Lagrange 插值 多 项 式 , 则 
| fx) 一 PCz) | 赤 一 5 i 7 | fF |. 
9， 设 f 在 [一 1,1] 上 连续 ,f 的 连续 模 w(f,6)( 见 第 十 四 章 $ 1) 满足 Dini 条 件 : 
limw(f,6)1n 六 = 0， 


则 ff 可 开展 成 Fourier-Chebyshev 级 数 :f(x) 一 Da,t, Cz) , 工 忆 [一 1,1], 有 目 该 级 数 在 


1 
若 f 在 [一 1,1] 上 的 p 阶 导数 满足 a 阶 Lipshitz 条件 , 即 f”E€ Lipa 且 连 续 , 则 存在 与 ”， 
-Patin|< < ,re [—1,1]. 


10. ”Zolotareff 多 项 式 不 等 式 :[ 一 1,1] 上 nn 阶 Zolotareff 多 项 式 ;z,(X) = 二 x”* 一 nox”! 
十 …，( 守 0) 是 Chebyshev 多 项 式 的 推广 ,go 一 0 时 ,z,(x) 就 是 T(x) 的 倍数 ， 


当 0 受 cc 返 [tg( 区 7 了 时 ,z, (zx) 一 


[一 1,1] 上 一 致 收 敏 , 它 的 系数 为 m, 一 | AD 人 CD 


元 ZT, ,LACz 二 1 一 1] = zx" 一 (二 一 1， ze 十 … 


这 时 : 1 ， 1 过 4 过 1. 于 是 
a 


1 
2 一 1 


lz < 2 [+ (tg 亚 站 ] (L301]1986,18(1) :97 ~ 106) 


11.。 设 K,(z) 一 > auz* 是 某 个 na 次 多 项 式 , 称 为 多 项 式 核 ,通过 天 ,(z) 与 [a, 刀 上 
任 一 可 积 函 数 了 作 卷 积 P,(z) 一 [Kz 一 dt, 得 到 一 个 新 的 次 多 项 式 .下面 令 


=| (2) dr， K,(z) 一 二 (Te) . 


zr 
则 : 
(1) cs 全 713 


1 1 
| K(xz)dr=1; 而 Vee (0,D ,| KCz)dz < 二. 
一 1 6 no 
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2 一 了 


通过 P,(z) 一 | ,f/f(3 十 Xz)K,(D)dt (zx € [一 1,1]) 可 以 证 明 著 名 的 Weierstrass 逼近 
定理 ,细节 参看 [82]106 ~ 111. 

二 、 Legendre 多 项 式 不 等 式 

Legendre 多 项 式 P,(z) 是 [一 1,1] 上 以 w(x) = 1 为 权 函 数 的 正 交 多 项 式 , 它 由 


Rodrigues 公式 定义 ， 
PCz) 二 (zi 一 1)",n 一 0,1,2,…,P,(x) 有 表示 式 
nl2” dz” 
1 也 (— 1)*(2 2k)! 
一 本 nn : 2k 
Palz) 训 和 2 EC 一 人 1 一 28 7 
它 是 Legendre 方程 
dy dy 
(1 区) 过 3 TI tn 1)y 0 


限制 于 [一 1,1] 的 解 ,P,(zx) 的 标准 正 交 化 形式 是 


A 
P, (zx) = em C7) sn = 03,19, 


P, (x) 的 头 几 项 是 :Po (x) 二 1,Pi Cr) 二 ,PCzr) 一 于 (3 一 1),P,(z) 一 六 (5m 


一 3z),P,(z) = 35z' 30z’: 十 3),Ps (zx) = (63x 70z? 十 15x),… ,下 述 不 等 式 


中 ,没有 指明 x 的 取 值 范围 时 , 均 指 | z | 过 1. 
1. P,(z) 县 P,(1) = 二 1, 对 于 nn 之 1, 仅 当 xz 二 土 1 时 等 号 成 立 ， 


提示 :利用 Legendre 多 项 页 式 的 生成 函数 -万 一 二 元 一 SP,()r, 它 可 写成 : 令 


1 1 1 
V1i—2tcos0 二 让 Mi~—te®? Vi~te® 
28 — 1) 11 4 2m — 1) {n,m 
- (2 (C28) 1! )(2 mi ) 
求 出 P, (cos9) 的 系数 ,细节 见 [56]Vol, 2:107. 
2. 工 之 1 人 时 {P(x)} 关于 ”是 严格 递增 的 , 即 Pi (zx) 二 P, (x). 


并 一 cos0， 


3. 令 SCz) = DP), 则 VzgE [一 1,11,S,(zx) 之 0, 仅 当 z 为 奇数 是 x 一 一 


时 等 号 成 立 . 
4. ”Bernstein 不 等 式 : 设 | x | 二 1, 则 


| PCz) < /Exp | PCeosg |<./— 4 ,0<02 7 
nn nnsing 
| P, (x) [<2 mz). 
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4 

5. Fejer 不 等 式 : | P, (x) 一 PCz) | 过 一 一 一 . 
sjer 不 等 式 : | Pn(7) Patz nn 

6. | P(x) + P, (x) (SY | zx | < 1 


Vnn(l— zx) 
7 并 全 1 时 ,CC 十 1)Cz 一 Vi 一 1)PCz) > nP,i(r). 
8. 令 G, (Xz) 一 Pi(x) — P,i1(x)Pai (7x);, 则 


1— Pi(zx) 2nTl1 
(2n 一 1)(2 十 1) 37(2 十 1)” 


(1) 


G(x) 二 


(2)” 当 一 一 之 z 之 1 时 ,G, (zx) 严格 递减 . 
2n 十 1 


(3) ”Turan 不 等 式 :G(X) 之 0. 


9， 令 M, 二 cz 十 5) max{ (sinz) | PKcosz) |:0 过 zr), 


则 M,: 递增 到 、 1 二 (k > co ) , 且 Mi < M,, < 过 半 . 
证 明 见 Appl. Anal. 1982/83 ,3:237 ~ 240. 
10, | PCz) |< Fan+l) < 


[LPR (CZ) [S27 D2)n k+l),2 ChkSn; 


i Gh (2 十 R)1 
| Ps (xz) | 委 P; (1) 24 oklln—k)! 


当 |xz| 二 1 时 , | P(x) 去 /三 .一 2 


nn 1 一 :2 


[En 
一 
2 
[nn 
rd 
3 
A 个 
SS 
AL 
OQ-. 
Q 
3 
一 
3 


1/2 
) .([305]1980 ,4:E6227) 


1 
12. | PCa 二 .《[59]200) 


2 
~ 
(2n 二 1) Varntl) Van 
13， Bruns 不 等 式 : 令 z= 二 cos0, 则 P, (cos0) 在 (0,r) 中 的 nn 个 零点 9;( 均 为 单 零 点 ) 
满足 : 


k— (1/2) 


n+ (1/2) < < 


kx 
nT’ len 


1935 年 Szeg6 用 Strum 方法 改进 了 Bruns 不 等 式 , 证 明 P, (cos09) 在 (0, 户 ) 中 的 零点 


k— (1/4) kx 
0 满足 :2 下 tt72r 扫 和 < 二 


( 莫 叶 , 勒 让 得 函数 论 ,214. 230) 
14.， Forsythe 不 等 式 : 今 
P(r) PCz) 
PCz) PerCz)| 
则 当 0<z<1 时 ,Anz1,2,z)<0; 4A(22 十 1,2,2,z) < 0. 


A(n, 上 7， 工 ) 一 
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( 莫 叶 , 勒 让 得 函数 论 ,268. 274) 


15. 设 f€EC[ 一 1,1, 则 了 的 Fourier-Legendre 级 数 了 la,P,(z) 在 [一 1,1] 上 一 
致 收 伍 于 f(x) ,其 中 心 =| fb, cd 记 S,(f;,z) = asPi(z), 则 S,(f,zx) 可 以 写 


1 1 
成 积分 形式 :S,(f,zx) =| fAOOK, rtdt. L(x) =| | | K, (xz,t) | dt 称 为 Lebesgue 
i 


函数 , 则 存在 常数 <, 使 得 
cza2 ， (lzI 志 1,1z < 1), 
| K, (zt) | 扫 c 
[VI 
2cn’, iz| 志 1,， 
L(x) <| 2c jae, | ‘(E305]1986,93C4) :305) 


wzl<l, 1 雪 1). 


Z <1 

1—x’ 

2k 十 1 
2 


WW 1 
16.， 记 Q(z) = 了 6 JPkCz) , 式 中 一 | Qce) PCz)dz, 风 
k=0 一 


IQ = (sup | Q(z) 中 < tf Q? Cx)dz. 
TELa,b] a 


(L305]112C8)(2005) 问题 11056) 
三 、 Hermite 多 项 式 不 等 式 


Hermite 多 项 式 H(zx) 是 (一 co ,ce) 上 具有 权 函 数 w(z) 一 。*” 的 正 交 多 项 式 , 它 可 
由 Rodrigues 公式 定义 :H,(z) = (一 1)"e” (er )e， 
它 的 前 几 项 是 :Ho (zx) = 1;Hi(zx) = 27x;H;(x) 一 422 一 2 (zxz) = 8zs — 12x; 
H(zx) 一 16z 一 48z + 12;Hs(z) = 32x’ 一 160z? 十 1207，…. 
[3 


(— 1)*n! 2 
H,(2) = 2 Ha 2 


五 , (zx) 满足 微分 方程 :y” 一 2xy ' 十 2ny 二 0. 
H(z) 的 标准 正 交 化 形式 是 , 肥 , (zx) = 


1 
Vnl2” Vr 


首 项 系数 为 1 的 Hermite 多 项 式 为 音 (z) = 让 H,(z). 


H, Cx). 


1. | H, (zx) [< nlexpl| z [+ (1/2)). 


证 ”在 五 .(z) 的 生成 函数 exp( 一 刀 十 2izr) 一 >， HH, (zx) 中 , 邻 1 二 es, 由 Parseval 
n=0 * 


2 


2r 9 
公式 ,于 | 1 7(0) 1:d9 = 六 全 . 式 中 | f(9) | 二 exp( 一 cos29 十 2xcos9). 再 注意 


7 一 0 


到 | f(9) | 过 exp(1 十 2 | z 1), 即 可 得 证 . 
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2 
2. | HGCz) |<k.2%. Valexp( 志 ), 式 中 k 2 1.086435; 
1 {2m zx? 
3， | Hz Cz) | 2m1[2 Co -5 Jexp(); 
2 | 2 
(2m 十 2)1 x 
| Hzntri CX) [< mF XI» expl ) ,Cz 之 0). 


以 上 No.2 一 3 见 [101]787. 
四 、 Jacobi 多 项 式 不 等 式 


Jacobi 多 项 式 P, (x;as8) 是 [一 1,1] 上 以 wz) 一 (1 一 Z7 (1 十 Za 一 1z 和 
[一 1,1] 为 权 函 数 的 正 交 多 项 式 , 它 由 Rodrigues 公式 定义 : 


P,(ziayp) = ll 十 x [C1 一 x) (lr) (lz )"]™, 
它 的 标准 正 交 化 形式 是 : 

人 nl(a 二 8 二 2n 十 DTCa 二 Bn 十 1 

P(xsasB) = ( 278iTCa 十 n 十 1)T(B 十 nn 十 1) ) P(x;aP). 


特别 , 当 a 二 6 二 0 时 ,P,(zx;0,0) 为 Legendre 多 项 式 ; 
ac 一 有 = 一 1/2 时 ,PCzi 一 1/2， 一 172) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 ; 
a 一 8 一 1/2 时 ,P, (zx;1/2,1/2) 为 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 . 


Co) _ Tl(a+1/2)T(2a+t 7n) 1 
C7 (z) = Poon ra nt "te 3 


称 为 超 球 多 项 式 (Ultraspherical polynomials). 
1. 设 g 一 max{a; 有 Pj,asB 之 一 1, 则 当 4g 之 一 1/2 时 ， 


,一 元 ),(e 天 0) 


十 
[Piresp | | ; 当 g 二 一 十 时 ,| PCzie 有 | 和 | PCzoicB 1 /二 , 式 
n 2 n 


、 a 
中 极 大 值 点 z 接近 外 


» 
9 


天 十 2a 一 工 
2. 阁 >0 则 1C? 61< | ° | 


n 

车 一 1/2 二 a 二 0, 则 | Ce (x) | 委 | CCzo) |. 

式 中 当 n = 二 2m 时 ,zo 一 0,; 当 nn 二 2m 十 1 时 ,xo 接近 于 0. 
3, 当 0 二 a 二 1,0 过 9 二 x 时 ， 


ol 


Ca) 2 一 一 一 
| CS (cos9) | 过 2 (sinO) rT (Co) 


上 述 No.1 一 3 见 L101]786. 


4. 设 v = 一 max(ayp} > 一 方 ， 7 十 7 全 9 十 可, E Lipr, 则 三 的 Fourier-Jacobi 


co A 本 A 
级 数 > arPeCziayD) 在 [一 1, 1 上 一 致 收敛 于 了 f, 令 SC) 一 DyarPr (zya;B);, 则 
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| f(z) 一 SCrz) | ns € [—1,1]. 


式 中 常数 co 与 n,x 无关,t 二 (2g 十 1)/2. 设 a,8 之 一 1/2,n 之 2,E,(f) 是 的 最 佳 一 臻 台 
近 ( 第 14 章 $1), 则 成 立 下 述 加 权 估 计 ; 

(1 Zz) VawCz) | f(x) — Sf,7) | 委 c (lnoECP,zE[ 一 1,1]. 
式 中 常数 cs 也 与 az 无 关 . 

(Szeg65,G. .Orthogonal polynomials, Amer. Math ,Soc. 1975) 

5. 车 | PCz) | 所 | PCziaa) lzE [一 1,11, 则 

PR A | (Plasa)® ).,1 AkCn. (L327]1996,84(2) :129 ~ 138) 

6. PP, (xsa,B) 的 其 他 不 等 式 见 [153]34 一 40， 


五 、 Laguerre 多 项 式 不 等 式 
Laguerre 多 项 式 L, (zx,a) 是 在 区 间 (0,co) 上 以 w(x) = ze 一 ad > 一 1) 为 权 函 数 的 
正 交 多 项 式 ;L, (x,a) 一 er (re sy ， 了 一 0 1,2,，… 


它 通 过 了 函数 表示 成 多 项 式 的 形式 ， 


_ T(tntl) (xz) 
et 


它 的 标准 正 交 化 形式 为 


A 
L(xz,a) = ( D"( 


~ 


Pa 二 1) 1 
riatniD) Tze). 


LX,a) 的 头 几 项 页 是 :Lo (x,a) 一 1; Li(lwa) = (ae 十 1) 一 并 


L2(ZX,0) 一 斑 Cc 二 2)(o 二 1 一 (十 27z 十 二 DE ;Ls (Za) 一 言 (o 十 3)(e 十 2)(e 十 1 
1 1 2 1 3 
一 志 ( 十 3)(ae 十 2)2 十 二 (ae 十 3)22 Cx ye 
2 2 6 
La《z,0) 记 为 L.(7z), 因 此 ,L,(zx,a) 有 时 称 为 广义 Laguerre 多 项 式 ,L, (xz,a) 满足 
Laguerre 方程 ， 
zy 十 (a 一 zx 十 ])y’ 二 ny 一 0 一 1)2,… 
L(x,a) 的 生成 函数 为 : 


expl 


1 


1 zt 加 二 n 
(I 一 7) 2 Lx) . 


1,. | L(x) | 过 exp( 亏 ) ,《X > 0) 


TCa 二 Tn 二 1) 
< rar 


IT(a+ nt 1) 
Pa 十 1) 


2. |] L,(z,a) | 去 exp( 记 )， (rz 守 0,0 > 0); 


3， | za I< (2 一 )e*p(), (+0,~—1<a<0). 
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2 


六 、 Bernoulli 多 项 式 不 等 式 
Bernoulli 多 项 式 B, (x) 由 它 的 生成 甫 数 定义 ， 


| tl< 2 
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B, = 二 B,(0) 称 为 Bernoulli 可 写成 多 项 式 形式 ,B.C = 1;Bi(zx) = 


3 


1 ,B,Cz) 一 2 一 z 十 广 ; B(x)= zi 一 六 x 十 六 ze 


,2 


n—1 a 
> [a = 0,B,(x) 一 》， 交 一 2，… 


k=0 k=0 


B.C) 可 接 下 太吉 扒 公 式 来 计算 :多 [1 |B.(2) 一 ”wn 一 2.3 


1. | Bz Cz) | 一 | B | ,n=1,2,.,0<r1. 


2 | 也 — Bz, (x — Lx]) | 过 | B,, | ; 且 B,, — Bz, (x 一 [Lz]) 与 B,, 同 号 . 


3. 0< CD Bn < Nm (I 


Qo (1—2™ 
七 、 Euler 多 项 式 不 等 式 
Euler 多 项 式 E, (x) | 


= DEn 7 |x 


e 2 
E, 一 2"E,(1/2) 称 为 Euler 数 ,下 .(z) 可 按 下 述 递 推 公式 计算 : 


ECz) 十 》 [aE = 2z". 
k=0 


特别 ,Eo 《zx) 一 1,F, (zx) 一 了 


2 ,EFE, (zx) 一 ZK 六 一 1)，…， 


_ TB, le 
E, (xz) > 3)™. 
EF,《x) 具有 Fourier 展开 式 : 


_ nl ey cos[ (2k 十 1)xz 十 Cn 十 1)x/2] 
E, (x) 二 之/ 《2 有 十 1) 叶 1 


j 一 1,2 


0 委 工 委 ]1)7 之 


,0 二 x 二 土 . 


1. 0 天 (一 1)FCz) < 4 | 开 | ，0< 工 二 1 n= 1,2,. 


(1 3m 5 pi 0<z< 二 


2， 0 二 (一 D)"Eo 1x) < HD! 
' ne 


$3 三 角 多 项 式 不 等 式 


n 阶 三 角 多 项 式 T,(z) 的 一 般 形式 是 ， 


1. 


2 


一 1,2，…， 
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T, (zx) = 学 十 DCascoskx 十 psin&zr ) 一 yciem rn GO, (zx) 十 9.(Z)， 


k=1 =—n 


式 中 ao = 2co0 Qk 一 Ck 十 cp 一 ilcg 一 ct) 


CCz) = 学 十 Dancoske 称 为 n 阶 余 吾 多 项 式 ， s, (zx) = oi 称 为 n 阶 正弦 


多 项 式 , 字 ,(x) 一 — DY bcoskr sinkze) = i De Csgnt) er” 称 为 T, (zx) 的 共 轿 三 角 


多 项 式 . 记 中 T, | awg 二 max{| T(z) | :zx € [a;81}. 特别 地 由 工 ， "| cm 记 为 TT || c. 
Tx 表示 Tce 或 上 TT ,,1 寺 p20. 


因为 coskz 与 Sm 人 十 1)z 都 是 cosz 的 k 次 代数 多 项 式 ,因此 , 令 1 一 cosz, 余 驴 多 项 


SINT 


式 C,(z) 可 写成 P,(cosz) = P(t), 即 n 次 代数 多 项 式 的 形式 ; 间 理 ,正弦 多 项 式 S, (zx) 可 
写成 (sinz)P，: (cosz) 二 江 1 一 让 P(t) 的 形式 ,其 中 已. (0 为 n 一 1 次 代数 多 项 式 ,而 
一 般 形式 T, (x) 向 P, (xz) 的 转化 见 本 章 前 言 . 

1. Tleca (nt+1) max | T(x)sinz |. 

2， 车 {as) 为 凸 序列 ,上 且 ao 宇 4 宇 … 之 a; 之 0, 则 对 于 0 二 zz 二 2x, 有 


0 委 CCz) 魏 工 (as 一 al)csc? (3). 


CS 


3. 若 {as} 为 严格 递减 的 凸 序列 , 且 a,.1 2a。 之 0, 则 对 于 所 有 实数 z, 有 
C, (zx) 之 0. 
4. 车 {as) 递减 , 即 ao 疡 四 疡 人 0, 且 or 委 [G2R 一 1)/(C2) Jar 
(1 坊 & 过 4/2), 则 对 于 0 二 x 二 x, 有 
(1) ”Vietoris 不 等 式 :C, (x) > 0，> aisinkz > 0. 


友 一 1 


特别 , 取 Co 一 2 ax 一 1/k, k= 1,…,n, 妈 得 


(2) Young 不 等 式 :1 十 >) 二 coskz 之 0. 
kl 


(3) Fejer-Jackson 不 等 式 : >， 二 sinkx > 0. 


注 0 之 zx 之 x 时 ,S,(z) = > sme > 0 的 证 明 值 得 注意 . 因为 它 要 综合 运用 数学 


归纳 法 、 反 证 法 、 极 值 法 . 当 n = 二 1 时 ,不 等 式 Si(x) 盖 0 显然 成 立 . 设 4 二 mr 时 ,S, (x)> 0， 
要 证 S,(z) > 0. 用 反 证 法 , 设 S,(z) > 0 不成立 , 则 必 存 在 EE (0,r) ,使 S,(&) 委 0, 考 
虑 使 5,(€) 过 0 达到 极 小 值 的 点 ,不 妨 仍 记 为 &, 这 时 8 为 (0,x) 的 内 点 且 S (9 二 0, 即 


， ycosk = 0. 
k=1 | 


左边 乘 以 2sin(&/2) 并 用 积 化 和 差 公式 ,得 sin(m 十 (1/2))& = sin(6/2) 二 0. 
上 式 说 明 (mm 十 1/2)é 与 &/2 相差 x 的 整数 们 ,由 0 二 & 二 x, 得 
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| cos(m 十 1/2)6| 一 cos(e/2) >>0; 从 而 sinmé = sin[m 十 (1/2)]écos(&/2)— cosLm 
十 (1/2)]je。 sin(e/2) 宇 0, 于 是 S, (8) 一 S,_1(8) 一 (1/m)sinmé > 0, 妈 S。 (6 < S。(6) 
过 0. 即 S。 (6) 在 (0,x) 内 能 取 到 非 正 值 ,与 妇 纳 假设 矛盾 .证 毕 . 


从 这 个 不 等 式 出 发 ,再 用 数学 归纳 法 ,可 进一步 证 明 : 若 x; > 0， PE 


y (CTT 1) > 0. 
k=1 


i=1 


([334]1960(35 ~ 37);1 ~ 4 和 [22]612 ~ 613) 


我 们 还 要 指出 ,S, (zx) 二 Dl Csinkz) /8 在 [0,xj 内 仅 在 ze 一 (2 一 1)rr/ (Ga 十 1) 


(1 之 上 之 q) 取得 极 大 值 , 而 且 这 些 极 大 值 是 递减 的 . 所 以 ,S, (zx) 在 L0,x) 上 的 最 大 值 为 
S, (Cry/ (2 十 1)) , 它 是 n 的 递增 数列 , 且 


: ™ Sinz _ 
limS, (5HT] | Tz dz = 1.8519... 


no 


n 


S, (zx) 仅 在 yi 二 2kr/n (1 过 有 志 gq 一 1) 取得 极 小 值 . C, (x) 一 》) (coskz)/& 在 [0,xj] 内 


并 一 1 
仅 在 zx 二 2xk/n (0 过 上 过 2p) 取得 极 大 值 , 仅 在 二 2xk/(n 十 1) (1 委 & 委 9) 取得 极 


小 值 ,而 在 2xg/ (x 十 1) 处 为 最 小 值 , 其 中 9 一 [县 1 一 [n/2]. ([6jVol. 2;92 ~ 93) 


5. ”Bernstein 不 等 式 及 其 推广 : 

1) [Txan | TT, lx. (3.1) 
此 式 不 能 再 改进 ,因为 取 T(x) = 二 cosn《(zx 一 xo) 时 ,和 TT .= 二 1;,W TI =nt ,k= 二 1,2， 
….《3.1) 式 有 多 种 证 法 ,不 同 的 证 法 往往 和 它 的 不 同方 向 的 推广 相 联 系 . 例如 见 L68j、 
[62]] 等 . 

(2) Ya Tl.. 

G3) TTT? l,l 人 epee. 

C4) TT 


C5) ,+ Tal TT i. 
《6) 设 p 是 0,ce) 上 递减 的 曲 或 四 函数 ,p(x) > 0,g(0) 二 0. 令 


Si(g;7) = Dp 1ae* ,NN 
k 


1 So xs 和 2p02) 有 Tx,X 二 C 或 pp 0). 

推论 1 设 g(x) = Ta>0, 则 | S, (9g) | x < 2n° | T, | x. 

推论 2 设 glx)= 二 er 一 1,a 之 0, 则 Si(p) x 志 2Ce” 1) 1 T, lx. 
(证 明 见 [126]325 ~ 337) 

(7)” 设 0 二 6 二 2x/n, 则 


大 


k 
DD jt ， 
J 


下 
1 Te .过 (全 sse 人) max 
Zz j=0 


2 2 
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仅 当 T, (x) 二 -acosnz 十 bsinnz 十 c 时 等 号 成 立 . ([41352 ~ 353) 
(8) LL? 空间 中 的 Bernstein 不 等 式 : 


I Tcosa + T'sina | ,< | Ts,. 
式 中 0O 才 pcoya € R!.([401]1989,19(1):145 ~ 156) 


nl T, x. 


9) | Dacsew |+| DaCie™ 
k=1 k=1 
类 似 的 不 等 式 及 其 证 明 见 [373]1985,38(2) :216 ~ 226. 
(10》 Turan 不 等 式 : 设 T,(Cz) 的 所 有 零点 都 是 实 的 , 则 
| 工 | 过 Cwn TT, | ps. (lp). 
式 中 2 的 阶 不 能 再 改进 ,证 明 见 1352]1984,11(1):28 ~ 33. 


(11) ， 尼 科 利 斯 基 不 等 式 : 设 1 雪 请 委 9 过 cor= (1/p) 一 (1/9), 则 
| TT, | sj 夺 2n” | TT, | ps" 


特别 地 ,1T. .二 (3) Th 
G2) Tl < Tl 


172 


(13) A 


[nt Dot2) 十 于 Jo + 1T cosinzl > 3). 


1/p 


04) 取 w (zx) 一 | sinz | ,TT, | = (| 1T,Cz) ?| sinz | dr) “. 则 
| 下 CC 四 T, |。 


1 TS Cp) (二 二) | T, Cz) sinz || ,. 
1 B 
1/ 4 
(2p+ D3 p+1 2 /万 一 1】 ai 
CCp) = 
DD (pory ) (ps-i) (2) 
ga=1 一 《1/9p),8 二 nn 十 (1/Pp),1 才 pp 过 00. 以 上 (12) 一 014) 见 L1327j1990 ,62(2) :197 ~ 205. 


$ 


x / 
G5 记 1Tlorea=( 人 TecoPisinzlrdr) “. 著 0 之 p<<1,7 之 0, 则 
PT, ry SE Cr, pn T, | sc- (L352]1987,14C1):25 ~ 28) 
Q6) Jackson 不 等 式 : T, ;之 二 上 T, 1 


(17)” 设 T,(w) 表示 形 如 


t,(X) 一 Dafsn(e3E)] [sn( 玉 分] 


的 特殊 形式 的 多 项 式 集 , 式 中 Yc 宇 0 或 c 志 0,0 过 wt 车 € TT,(w) ,gr € T(z)， 
r= 二 qin 宇 0,k 宇 0,m 之 1, 则 


| ro HC, (oY) rl 
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| ,n+ 16xm tax/fw) 一 1 二 直 .. 
式 中 C 范 数 在 [一 w,w] 上 取 . ([391]1988,51(3 一 4):421 ~ 436) 
(18) ” 设 wELLl0,2xj,;l1 之 Pp 过 wo, 记 
2x 1/p 
| TCO0+y) |, = (, | Tet lw)dr) ， 
3 ‘1 之 mm 之 27); 则 


| TH | ,Sn max | TCt | 


Ye = {y = 


G9) 设 1T le 拓 二 网 1 | 天 < (3) 让 1 TY 1 
式 中 rE N,r 守 0, 仅 当 T,(x) 一 cos(Caz 十 a) 时 等 号 成 立 . ([327]1991,65(3) :273 ~ 278) 
6. 下面 用 | C, 1 ca 表示 sup{| CCz) 1: 一 a 委 工 委 ca). 


(1) 设 a = 二 1,0 二 a 过 zw 则 C116 宇 > (sin $)”™. (证 明 见 [112]90) 


(2) 若 a 人 ai 它 和 人 as 二 0, 则 对 于 所 有 CCz), 有 

2 1 | CG; | ra 
(1 一 一 ) 一 一 祈 1 nf < 日 731446 一 448 

元 ) AI 2 | C; | £6,220 (3 证 记 ) (证 明史 [ ] ) 

ow 2k 十 1 
7. 车 T,(0) = 0， T,( 2 可 | 过 1 一 01 和 mv2n 一 1 则 对 于 1z | 二 赤 ,有 
| ,Cx) | 声 | sinnx |, 仅 当 了 (zxz) = csinnx 时 等 号 成 立 . 

1 a 2n a —2n 

8.， 车 0 二 a 二 x 上 T [oj 志 1, 则 1m ie 大 去 | (7) + (ga) 上 


9. Erdis 不 等 式 : 若 ao 一 1， max{l or |, | b | ) 一 1， 补 ci 上 6 = An, 则 存在 
只 依赖 于 A 的 常数 a > 0, 使 得 lima(A) 一 0, 而 且 


| 了 | > 二 + a(A)){ DCai 0), (Ann. Polon. Math. 1962,12;151 ~ 154) 


10. [MCUJ. 设 | SCz) || sinz | 则 | > 已 | 志 1. 


证 不 等 式 左边 一 | S.C0) | 一 lim | > 一 |< lim| S22 |=1. 


11， (1) [LMCU]. 设 | SCz) | 委 | sinz |, 且 | >76， asinkz | 之 | sinz | , 则 


&=1 
D3 
k=1 | 
证 令 f(z) = Db wisingz, 则 SC0) 十 1 和 (0) 一 (十 1)C>72). 
二 二 1 k=1 
再 利用 | S ,00) [| 委 1, | 了 f',(0) | 委 1, 即 可 得 证 . 


(2) 车 | Si(z) | 委 | sinz | , 则 13S 0) |=| 2)26 | 志 1 
丰 二 1 
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12. (1) 车 | SCz) | 亏 1, 则 2 | 已 | 过 mi 
k=1 


S, (x) 二 


r < 7。 
sinzx 


(2) 若 让 S 1 . 委 1, 则 


13， 设 aoyal，…，a 不 全 为 0, 而 >)as 一 0， Darcoskr 宇 0,( 一 x 过 工 甩 0); 则 当 
k=1 k=1 
0 二 工 二 n 时 ,有 


14. 车 之 bi 之 0,b. 


作 


, 则 | S,(z) | 过 2AYR < A+1). 


证 不 妨 设 0 过 xz 之 , 令 贡 满 是 1 之 mw 之 一 1 而且 著 1 之 空 过 如 则 取 葬 
=-[ 笃 


TX 


车 <>>Wi, 则 取 一 0, 着 < 芝兰 , 则 取 m = n, 于 是 


| SCz) | | Dbosinkz | 十 | 了 ) bisinkz |= oi 十 04 ,估计 o 用 | sinkz | 入 好 ,而 估 
k=1 k=mtl 
计 am 用 


« 
» 1 元 
| Dsinkr < Bn Si ([73]484 ~ 485) 


15.。 设 Abi = 二 一 bn 之 0,0 二 | 工 | 过 x; 则 


| orsintz | 二 ee" , 


提示 :利用 
| Dorsinkr | — [6 ( 2) sinker )+ (sinjz) | 和 | Dsinkz |< / EE / < 


16. Te lolt Daltib) < VmTralT, le. 
k=1 
提示 :利用 


言 1a lt Dt i TC dr 2)T, |e.([60] 上册 67) 
k=1 一 

17. 设 | Tz) | 1, 则 当 1p 志 2 时， 存在 常数 c>> 0， 使 得 
a 17 

训 1 如 
万 二 1 


当 户 之 2 时 ,上 式 不 成 立 ,特别 当 户 = 工时 ,有 


工 _ 工 

p 2° 
lo dtih De. 

提示 :用 Halder 不 等 式 . ([57]Vol. 1:245) 

18. 设 TCzo) 二 TT, 中 , 则 对 于 |x| 二 x/n, 有 
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T, (zo dx) Tro)cosnzr = | T, | cosnr. : 
证 ”不妨 设 z。 一 0,x 之 0, 令 A = | T, 上 .用 反 证 法 ,车 存在 y, 使 0 之 y 过 x/n, 而 
且 工 (y) 二 Acosny; 对 于 e 沁 0, 令 g(x) = T,(zx) 一 (A 十 ejcosnz ,选取 e > 0 充分 小 ， 
使 g. (zx) 二 0, 而 且 若 zx 二 x/n, 则 : 
宇 e， 车 上 为 奇数 ， i 
ge CX) 
人 若 丰 为 偶数 ， 
从 而 对 于 s 一 0,ge 在 每 个 区 间 [y,zi],[Lza zj] ,LXznz | 内 至 少 有 一 个 零点 . 于 是 
令 s 一 0, 得 出 go 在 区 间 [y,2x] 内 至 少 有 22 一 1 个 零点 ,此 外 ,go(0) = go(0) 一 0,8go 必 
为 不 超过 2n 次 的 三 角 多 项 式 , 并 且 在 区 间 [0,2zx] 内 至 少 有 2n 十 1 个 零点 ,然而 这 是 不 可 
能 的 (因为 goCy) < 0, 所 以 go 关 0). 


大 
推论 1 Te | ce 委 ( 上 ACT) ec. 


Zin ) 


x (moO—n)x 


19. 设 mma 二 min [2m mm "0 全 h< ea, 着 对 任意 x。E R',n 阶 三 角 多 


项 式 T, (zx) 满足 2m 个 不 等 式 : 
| Tx) [MORZEkC2m—1. 
式 中 z= zo 十 (hx/m) 十 oi; | 06 | 之 B; 则 
| T, | 委 Msecn((x/2m) 二 +B). 
上 界 不 能 再 改进 , 当 8= 0 时 得 到 Bernstein 不 等 式 (1931). 
提示 :用 反 证 法 ,并 考虑 4 阶 三 角 多 项 式 p(x) 二 Msecn((r/2m) 十 B) cosnzx 一 T,(zx) 
的 零点 特征 . ([82]244 ~ 246) | . 


20、 设 T(zx) = 》lciexp(ikx) 是 正 的 三 角 和 多项式 ,cs = c4, 则 


不 二 一 n 
| Ck | 过 cocos (E71 Fa 
21. Abel 不 等 式 : 若 xz 关 2kx, 则 
mn 1 
(1) | >， exp( 记 工 ) | 去 sin 六 ; 
k=mtl 
m+n z 一 上 mtn - -1 
(2) | > sinkz |< sin 部 | ; (3) | > coskz |< sin 之 
k=mtl hart1 2 
mtn nz 
证 | >), exp(ikzx ) < exp[Li( 十 1)z] 加 一 | 
k=mt1l 


一 | sin(nz/2) |。| sin(z/2) | | sin(z/2) | 一 ， 
(4) ”车 a, 是 正 的 递减 数列 , 则 对 于 xz 关 2jx,7 E N, 有 


mn 
| DJarexp(ikz) Es as/ | sin(x/2) |. 
此 一 于 


(5) 当 0< 二 xX 达 x,m 宇 n 时 ,有 


| DsinGg + (1/2)z|< rz 
k=n 
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22. ”指数 和 不 等 式 : 
7 一 二 1 ， 
(1) 令 S(n,m;9q) 一 DJ) exp(2rink’/q),q EN,(n,g) 一 1. 高 斯 证 明 


| Sn,gyg) | 过 Ya. 华罗庚 将 指数 中 的 已 推广 到 一 般 整 系数 多 项 式 .([76]196 ~ 201) 若 
gq 之 60,2a 与 g 互 为 素数 ,自然 数 加 ,om 满足 m 二 mr 十 Pp 志 4; 则 

| S(am++ p,q) — S(a,m,q) | Valng; 
车 2 除 不 尽 g, 则 | SC(l,m,g) 一 (m/g)S(1,g,g) 1 委 Vglogq. [76]187) 


(2) ” 邻 S(a) 一 Djyexp(2xila 十 &)?/n), 则 当 m < (n/4) 一 a， |aj< 1 时 ， 
pe 


| SC(@) [<eynj; 当 mn—1 时 , | SC) [< en. 
(3) 设 (ay = min{a 一 [eal,[a] 十 1 一 a}, 即 (a) 表示 a 和 它 最 靠近 的 整数 间 的 距离 . 
a 为 实数 . 记 


S(m,n) 一 > exp(2xika), 则 | Sl(m,1) | 过 min{m, | sinna | 一 》 而 且 


下 一 如 


| SC (< min{m— nF}. [76]187) 
(a> 


m—l 


(4) Vinogradov 三 角 和 定义 为 SCm,n) 一 > (| sinCxkn/m) | /sin(nk/m)).1989 

R=1 
年 , 俞 孔 权证 明 : (二) 2 SGmm < 你 (logm 十 < 一 log 至 ) 2 (2 一 过) 一 十 G 一 
天 一 ] 


x 6m 
式 中 cc 为 Euler 常数 . (浙江 师范 大 学 学 报 ,1989,12:4) 
(5) 华罗庚 不 等 式 : 设 Ny,m sr ,Nm 无 公 因 子 ,e > 0;,; 则 


1 ) ， 
m 


N m 
Dexp {2ri( D7 CR “15)/N)) [<eNs, 
k=1 j=1 
式 中 轧 二 1 一 《1/m) 十 esc 内 依赖 于 xm ，,e. 
(6) ”华罗庚 不 等 式 : 令 gg 二 2" 一 m 十 ese > 0, 则 
1 mm 
| | DV expC2riza”) | dt < eN’, 
0 gl 
式 中 常数 c 只 依赖 于 xm ,e. 
(5) (6) 见 Selected papers of Loo-Keng Hua. Edited by H. Halberstam,Springer, 
1983, 
23. 车 一 oo 时 ,os 递减 趋 于 0,0< 工 扫 2r, 则 


| DD arexp liz) |< o/sinCz/2). (L305]1957,64:47 ~ 48) 
k=ntl 


nn [Cu] 
24， 设 aw 守 0 Do =1 邻 A) = Darion 守 0,0 trA0Rp 
k=0 j=0 


委 4 委 co, 则 


| yao， expi(n— k)t | < cA, rn/D). 
k=p 
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([324],1942,9:168 ~ 207) 
25.， 设 {4,) 为 递增 实数 列 , 若 Ms 一 4, 之 a 之 了 记 cl = 二 (2) 1 cs1?)%, 则 存 
在 只 与 a 有 关 的 常数 A,B, 使 得 Alcl; 志 D>ycrexpC2t) ;所 Bl es. 


注意 0 不 能 换 成 1. 但 对 上 界 估计 ,条 件 可 换 成 {4,) 递增 生 {expCA)) 为 (一 x,x) 中 的 
基本 列 (Ingham,A. E.). ([308]1984,92(4) :549 ~ 553) 


MIN 
26. 设 SCz) 一 2 Qiexp(2xikz), 式 中 人 as) 为 复数 列 , 若 0 寺 zo 之 Zz 过 < 之 


k=Mt+l 
1 ,Tn 一 ZX 守 06> 0, 则 
a MHN 


DSC FSONTE 1) 2) lal’. 


k=1 &=MT1l 


这 是 1974 年 蒙哥马利 - 话 恩 利用 泛 函 分 析 的 对 偶 原 理 得 到 的 最 佳 估 计 . (L154]560》 
27. 对 于 任意 实数 xz, 有 
2wr < 1 二 rn， 


y， 2 < 


k=1 


sinzdz 一 1.8519.… 一 下 十 1. 
x 2 


0 


证 ”因为 f(x) = 


》) 39 妖 | 是 以 2x 为 周期 的 偶 本 数 ,又 一 0,r 时 ,不 等 式 显然 
k=1 

成 立 ,所 以 只 要 对 于 0 < z < r, 证 明 不 等 式 . 取 自 然 数 户 满足 mm 三 二 二 吉 十 1, 则 f(z) 
<» 


Lsint | 141, 有 过 总 笋 一 mz 之 Vr. 另 一 方面 ,从 sin 邓 之 三 及 Abel 不等式, 有 


sinkx 
次 |+ 


p> 到 和 | 一 “二 ,着 mm 一 0, 则 m = 0, 若 加 之 7, 则 os 二 0, 利用 


k=mt+l 


1 1 1 
02 信 。 过 = Vx. 
vin 至 | m+tl x ,Vx 


nT I 


所 以 f(x) 和 受 o 十 os 过 2Vx. 
注 ” 当 工 充分 小 时 , 可 取 mm 满足 开 二 + < m 过 趟 , 这 时 不 等 式 可 改进 为 


n inkx 
>» Ec. 
k=1 


3n—1 
28. [MCM]. 了) 过 | sink |> 于. 


R= 


提示 : 先 证 对 任意 实数 zx，| sinz |, | sin(x 十 1) | 中 至 少 有 一 个 大 于 1/3. 


29. 设 广 (z) 一 >) (| sinkz | /8),M, 一 (r/2)maxf{ 廊 (z):zER)S = 》) (IAA)， 


k=1 k=1 


则 S, < M, < S, 十 1. 


证 令 B,(z) = > Ccoskz /Ek), 则 
k=1 
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falz) = (2/7)S, — GA/ PB, (2kZ)/ Ck: —1) <2/n)S, + /DD TEL 二 T= 


(2/r)(S, 十 1), 另 一 方面 ,有 M, > 二 | 六 cz?dz = (21r)S 


Sin(2& — 1)x 
2k—1 


2k—1)zx 


30. |< 子 (zx E RD; 车 着 0 一 z<<m, 则 0< 2 虹 光 二 


k=1 


31. 车 z 关 2jx (jE€ 2), 则 
< sinkx 人 1 
>; BE|< ,mm 一 0,1,…); 而 当 |z | 十 时 ,有 


天 一 2 二 1 


in 蔚 
2 


3 |< 2x (L327],1990 ,62(2) :258) 


二 寺 1 


32、 设 0< 并 所 2r, 则 


3 singz < 1 

4 (Cm 二 1)sin(z/2)" 
提示 :利用 Abel 恒 等 变换 及 Abel 不 等 式 . 

33. 车 0 二 zx 二 7,n 放 1, 则 


> sinkz 二 A 一 
k=1 k 


34.， 设 0 二 ZX 过 zx,0 二 二 1, 则 


sinkzx 


(1) 


Cr. (2) 


(3) 


1 COskz 1 A COSRT |. TA 
2 (<mire (4) 2 < lnsin 于 十 了 一， 


注意 这 几 个 不 等 式 的 证 明 技 巧 都 有 典型 意义 ,下面 仅 以 (1) 的 证 明 为 例 . 
选取 7Y,B, 使 0 二 yy 二 a 二 8 二 ;并 使 y 充 分 小 ,8 充分 大 , 则 


= DF "sinkz 一 >) 十 > 十 >》) 一 9 十 $: 十 S,， 
Reer/r r/r&keB/r k>B/z 
1 
利用 Dk of di 一半 一 一 CM" 可 得 


kM 


1S I< Dhk™ | sintz | Dk (kr) < < (到 = Crixzc (3. 2) 


kr/I Lk kr/t 


再 利用 Abel 不 等 式 , 有 


| 2 “sinkz | < Memax{| Dsinkr |:0 < 4 < 7)< Me sn 入 | 
于 是 
1 S < CE) = Cemzr (3.3) 
z A 
再 利用 


Zesinpz 2 x Tl — a)cos Dart 0,0 a 1), 57]Vol. 1:70) 
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对 于 固定 的 e 汪 > 0, 有 
(A—e)zx"! < SS: SC (Be) zr. (3. 4) 
从 (3.2),(3.3),(3.4) 式 即 可 推 得 


| Asinkz < Cx”!. ([57]Vol.1:187) 
2=1 


35. 


" 王 " sinz 7 一 ... 
四 二 <4 ceo 1dx 式 中 ,于 <A<] DZdz 一 1. 85 


特别 地 , 若 所 有 m 同 号 , 则 A = x/2. 
36. ”对 于 任意 实数 Ci,k 二 0,1,…,n, 有 
max | | cosz | 一 DCeos'z |> FT 
证 明 见 [60] 上册 177 ~ 178. 
37. Lebed 不 等 式 : 记 A, 二 {{ai}):ay 宇 0 且 s 之 0 时 ,ark “递减 ),A_ ,= {{ar}:ar 宇 0 
且 s 二 0 时 wm。，k’ 递增 }. 设 f(z) = cosz 或 sinx, 则 当 z 关 2kr,k 二 0, 土 1, 十 2,… 时 ， 
有 


,a) € A,, 
了 | 2 | 
| Daf (x) |< 
“" (2)', (a) € A 


| sin 六 | 
(4]361 ~ 362) 


38. -DE |<vyalzl. 
一 1 


证 令 f(z) = 了 (一 1D* 吕 妈 , 及 y 一 zx 一 
= 二 1 
(1) 车 0 二 xz 二 地 2 ' 则 


If (Xx) | 一 | Deostr|= [Boos |< TGS 和， 
从 而 | f(x) |vV2|z|. 


(2) 若 z 之 六 , 则 


| f(x) |= 2 < 2 zl. 
k=1 o 2 


(Gaier-Todd, Numer. Math. 1967 ,9:452 ~ 459)2004 年 章 仁 江 将 系数 V2 改进 到 1. 
(中 国 计 量 学 报 ,2004(1)) 
39. (1) 设 一 二 Zz 二 zm 二 0,1,2,…, 则 


mtn 


1 1)+! So sex < 委 2[(m 十 1)cos 7] . 


一 了 十 1 
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(2) 设 0<z<r 则 
0<1+ 了 EE<1- in( 子 ) 二 F< (L221612,616) 
40., 设 0 之 2 之- 全,T,(z) = 了 ] DA ne 到. 则 为 奇数 时 ,T, (zx) 


> 0O,n 为 偶数 时 ,T, (zx) < 0。 


一 般 地 ,有 Sz-Nagy 不 等 式 : 设 数列 {Qi,) 满足 :ostl >>0, 而 当 & 之 


序列 , 即 mx 


n 
n 十 1 
41. 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


nn 十 1] 时 , {eas} 为 出 
宇 0,An, Qk Qtl > 0,A’es 一 ak — apri 二 Qjprz 之 0, 并 且 limat 一 0, 则 当 


r<z<r 时 ,有 (一 1)”>) osinkr 之 0.([4]339 ~ 340) 


天 一 mi 十 ] 


Dirichlet 核 不 等 式 :n 阶 Dirichlet 核定 义 为 ， 


D, (x) 一 去 十 Dcoskz -| 2sin(x/2) 
天 一 1 


二 


sinCn 十 《1/2))zx 


,过 天 2 (mE 2), 


2 十 1/2， X= 2mxn. 
| D, (zx) [| (1/2) | cscC(x/2) | ,x 2krn rk EZ. 
nT (1/2), (x € R'), 


| D,(x) | 过 
(1/2) | cscCo/2) [ra/2o), (0<o|xr | a). 


DID, C2rg/p)>0, (pE Nmn= 0,1,2,.). 


=0 


车 0 之 nn 二 p11 之 m 二 pp, 则 
DD, 2g/p) < 下， DUD, (2nk/p) < et 
上 二 1 


R= 1 


设 0<“ 私 斑 , 则 


2 ) 关 于 ” 遂 减 ,元 - 下 D.(7 ) 关 于 递增 . ([301]2000,252:410 ~ 430) 
设 1 二 pp 志 2,n 守 1;, 则 


i | Scpcn le <a 4 (元 SA 


= 


式 中 A, 一 (2 二 方 (p 一 1)-$), ([22]584) 
Fejer 核 不 等 式 :Fejér 核定 义 为 : 


42. 


(1) 


2 


二 1 
2 芭 3 | Zz A 27zar， 


K(x) = PA 2 十 2sin(x/2) 
(nn 十 1)/2， X= mn, 
(nt1)/2 <n, ZERR， 
2 
T 
0 < Klz) IIAt Da (< 7 
2 
[escCo/2)] < seo/2) ， 0<o|zri<x. 


2(n 十 1) 2 
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2 2(72 十 1)5， 0<z<l/0<a 委 1， 
(2) XK,(X) EY rrr? 

一 一 < Try0 < 2. 

0 9<rEr0 a 


43.，-(C,a) 核 (Fejer 核 的 推广 ,如 (C,1) 核 就 是 Fejer 核 ): 


n ol 
Ki(z) = 5) ND) (a>0), 
k=0 加 


os (Ge 十 1)4a 十 2) Ca 十 了， 


21 


式 中 A 二 | 
n 
nl1 坟 2n， rE€ER', 
一 一 ， 0 过 xxA0 Tal1, 
A 
C1 二 nr)[l+ Cnz)"]’ 
式 中 A。 是 只 依赖 于 a 的 常数 . (157]Vol. 1:94) 
注 ”D, (x)，,K,(zx) 的 积分 不 等 式 见 第 13 章 No. 98,99. 
44. 共 斩 Dirichlet 核 不 等 式 : 共 斩 Dirichlet 核定 义 为 
六 cz) = ysinkz _ cos(x/2) 一 cosLz 十 /2 1x 
太一 】 


0 委 工 和 rr0<a<1. 


2sin(z/2) 
ns x € R!, 
| D5, (Cx) [< 1 r 
Tne/ TS TeT’ 0<|z|<=x. 


45， ， 共 斩 Fejer 核 不 等 式 : 共 斩 Fejer 核定 义 为 


1 SN cos(RE 十 (1/2)) 1 并 1 sin(n 十 1)z 
ni1itt 2sinCz/2) 2°83 (xzF1 ) TF2sincz72) 


1 并 
KR, (Cx) 5 ctg 


(1) | R,(z) |< n/2. 
(2) KR,(z) > 0,0<itx. 


(3) 客 (z)sgnz 之 0, 一 fr< 工 所 


1 工 
(4) KR, (zx) 2 Ctg | < Ts 0<<| 工 | 二 


区 2 
4(2 十 1 
46. ” 共 罗 (C,e) 核定 义 为 : 


n ol 
Rs Cx) = DD) MED, (zx) = Lotg(z/2) — Hs (x), 
个 As 2 


a 一 1 ar--1 工 
式 中 再"(Cz) ZA inca RL 2 AThexpnlk + 3 ) 工 ], 
ni, ZER;0<a<1l， 
| K(x) [<4 A 
Tr, 0<z<n0 al. 


式 中 A。 是 依赖 于 a 的 常数 . ([57]Vol.1:95;[87]60) 
47.。 ” Poisson 核 不 等 式 :Poisson 核定 义 为 
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i1—r 
2(1— 2rcost+r7r) 


Pr 中 一 于 十 一 (0 去 一 1)， 


0 扫 r<1， 
(1) PCr) < 
i 后， 1/2<r<1l,1il<x. 
1—r 工 十 > 
(2) ZI 全 过 Plr,t) 过 07)’ 0 这 r+ 达 1. 


(G) i po Dd<d-n), 0<a<l. 
0 


nl — rr) 
ir dr a “ee 
(4) 二 | teP (rt) dt < 
x rn 1 
tr len ol. 


(5) tarpo, Dd En), 0<o<]1 
XJo 4ar 


(6) 二 | | Pr | dt Orol 


2 
nl—r)" 
(7) 二 | IPOD 1d 二 一 和 ，0 一 一 1 
TJ (1 —r) 
式 中 了 的 导数 是 对 t 求 的 . 
48. 车 0 过 z 牵 7, 则 Dy sinkr 十 sin(n 十 1)z 守 0. (Fejer) 
大 一 


49.， 车 0 二 xz 二 x | 过 1,m 二 nn 或 n 一 1, 则 


人 一 2 yy sin2kz 
> 和 2 + > 0. (L221617) 


50. Detd | sinkz [< 名 1 DD. 


~ 


51. yo 一 十 Dsinkz > 0, 0 到 工 所 一 (Lukdcs) 


k=1 


52. 设 妆 CD 一 于 十 2 只 coskt , 则 当 一 1 之 a 之 1 时 ,T%C7) 之 0. 《Young 不 等 式 ) 
进一步 推广 见 [41342 一 343. 
53， 记 C(z,a) = 多 十 Pyarcoskr ,C(x,1) 一 去 十 > cosAz , 则 


k=1 


[ (Cm dr 


| 


[ | CCxs1) | 到 iv 


仅 当 ao 二 al 一 … == a, 之 0 时 等 号 成 立 . (Alzer,H. ,[301]1997,208(2) :567 一 570) 
54,， 设 | T(x 7 ) | 过 1,8=0,1,…,2n 一 1 和 (0) = 0, 则 
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Lf TD 上 7 ww, 仅 当 T(x) 一 orcosnz (a E R') 时 等 号 成 立 . 


2xJ-x 1 一 cosZ 
(Guessab,A. 等 ,[327]1997,90(2) :255 ~ 282) 
55. 设 Tc= max{| T(x) |:x € [0,r)} 1,w (7r) = (sinz)", 


9 1/2 
| TE? 2, = (| | Tt (x) | orCz)dz) . 则 | ; 


(Ck) Vt 1/2 
GD TS | SP (一 党】 ,大 27 之 4. 


仅 当 人 (xz) = cosn(zx— zo) 站 
172 
(2) | T® | 所 (1+7 十 5 


1 172 


特别 地 , 当 T,(z) 为 奇 丽 数 或 偶 画 数 时 ,成 立 | TY |。 <** (1 一 Tz 一 ) 


CG) Te 1 人 T,(z) = cosn(z 一 zo) 时 等 号 成 立 . 


1/2 
C4) | TE | 2, <V3 (1 +7 一 TD) 
之 22 之 3, 仅 当 TD(z) 时 等 号 成 立 . 特别 地 , 当 T,(z) 为 偶 或 奇 函 


数 时 ,下 式 成 立 
1Te | A/ (1 9 下 
”AN 3 ( 《472 — 1) (4 一 5) 


([309]1995,347(5):1753 ~ 1761) 


2r 17/ 
56. 设 1 T， 1,= (| 1TiGz) rdz) ,2 Sa<%, 


| TT, | c 一 max{| T, (x) |:z 各 [0,2x]} < 安 1, 则 


i/g 
1) TS® |， 去 (1 一 过) nz ‖ To | 6s. (3. 5) 


仅 当 T, (x) = cos(nz 十 a) 时 等 号 成 立 . 式 中 t= 二 1 一 (2/g). 
(2)” 若 g 为 大 于 2 的 整数 , 则 重复 应 用 (3.5) 式 得 出 

1)11、 Ve . 
) nt, 


2xCg— 1)11 
(Ck) 
| Te ,过 (Tar 


(3) ” 设 加 宇 2,a = 二 (g 一 1)/2,5 关 0,g 放 2,65E€ R!, 则 
(2a) 4 3) | Te | 2 过 (a) ™ 3 pe | 了 (7 | 2 十 于 (一 站 巡 | T, | 2, 


kk 二 1,2,."…,m— 1. (人 L332 ]1997 ,13(2) :78 ~ 82) 
57. 设 是 2 周期 的 偶 A， 权 , 则 VkE N, 下 式 成 立 


| TT | ws Se 3k(2m)w (Tus 1 ) . 
psu 


式 忠 (TsO) = sap | TC TCet oly. 
(Kilgore, Theodone 等 ,Result. Math. 1996,30(1 ~ 2) :79 ~ 92) 
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58， 设 m,M 分别 是 T, (zx) 的 极 小 极 大 值 , 则 
M—m 1 fr _M—m 
ml < 引 |. Tn)dr MT Fl 
这 是 积分 第 一 中 值 定理 关于 实 值 三 角 多 项 式 的 加 强 . 《L561Vol, 2 :99) 
2rt+1 
全 一 工人 1 | 2kr | 
59.， 令 MOA= 充 | 1f1,M.(1) WTI f( 专 十 1) ， 
(1) 车 1 过 pw, 则 M(T?) 委 CYMCT 
(2) 车 1 三 p 达 吕 ; 则 MO(T?) 所 CYM, (Tt)，; 


M, (7T?) < CMOTS) ;MOT?) < CM, CT?). 


(3) ”车 0 二 Pp 二 1, 则 MCT?) 所 Ct[M, (TD];M(CYT?) < CEM, CT,) J?. 
(Fund. Math. 1936,28;131 ~ 166) 
60. ”Erdés 猜想 : 设 T,(x) 的 所 有 根 都 是 实 的 , 且 外 了 jc 二 1, 狂想: 


| | T(z) | dr 4. 


这 个 猜想 至 今 仍 未 看 到 证 明 或 否定 . (L376]1940,46:954 ~ 958) 
61. Arestovy 不 等 式 (1981 年 ) : 设 p,zp' 都 在 (0,co) 上 递增 , 则 


2r 
人 Top Da | gl TC Dae. 
0 


62. 设 p 是 [o,ce) 上 递增 的 凸 函 数 ,p(0) 一 0, 上 PW c= 二 1,P,(zx) 在 [一 1,1] 上 交 
错 地 通过 和 2 十 1 个 点 (ze)& ol 委 Ma 魏 j) :一 1 一 xzo<…< Zno 一 1] 使 得 P, (xz ) 一 
(一 1)"*,k 二 0,1,…,m.P,(zx) 在 Lzyzai] 上 单调 (0 委 & 委 和 一 1), 则 


1 1 
[pplz) Daz< | pd Tr) ddzr， 
仅 当 P, = 二 T, 时 等 号 成 立 . ([327]1982,35(2) :181) 
63. (1) 让 | 1 T(z 1 dz 之 二 (如 十 聊 六 对 Vn 成 立 . 
(2) ”车 3m 六 n; 则 当 T(x) 一 > (arcoskz 十 bsinkz) 时 ， 
R=1 
2r 1 
去 | 1TCz) dz 之 二 (oz 十 只) 流 
2rJo 工 
对 Ym 成 立 . 式 中 字 是 最 佳 常数 . ([317]14(1938) ,44 ~ 46) 


由 
p 


、 已 1 2r 
64， 设 PC = yaen,M= maxlPa1， 1P 1 一 (于 [POD Pe). 
k=—n < Tv 0 


(1) 车 之 于, 则 2 1as |<M; laltla |<M,; 
la lA 1P, |; [a | 十 | ae IF Ph. 


(2) 若 上 > 六， 则 | ao | 十 21a | 委 Mi [oo [tl a ltlas lM; 


§3 三 角 多 项 式 不 等 式 


| ao | 十 去 La | 1 Pl. 


(3) las [< Meos (s+F3)’ la: | (2)eos (sa) | P; i. 
—k 


式 中 下 之 0， p=2|” 


(4) ao | 十 | ae | see( i) 之 M, £0. 


2 V2 也 
(5) 1as | 十 于 | ae 未 (十 写 ) 1 P, li1,k 之 地 


(6) |ao | 十 21a |v31P, 上 2 汪 之 驰 


(07) |a ltalol<2ralP, | £> 


式 中 心 = -15* 而 6 是 方程 sinz 一 忆 Mx 一 2z) 的 最 小 正 根 . ([22]583 ~ 584) 
65. 设 0 二 工 去 zx 则 


(1) Dg sinjz>0, k>1. (Fejer) 


i=1 


n k—i? 。 * » 
(2) 1 "EPE >0, kh>1, 0<a<n 


([317110(3)(1935) ,278 ~ 279) 
(3) y， cos(kz) nk? 


k=1 


> 一 1. 


(4) > 9 sinCkz) > >— 3. (L365]31(2) (2005) ,75 ~ 84) 


式 中 一 sm “V1998 一 10 V2073 一 一 0.1171…, a 与 计 均 为 最 佳 常数 ， 


(Collog, Math. 105(1)(2006),127 ~ 134) 


(6) >» (位 全 全 


nk)( ATT >0 TI<S2S1 


(7) 车 a 之 >a>… 之 a 之 0, 则 Da( 吕 >0. ([22]611 ~ 616) 
k=1 
66. 设 0 过 zx 二 x,; 1|y| 过 x,，|y| 隆 xz,， 则 


， 1 
一， in sin(k— 3)y 

>> 0. 
2 ) 2sin( 之 ) 


k=1 
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67， 设 0< yy<r，y 天 zz 0< 工 < 
也 1 
号 cos( 了 7 ) cos(k+ 3)y 、。 
名 人 2sin( 广 ) 


oo 


68. DD (Me) > 0， zER，m EN. 


k=1 


69. 设 0 之 吉之 而 加 一 4,51， 则 总 ( DRL (TE )>° 
j=1 


以 上 No. 66 ~ 69 见 [22]614 ~ 615. 
70. 设 a 之 1 之 4 之 之 a 之 0. 


(1) 车 之 >0 有 Vz << r， Da (I 屯 全 Sinkz 1 “)>0 
j=1 


(2) 4ai (sin ) (co 到 一 “2 )< Da 下 << ai(Cr 一 工 ). 


(3) mt Do < of! 一 logsin ( 豆 )+ "3 | 0O<z<n. (L221]616 ~ 617) 


71. Sm 一 如)sin&z > 0, 式 中 当 n 为 偶数 ,nn 宇 2 时 , 0 二 z 志 x; 当 nn 是 奇数 ， 


"之 3 时 , 0<z<x(1- a (Collog. Math. 105(1) (2006),127 ~ 134) 


72. 设 ao 之 ai 之 之 a, 这 0， an < 1 ，， 1 委 4 委 忆 ， 0< Ze < r， Dz 
k=1 


二 x, 则 》， (4 II 2 )> 0. ([221618) 
下 一 工 了 一 1 


73. 设 a 羡 wa 二 … 人 ay 和 0<z<r psg 为 任意 实数 , 即 


Px] pr 
| sin(? 2)2 | n | sos(? 一 3)2| 
一 Co 过 DarsinCpp 十 q)x 声 ao 。 
sin( 等 ) “7 sin( 芝 ) 
74. 设 0 过 a 过 … 之 a 过 a 二 0， "= max (| 0 委 & 委 ?一 1, 0 一 > 二 1， 
工 & 


. 1+r 
则 | Dy arexplikz) | < oo 1 Tr 0O<zSn (No.73 一 74 见 [22]618) 
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$1 上 凸 畏 数 不 等 式 
一 、 基本 概念 
凸 函 数 分 为 实 变量 的 西 函 数 与 复 变量 的 西 函 数 . 
(一) “ 实 变 量 凸 函数 及 其 推广 


下 面 设 DD 是 实 线性 空间 中 的 师 集 . 

定义 1 设 f(x) 是 定义 存 实 线性 空间 XX 中 的 凸 集 D 上 的 实 值 消 数 ,着 Yz,y € DD， 
0 委 ) 委 1, 有 

jz 十 (1 一 1)y) AA) + AVY), (1.1) 
则 称 f 为 D 上 的 是 函数 .车 对 于 xz 关 y,0 二 4 达 1,(1.1) 式 中 内 成 立 不 等 号 , 则 称 f 为 D 
上 严格 是 函数 , 当 一 为 同 函 数 时 , 称 f 为 吓 函 数 . 


车 (1.1) 式 只 当 4 一 序 时 成 立 , 即 


/< 3 FLfC7) 十 /2)]， (1. 2) 


这 时 称 f 为 D 上 中 点 是 函数 ,又 称 Jensen 意 义 下 的 同 函 数 ,简称 本 凸 函 数 .一 般 地 ,上 屿 必 为 
中 点 是 ,反之 不 一 定 成 立 .但 当成 为 拓扑 线性 空间 , 且 f 在 D 于 连续 时 ,从 中 点 同 也 可 推出 
唔 . 在 开 区 间 上 可 测 的 凸 函 数 都 是 连续 的 ,所 以 ,不 连续 的 凸 函 数 在 任意 的 内 部 区 间 上 都 
无 界 而 且 是 不 可 测 的 . 

当 D CR 或 DD 为 实 轴 上 的 区 间 时 ,定义 1 就 是 通常 数学 分 析 教 材 中 凸 函数 的 定义 . 
但 我 国 现行 分 析 教 材 中 ,四 凸 性 的 含义 比较 混乱 . 本 书 采用 目前 国际 上 通用 的 定义 , 即 凸 
是 指向 下 上 是 ,四 实 际 上 是 向 上 凹 , 当 DD 为 实 线性 空间 中 的 是 子 集 时 ,上 述 了 实际 上 是 凸 泛 
函 ， 

注 1 Fan Ky 在 任意 集合 闵 ,Y( 不 一 定 有 拓扑 结构 ) 上 定义 函数 的 凸 性 : 设 f 是 定义 
在 直 积 XX XY 上 的 实 值 函 数 , 若 VXrivrs EAXVyVhMa 二 0 十 ie 一 1,3xzo EX 使 得 
Foxzoy) 和 和 fT) 十 Af(xz1y)，Vy EY, 则 称 了 是 关上 的 是 函数 . f 是 Y 上 的 上 山 函 
数 可 类 似 定义 . (Proc. Nat. Acad. Sci. 1953. 39(1) :42 ~ 47) 

函数 的 凸 性 是 证 明 不 等 式 的 重要 工具 . 例如 ,在 定义 1 中 ,适当 地 选取 z,y' 三 个 量 
中 的 几 个 或 全 部 ,就 可 以 构造 或 证 明 一 系列 重要 不 等 式 , 这 在 本 书 中 有 关 部 分 已 作 了 适当 
说 明 . 不仅 如 此 ,由 凸 注 数理 论 发 展 起 来 的 凸 分 析 , 还 是 允 近 论 .控制 论 . 系统 理论 .运筹 学 
的 重要 基础 之 一 ,现在 已 发 展 成 为 一 门 独 立 的 数学 分 支 . L113] 就 是 这 方面 的 第 一 本 经 典 
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著作 . 

注 2 当 妃 为 R" 中 的 凸 集 时 民 一 (zza ,二 (y19'"* Yr) ED, ish 之 0， 
1 十 hz 一 1,， 则 (1.1) 式 可 写成 

fz ay) SCAT) + hf ly). 

式 中 必 z 十 lay 一 (Aizi 十 ha yi A 十 A2 yn). 

杨 镇 杭 曾 提出 多 元 函数 的 凸 性 可 以 用 一 元 函数 的 凸 性 来 定义 , 即 若 1 关 0,z 十 iy E€ 
D. 令 FC) = f(z 十 ty), 车 了 (2) 是 上 的 凸 函 数 , 则 称 上 是 D 上 的 凸 函 数 . 

杨 的 定义 是 n= 二 2 的 情形 . ([351]2004(2) :236 一 242) 杨 的 定义 至 少 在 形式 上 是 与 定 
义 1 不 同 的 ,我 们 可 以 研究 : 杨 定 义 的 多 元 凸 性 与 定义 1 有 什么 不 同 的 性 质 和 相同 的 性 
质 ? 

注 3 RR" 中 的 凸 集 可 推广 为 7 不 变 凸 集 , 即 若 存在 上 映射 %:R"” X R” 一 R ,使 得 Yz， 
yE€ DD, VAaE€EL0,1], 有 yy 十 n(x,y) ED. 这 时 若 f:D->R 满 足 f Cy 十 p(x,y)) 二 Af (Xx) 
十 和 一 和 fCy), 则 称 了 是 w 预 不 变 凸 函数 . 车 上 述 改 为 f(y 十 pCx33y)) 委 和 f(zX) 十 (1 一 
25fCy) ,0 二 ss 声 1, 则 称 f 是 wy 一 SB 预 不 变 凸 函数 . 特别, 当 ?Cz,y) 二 zx 一 y 时 ,D 归结 
为 凸 集 ,了 分 别 归结 为 凸 集 上 的 是 函数 和 SB 凸 函 数 . 

下 面 列举 几 个 常用 的 凸 函 数 的 例子 ， 

(1)” 设 了 为 凸 函 数 , 1 委 如 <co, 则 产 也 是 凸 函 数 ， 

(2)” 设 4a 为 实数 , 则 f(x) = e 是 (一 ceoyece) 上 上 的 凸 函 数 . 

(3)” 当 pp 宇 1 或 p 二 0 时 ,f(z) = 一 2 是 (0,co) 上 的 凸 函 数 , 当 0< 玫 嫁 二 工时 为 目 
函数 ， 


(4) zlnzsz* sl ,tgr,cscx 都 是 (0,ce) 上 的 是 函数 ,而 lnx 是 (0,ee) 上 的 种 函数 ， 


(5) sinz 是 (0,r) 上 的 四 函数 和 (x,2x) 上 的 凸 函 数 . 
(6) 赋 范 线性 空间 X 上 有 界线 性 泛 函 .的 范 数 ‖ fe 是 和 了 的 凸 函 数 . 


(7) 设 f E€E LeL0, 1 三 0, 盖 0, 则 ind| f£?*) 是 p 的 凸 函 数 . (Lyapunov) 


(8)” 设 连续 且 下 Schwarz 导数 非 负 , 即 
{f(x+ hh + f(s—A —2f(x) 0, 


limin 
ht0 


则 六 为 凸 函数 . ([308]1995,123(8) :2473 ~ 2477) 
(9) 设 关 为 赋 范 线性 空间 ;人 A 为 X 的 nn 维 子 空间 ,(e; ee 为 A 的 基 ， Va 一 《ai 9 


veE X, 令 f(a) 二 zx 一 aes | ;, 则 了 是 由 函数 . 


证 令 a 一 (aa an) ,B= (BB),0 牵 4 声 1, 则 


Fa 十 (1 一 1)8) = zr— PY Oar t+ VB) 1 Xz Dae | 十 41 一 2) 上 > 


k=1 


— DBesl 一 Ap +1— VB. 
此 一 1 
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凸 函数 概念 已 有 许多 推广 . 例如 : 

定义 2 ” 若 在 D 上 是 正 的 , 旦 lnf(z) 在 D 上 是 是 函数 , 则 称 是 D 上 对 数 凸 函数 . 
这 时 Inf[az 十 (1 一 Dy] 所 Xnf(2) 二 (一 DInf(y) = ln[Lf (zyf(y) 
即 fz 十 (1 一 2)y) f(z) fy) 

定义 3 ” 设 了 在 区 间 D 上 是 正 的 并 对 DD 上 任意 两 点 x1 ,zi， 有 


(2 和)] < f(z) f(z), (1. 3) 


则 称 上 是 区 间 上 弱 对 数 凸 函数 . 
若 f,g 都 是 区 间 上 的 弱 对 数 凸 函数 , 则 


[7 人 2 )+ s(™ 5 )] SLflr) +t gr) flr) + gx). 


注 4 当 X19 为 正 数 时 ,利用 TX1»X2 的 算术 平均 Alzi ,Za ) 一 Fe 十 zz2) 和 几何 平 


均 G(X ,Te ) 一 W 1] 立 2 《1] 3) 式 可 写成 

fAlzi 2 ) ) < 所 GCCzi) ， fr )). 
由 此 启发 我 们 可 以 利用 正 数 x,y 的 其 他 平均 来 定义 正 函 数 了 的 不 同 凸 性 . 例如 z,y 的 蜂 
平均 


My (zsy) 一 [Cz 十 yp)]1? ,pp 闫 0; 


M(x,y) = limM, (x,y) = Vry = Gz,y). 

若 fAM, (xy)) 二 MGCFCz)，FCy)). (1.4) 
则 称 /是 D 上 的 户 宕 凸 函 数 . 特别 ,p = 一 1 时 ,M_i(x,y) 二 有 (zx,y) 为 xz,y 的 调和 平均 ， 
相应 的 称 为 调和 凸 函 数 .p 一 0 时 fC(G(z,y)) 这 GCf(z) ,f(y)),f 称 为 几何 同 孔 数 ( 或 
乘 性 凸 取 数 ). 

又 如 ,在 第 一 章 8 3, 我 们 定义 了 xz,y 的 广义 对 数 平均 Sv(z,y)， 若 /Ss (zx,y)) 
之 S,(f(z) ,f(y)), 则 称 ff 是 D 上 广义 对 数 是 函数 . 

几何 凸 函数 太 又 可 推广 为 : 设 c>0,D = (0,c] 或 D 一 [cee],j:D 一 (0,co) 满足 : 

Fayrm) 雪 [Foz) LT ,ry €E DOAZL1. (1.5) 
([367]2000,59(1 一 2):134 ~ 149) 
若 将 (1.5) 式 改 为 :车 f:D -> R (D C (0o,co)) 满足 : 
f Ty) EAX) + NF), 

则 称 了 是 几何 平均 凸 函数 ,简称 为 GA 凸 函数 . 

车 DC(0,c0o), f:D 一 RR 满足 

FGx? 4 GAY SAF TFI,0 LAL1, 


式 中 情 一 2 十 1 或 户 一 元， 7 一 2r 十 1, 和 一 225 十 1, kyr,s € N. 则 称 上 是 D 上 的 户 凸 


函数 ,p 二 1 时 就 是 通常 的 是 函数 . 
记 D? = (inf{xt:x € D}, sup{x* :x € D}), 则 
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(1) f 在 DD 上 为 p 凸 全/f(x?) 是 De 上 的 凸 函数 . 
(2) ” 设 f 在 D 上 二 阶 可 导 , 则 ff 在 D 上 pp 由 全 T(z) 十 (1 一 p)zxf'(zx) 宇 0. 


(3) ” 设 f 为 D 上 zp 同 函 数 ,zx € D, gi 记 0,Q, 一 >1g, 则 
k=1 


媳 人 玄 %z 伸 < 总 Df Cx), 

(4)” 设 f 是 R' 上 连续 的 p 上 是 函数, 则 存在 R! 上 实 值 递增 函数 g, 使 得 Vx,y € Ri!， 
下 式 成 立 f(y) 一 f(x) 之 gCzx)[y? mx?]. ([414]2007(1);130 ~ 133) 

车 Mi ,Ms 是 两 个 正 数 z,y 的 平均 值 ,f:(0,c0) -> (0,ce) 满足 : 

fAMi Cx,y)) CE Melf xr), fy, ryy € (0,00), 

则 称 f 是 CM ,Ms) 凸 函 数 . 

特别 当 Mi 一 Mz = M ,就 得 (1.4) 式 , 即 了 是 六 赛 凸 函数 , 当 m 二 Ms = G 时 ,就 得 
到 几何 凸 函数 ， 

我 们 还 可 以 考虑 第 一 章 8$ 3 定义 的 两 个 正 数 z,y 的 > 阶 加 数 得 平均 , 即 


xz’ 十 (一 A)y 1,r 关 0， 
Merom 一 1 式 中 0 委 1 扫 1, 若 


TV1 2， 六 一 0， 
JWAz 十 (1 一 人 )y) 委 M CCz)，Fy) zyE [ab], (1. 6) 
则 称 正 函 数 /为 [ae,o] 上 的 7 凸 沙 数 . ([301]1997,215(2) :461 ~ 470) 在 第 1 章 8 3. 二， 
中 ,我 们 还 定义 了 更 一 般 的 M 凸 函数 . 
注 5 1984 年 ,Toader,G. HH. 定义 了 i 凸 的 概念 , 即 设 广 定义 在 [0, 拉 上 , 若 Yx,y EE 
[0,6],4,t EE [0,1], 使 得 
jz 十 LI 一 1)y) AF + A fy). 
则 称 是 上 凸 函 数 . ( 它 的 等 价 条 件 见 [330]2002,33(1):55 ~ 65) 
注 6 1986 年 ,Mititelu-Samboan 引信 了 9g 凸 函数 的 概念 ,这 就 是 将 定义 1 中 (1.1) 式 
改 为 
jz 二 (1 一 1) IAf (z+ VF (yD, 
式 中 9 为 实数 . (An Univ. Bucur, Mat. 1986 ,35 :44 一 51) 
若 将 定义 1 中 (1.1) 式 改 为 
fAzt lay ER) ,Nt € (0,1), 
则 称 f 为 QA,) 凸 函 数 . ([54]5:161 ~ 174) 
车 将 定义 1 中 (1.1) 式 改 为 
JWz 十 (1 一 人) 魏 M7Gz) 十 (一 tf，0< 势 1， 
则 称 /为 S-Breckner 凸 函数 ,简称 为 SB 凸 函 数 . ([103]:212 和 Demonstratio Math. 2000. 
33(1):43 ~ 49) 
车 将 上 式 改 为 Ya,8 之 Oa 二 B=1,rz,yE D,s>0 
flar tpBy) Saf (x) +B'f Cy). 
则 称 f 是 D .上 s-Orliez 凸 函 数 ,其 中 DD 称 为 s-Orlicz 凸 集 , 它 定 义 为 实 线 性 空间 苹 中 的 一 
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个 非 空子 集 并 满足 ;Yzyy € DyasB 守 0,s 之 0,a' 十 BF 二 1, 可 推出 ox 十 By ED 
([301]1997,210(2) :419 ~ 439) . 

从 数学 分 析 熟 知 , 若 f 定义 在 区 间 D 上 , 则 

(1) 在 D 上 是 凸 的 充 要 条 件 是 A = {(x,y) :f(z) 之 y,x € D}) 是 凸 集 ， 

(2) 设 0 二 pp 二 吕 , gq 宇 p, 之 0, 若 f? 是 上 是 函数, 则 户 也 是 凸 函数 ， 

(3) f 在 D 上 是 凸 的 充 要 条 件 是 对 于 中 所 有 zo,9(z) 二 [f(zx) 一 FJCzo)]/(z 
一 zo) 是 D 上 的 递增 函数 . 

(4) “可 微 函 数 在 D 上 是 凸 的 充 要 条 件 是 存在 可 数 集 A C DD, 使 得 导 函 数 了 “在 
D 一 A 上 递增 . 

(5) ”二 阶 可 微 函数 f 在 D 上 是 同 的 充 要 条 件 是 二 阶 导数 "(zx) 之 0(x € D). 注意 : 
f(x) >> 0 过 > 严格 是, 反之 不 成 立 . 

(6) “ 正 函 数 f 是 对 数 凸 的 充 要 条 件 是 对 于 所 有 实数 a ,f(zx)e” 是 是 函数 . 

(7) 了 在 区 间 [a;6] 上 为 帅 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 La,bj] 中 任意 zl 二 zz; 
< zs, 有 


x flx) 1 
Za (zz) 1 之 0， 
Za rs) 1 
上 式 可 改写 为 
一 fzx1) | fxs) fz;) 
[Lx xz sx4 5] x1 — za) XT— ra) ma) tm 0 


一 般 地 ,由 下 面 的 递归 关系 来 定义 [zi ,… ,zf (n 一 1 阶 差 商 ): 
[yep 有 一 ;1] 一 f(x). 于 是 有 


Ta Xl 
定义 4 车 对 于 区 间 [a ,5] 中 所 有 不 同 的 ZX1 "Xn 《Cn 之 2) ,都 有 
Lz "9 Trtl ;fj 守 0， 


则 称 f 是 [a,5] 上 x 阶 凸 落 数 . 

定义 5 设 了 是 定义 在 凸 集 D CR" 上 的 实 值 函数 ,车 Vz,yE D,0 委 1 和 1 有 

FGQz 十 (1 一 1)y) 委 max(FCz)，FCy)}， 

则 称 f 是 DD 上 的 拟 (Quasi) 凸 函 数 . 

三 在 上 为 拟 凸 的 充 要 条 件 是 ,Vzyy € 了 TD,0 委 1 委 ]1z 一 jz 一)y, 若 f(z) 
fly);, 则 f(z) 委 f(y). 

特别 ,车 对 于 xz,y ED,0 二 4 二 1,z 二 At 十 (1 一 Ay, 了 f(z) 二 f(y), 则 7 < 71, 
就 称 f 是 D 上 的 伪 (Pseudo) 凸 函 数 . 

注 7 Fan Ky 利用 集合 的 同性 来 定义 函数 的 同性 , 即 : 设 f 定 义 在 吓 集 D 上 , 若 VtE 
R!,{x € D;f(z) > 分 为 凸 集 , 则 称 f 是 拟 四 函数 . ([5]3:103 一 113) 

拟 凸 函数 /还 有 一 个 不 同 的 定义 : 若 存在 凸 函 数 g 和 常数 c > 1, 使 得 g(x) 委 Fz) 
< cg(z)， 即 frQz 十 (1 一 My 过 ctAfGz) 十 (一 DFCy))s. 则 称 了 是 拟 止 函数， 
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([317]7(3)(1932) ,208 ~ 214) 

定义 6 实 值 函 数 f 在 集 A CR" 上 称 为 Schur 凸 函 数 ( 简 称 $ 凸 函数 ) , 若 在 4 上 ， 
zy 有 Frz) 雪 8 人 .特别 ,FGz) 过 f《y) 时 , 称 了 是 严格 S 三 函 数 . 

其 中 一 yy 表示 工 一 (x1 yy Ta) 被 y 一 (yi 9 Yr) 所 优 超 (或 控制 ) , 即 设 工 一 (Xx 9 
“Th ) 是 工 一 《Za ，""* ,Tn ) 重新 排序 ， 使 得 zi > 过 > 而 当 k=1,.…,n—1 时 ， 
> 5 < 也 态 ' 且 = = > (函数 的 优 超 见 本 节 No. 7) 

车 /为 对 称 的 拟 凸 函数 ， 则 了 必 为 S 山 请 数 , 反 之 不 一 定 成 立 ; 了 为 伪 同 时 ,也 不 一 定 


是 S 上 函数 . 例如 ,车 4a 之 0; 则 f(z) = DCm 十 zP) 在 D = {z= (dsr): 


一 69) 设 f 在 晤 区域 D 上 连续 , 则 了 是 凸 的 充 要 条 件 是 : Yz € D, 存 在 线性 函数 g(y) 一 


Dearys to, 使 得 f(x) = g(x) 而且 Vy € D,f(y) 之 g(y). (1.7) 


由 方程 g(y) 二 0 定义 的 超 平面 称 为 支撑 超 平面 ; 
车 在 上 是 区 域 上 连续 可 微 ,(1.7) 式 等 价 于 


fy) — f(z) >) Cy, za) 之 0. 
k 


车 了 二 次 可 微 , 则 (1.7) 式 又 等 价 于 
Oe 9f(z) 


x9x; 


YA 之 0. 


上 述 工 = (zi 和 zy 一 (pyr) EDCR". 

定义 7 设 D=(ab ,一 cz<a<0<co.CCD) 为 疡 上 连续 函数 空间 , 若 对 忆 的 
任 一 分 划 T:a 一 m 二 和 所 入 所 人 所 反 tel 二 六 和 实数 yx 委 4 委 四, 存在 唯一 
的 函数 g € CCD) ,使 得 g(Czi) = y4,1 太 上 二 .满足 上 述 条 件 的 g 的 集合 记 为 G, 称 为 n 
参数 族 (n 之 2). 着 定义 在 D 上 的 函数 了 ,和 DDD 的 任 一 分 划 工 ,存在 g € G, 使 得 g(xs) 一 
flzi)sy1 有 魏 & 扫 2, 而且 

(— DT f(x) — g(x) jE0rE (rr 2 二 4 扫 7， 
则 称 上 是 D 上 的 GD 函数 . 

注意 G 凸 不 一 定 是 是 函 数 ,但 若 g 为 凸 函 数 , 则 G 凸 也 是 是 函数 .([308]1992， 
114(3) :733 ~ 740) 

定义 8 设 X 为 Banach 空 间 , 若 存在 正常 数 M, 使 得 Vzr,yEX,0 委 1 委 1, 下 式 成 
立 0 委 AMfCzTG 一 MG 一 Foaz 十 0 一 7 力 委 MG 一 AM) |z 一 > , 则 称 上 是 有 界 
凸 函数 . 

定义 9 设 DD 为 拓扑 线性 空间 X 中 的 同 集 ,定义 在 D 上 ,gC(f,，*,，*,，*):DxDx 0， 
1) 一 Ri. 若 Yzx,y € D,0 过 4 声 1, 下 式 成 立 

JGzZ 十 (一 人)y) 十 Fi 十 (一 1)Z) Rgf xr yA) 十 SECzy， 1 一 人)， 
风 称 了 是 Wright g 凸 函 数 ,简称 Wg 凸 函数 . 当 4 = 1/2 时 相应 的 了 称 为 Jensen g 凸 函数 . 
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简称 为 Jg 凸 函数 . 当 g(Cj,zy) 二 f(x) 十 f(y) 或 g(f x;y,X) 一 fn 十-Ay) 


时 ,Wg 凸 与 Jg 西 不 等 价 , 有 的 作者 也 将 Wg 凸 称 为 一 Wright 凸 . 若 gC(f,zx,y,4) 二 
ArCz) 十 (1 一 1) 7FCy) 或 max(FCz) ,FrCy)), 且 
FAz 十 (1 一 人)y) gf,r, yA), 
则 称 /为 8 凸 函 数 . 
注 8 设 DD 为 R! 中 的 区 间 , f;:D -> [0,co), x,y E€ D, 0 二 4 二 1, 车 


fazt -Dy STF +t). 


则 称 f 是 G 一 LL 函数 , 记 为 f € GL(D) 或 f€ Q. [22]410) 
车 faz 十 (一 iD)y) 达 f(x) 十 f(y), 则 称 是 P 函数 , 记 为 f € P(D). 
(L301]240(1999),92 ~ 104 或 [164];161 ~ 166) 
G 一 工 国 数 有 以 下 基本 性 质 : 
(1) 非 负 单 调 函 数 和 非 负 凸 函数 都 是 G 一 工 函数 . 
(2)” 设 + 是 区 间 的 内 点 ,ff 在 D 上 非 负 . 记 
pr) = in{f{f (1);t SR zx}, q(t) = in{f{ f(1) ;1 > x}. 
车 [f(DD] [pCi 二 [q(2)], 则 f€Q. 
(3) 设 f EQ gr>0，Q, = oz= (am)eEDron2, 则 


k=1 


/< 


(更 详细 的 性 质 见 [22]:410 ~ 413 及 其 所 引用 的 参考 文献 ) 

应 注意 的 是 ,定义 9 中 的 g 西 应 与 下 面 定 义 10 和 11 的 g 瑟 加 以 区 别 . 

定义 10 设 f:[4a,6] 一 Ri,0 之 4 过 1,g 是 包含 f 的 值 域 的 区 间 上 的 满 单 射 的 连续 
函数 , 若 

JWz 十 (1 一 My eAlg: rm—A Cg. fy)]. 

则 称 了 是 8 凸 函 数 (本 书 称 为 1 一 g 凸 函数 ). 

定义 11 设 zx,y € DC(D 为 R! 中 的 区 间 ),y > z, 若 存在 gCx,y) > 0,g(y,X) 
=—=— g(xz,y). 有 Vrsrs ,rs ED,zi Tr x 下 式 成 立 

EXT2 TXT3) fT1) gra Ti) fT2) tT gr ,Ta) fxs) 0. 

则 称 f: DD 一 R' 为 g 凸 函 数 . (本 书 称 为 2 一 g 凸 函 数 ). 

定义 12 设 f 在 区 域 DC R"* 上 连续 , 若 球 Blzo,r) 一 (zE Re |Zz 一 zo| 委 了) CC 
DD 时 ,有 


fz) < |、 (xo + HY dt’, 01. 8) 


Wn—l 一 1 


则 称 f 是 D 上 的 次 调和 函数 ,其 中 ww-: 是 R" 中 单位 球 >) ,= {zx E R":|xz | 二 1) 的 表 
面积 . 
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次 调和 性 的 一 个 充分 条 件 是 : 若 f 在 D 内 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 , 旦 对 所 有 xz €E DD, 有 
(Af) (x) = ar fC) /9 宇 0， 


则 f 在 DD 内 满足 (1.8) 式 . 
(上 述 结 果 的 证 明 及 次 调和 函数 的 性 质 见 [65]76 ~ 77,[1141246 ~ 248) 
定义 13” 若 /定义 在 区 域 D 上 ,对 于 品 中 任意 a,B, 引 入 广义 插值 ， 
MI 《并 ) 一 ul (a) Ui (8) — U1(x) 
WT) BD ma Bt tp ue) fe 
式 中 心 (z) 一 [otwanw 是 D 上 正 值 可 微 函 数 .车 f(z) 过 ux), 则 称 为 广义 是 函数 . 


广义 凸 函 数 的 性 质 及 其 应 用 可 见 [81]350 一 351) 

定义 14 设 了 是 实 线性 空间 X 的 凸 子 集 , 对 于 0 委 ) 委 18>0,zy ED, 若 

Jaz 十 (1 一 1)y) 和 MGz) 十 (1 一 1)FCy) 十 9， 
则 称 了 是 D 上 的 8 凸 函 数 ; 若 
Faz 十 (一 1) 轨 十 FL 一 人)z 二 hy) 委 FFCz) 十 FCy) 十 26， 

则 称 了 是 卫 上 人 Wright 凸 函数 ; 

车 FQz 十 (1 一 1)y) 委 MAFGz) 十 (1 一 1)7FGy) 十 8 在 刀 上 几乎 处 处 成 立 , 则 称 了 是 叫 
上 几乎 8 凸 函 数 , 若 8$ = 0, 则 称 为 几乎 凸 函 数 . ([308]1986,97(1):67) 

定义 15 设 了 定义 在 实 赋 范 线性 空间 的 凸 子 集 D 上 ,车 对 所 有 z,y € 了 ,所 有 入 E 
[0,1j,a 守 0, 有 

FMz lA)yI max{(f x), fy) — A miallzr—y)’, 

则 称 f 是 D 上 强 拟 凸 应 数 . (Optimization 1989. 20(2) :163 ~ 165) 

定义 16 设 f 定 义 在 实 赋 范 空间 的 凸 子 集 D 上 ,车 对 所 有 xz,y € D, 所 有 XE€10,1] 
及 实数 a, 有 

fart TFAI—V FO +A OA) rm yl’, (1.9) 
则 称 f 是 D 上 的 a 凸 函数 . 当 e<0 时 ,了 称 为 强 凸 函数 ,ce > 0 时 ,f 称 为 弱 上 同 函 数 , 当 a 一 
0 时 ,fF 就 是 古典 的 是 函数 (定义 1), 当 a = 一 1 时,f 称 为 一 致 凸 沙 数 . 

车 (1.9) 式 改 为 

flazit ADVy AID FA mV rmyl’, (1. 10) 
则 称 了 是 D 上 a 四 函数 . 

车 将 (1. 9) (1. 10) 两 式 右 边 的 Af(z) 十 (1 一 4A)f(y) 都 改 为 

(1/w)log{Aexp[wf (Zz) 十 (1 一 Ayexp[wf(y)]))( 式 中 > 0), 则 分 别称 是 D 上 强 
w 上 内 函数 和 强 w 四 函数 . 特别 , 当 XX 二 R" 时 ,就 是 李 玉 泉 引 人 的 强 w 凸 (上 四) 的 概念 ,他 还 
定义 了 一 致 w 廿 (上 四) 的 概念 并 讨论 了 它们 的 性 质 . ([356]1985,5(1):94 一 105) 

定义 17 设 X,Y 是 两 个 Hausdorff 拓扑 线性 空间 ,DCX, 王 CY 为 两 个 非 空 凸 集 . 
尺 王 RU { 土 co) 为 广义 实数 集 ,p : DXE 一 RR, 若 T:E 一 D, 且 对 EE 的 任何 有 限 子 集 A 


二 {yr ,ya)} 及 任何 zx。 = DrsTys ;V0 一 xy 之 0， D379 二 1, 都 有 
k=1 k=l k=1 
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p(zoyyo) SE DI NG zo, Ys). (1.11) 
k= 二 1 
则 称 gCz,y) 为 关于 y € 巨 是 开 对 角 凸 的 , 若 (1. 11) 式 换 成 
PCZo yo) SR maxtp(Czo ;Yi):1 kn}, (1. 12) 
则 称 p 关 于 y 是 工 对 角 拟 凸 的 . 
若 y 抵 素 满 足 y7 志 >)Mup(zoyy)， (1. 13) 
友 一 工 
则 称 g 关 于 y € EE 是 T-y- 对 角 凸 的 . 若 (1. 13) 式 换 成 
ymax{glzo,y) :1 SLEn}, (1.14) 


则 称 g 关 于 y 是 T-y- 对 角 拟 凸 的 ,车 (1.13)、(1.14) 式 中 不 等 号 反 向 , 则 分 别称 9 关于 
yE€E 是 T-y- 对 角 四 和 T 人 7 对 角 拟 目的 . ([340]1991,11(3):346 一 352) 

利用 这 些 概念 可 以 证 明 

(1) ” 变 分 不 等 式 ( 见 本 章 $2); (2)” 极 小 极 大 不 等 式 ( 第 14 章 $ 2. No. 54 和 “应 
用 数学 与 力学 ”1991,12(5) :465 ~ 472 等 ). 

定义 18 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 ,也 为 X 的 紧 凸 子 集 ,X* 为 天 的 共 恩 空间 ,万 : 忆 义 
DD -> R! 为 连续 函数 并 zzz) 一 0, 若 存在 g : D 一 X” 和 实数 a 使 得 

g(Y XT— yohlry) 魏 Fr) 一 zy ED, 
则 称 f :D> R: 是 疡 强 凸 函数 , 若 不 等 号 反 向 , 则 称 太 为 六 强 止 函数 , (Dorin,A.， 
Approximation and optimization Vol[[ .1996,9 ~ 12) 

定义 19 设 X 为 实 Hilbert 空间 ,下 为 X 中 非 空子 集 . 若 存在 算 子 T:X -一 和 ,使 得 
Vx,y EE,VAE[O,1], 有 AT(z) 十 (1 一 A)TCy) EE, 则 称 EE 为 工 凸 集 . 若 f;:E 一 R 满 
足 

fAT ODAV TY EA T+ VfTY), 
则 称 f 是 工 凸 函数 , 若 
faT CO) + 1— VT SS max(f (Tr), f(Ty))}, 

则 称 f 是 EE 上 工 拟 是 函数. 

算 子 凸 函 数 的 定义 见 第 14 章 $2. No. 51. 下 面 将 定义 14,16 推广 ,得 到 

定义 20 ” 设 DD 是 实 赋 范 线性 空间 的 是 子 集 ,f:D 一 R', 若 Vzx,y € D,X€10,1]， 
6 > 0,0 守 0， 

fQAz+ DW A Nz myl’, 

则 称 f 是 D 上 的 (a,6) 凸 函数 . 

(ga,0) 凸 浮 数 就 是 定义 16 中 的 a 凸 ,(0,6) 凸 就 是 定义 14 中 的 $ 凸 ， 

例如 f(z) = 一 | x | 是 a 一 2 凸 聘 数 ,但 不 是 古典 意义 下 的 是 隆 数 . 

定义 21 设 DD 是 R? 中 旺 子 集 f:DXD 一 R', 若 Vzxisy: €D， 


3 3 fc ) 
>， 区 三 0， 
u (zs)v (yj;) 


k=1 j=1 


式 中 u(x) 一 [I[ (x— 20， vl(y) 一 1 Cy 一 >y), 则 称 f 是 DD xD 上 的 (2,2) 阶 同 函数 . 


422 第 七 章 ”加 函数 与 变 分 不 等 式 


当 吕 二 [a,6] 时 ,满足 以 下 Lupas 型 不 等 式 : 
J 


ys ws rile 3 fedrdy. (L22]277) 


定义 22 设 Ul ,U2 是 [a,6] 上 两 个 线 性 无 关 的 函数 , 若 对 于 < < za< za< za<<D， 
下 式 成 立 


U(ri) u(x1) ziy) 
zz ) az) flx2)| 守 0,， 
UlXs3) u(x3) fxs) 
则 称 f 关于 {wi ,wz) 是 凸 函 数 . 若 上 式 改 为 严格 不 等 号 , 则 称 f 关于 {fu ,uz) 是 严格 凸 函 
数 , 记 为 C[wu ,wz1. (L221]678) 
定义 23” 设 g 是 严格 单调 函数 , 若 复 合 函 数 /， g = f[g"'(*)] 是 严格 凸 函 数 , 则 
称 f 是 关于 g 的 严格 凸 函 数 . 
注意 ,此 处 上 关于 & 严格 凸 应 该 与 定义 9 中 的 g 凸 相 区 别 , f 关 于 g 是 凸 函 数 的 充分 


条 件 是 : 设 9,g* 连续 , 且 挛 ,g' 不 为 零 . 若 多 > 万, 风 /关于 g 是 凸 函 数 . ([22]3 一 4) 


我 们 问 :了 关于 g 为 凸 函 数 有 哪些 充 要 条 件 ? 

我 们 在 定义 4 中 用 差 商 定义 了 高 阶 凸 函数 , 零 阶 凸 函数 就 是 递增 函数 ,一 阶 丁 函数 就 
是 古典 凸 函 数 (定义 1). 若是 n 阶 凸 函数 , 当 jj” 存在 Cm 二 2) 时 ,f” 就 是 n 一 m 阶 凸 
函数 . 特别 Pr” 就 是 古典 凸 函 数 . 车 在 定义 4 中 限定 分 点 {zx4} 之 间 的 距离 相等 ,这 时 称 f 
是 阶 弱 上 同 函 数 ;车 f” 存 在 , 则 f 是 阶 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 f"” 之 0. 

若是 [a,6] 上 阶 晤 函数 , 则 存在 耳 数 g ,使 得 


1 
f(D) = PC 十 | Ee de, 


式 中 P,_1(z) 是 不 超过 7 一 1 次 的 多 项 式 . (更 多 的 性 质 见 [22]4 一 5) 
我 们 还 可 以 用 平移 算 子 m 和 差分 算 子 A 来 定义 高 阶 凸 函数 . 即 
定义 24 设 DD 是 R! 中 的 区 间 ,f:D 一 RR, 设 x,z 十 h E DD, 定义 

rf rx) = f(z h), Asf Cx) = f(r+h)— fr). 


(下面 均 设 式 中 的 自 变量 均 在 也 内 ). 对 于 x,y E€ D, xz 二 y, 令 


J 是 ( 见 (1.2) 式 ) 可 写成 ALf (zx) 之 0 (h > 0). 
车 取 妨 一 AGy 一 Zz); hz 二 民 一 和 (Cy 一 7X),0 声 4 声 1, 则 定义 9 中 Weg 凸 的 条 件 
7 十 (LE 一 1) 十 GE 一 人 十 和 9) f(r) f(y) 
可 写成 A Au f(x) 宇 0. 于 是 nn 阶 帮 是 和 rn 阶 Wg 凸 可 分 别 定义 为 
Amf(z) 守 0 >0) 和 An"…Ai, f(x) 之 0. 
ff 为 nn 阶 Weg 凸 的 充 要 条 件 是 FCz) 二 g(x) 十 P(xz), x ED. 式 中 ,g 是 n 阶 凸 的 连 
续 函 数 ,P, 是 至 多 n 次 的 多 项 式 , 且 P,(Q) = {0). 此 处 Q 为 有 理 数 集 . ([301]359(2009)， 


三 , 则 定义 1 中 的 
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439 ~ 443) 

定义 25 (广义 是 函数 ) 设 久 是 定义 在 R' 上 具有 下 述 性 质 呈 的 函数 类 :VY zx1xs € (a， 
6b)，VY yyyz ER 在 X 中 存在 唯一 的 元 素 (函数 ) 通过 点 (zi1,y1) 和 (zs，yz)， 

车 :ab 一 R, 则 YVzzeE(ao). 在 X 中 存在 唯一 的 函数 FGz) 会 FGzyziyzz)， 
使 得 f(x1) = FCz1), f(xz) = FFCz), 若 上 还 满足 FGz) 委 FGz)，YzECzyz)， 则 称 
ff 是 XX 出 函数 . 

车 /满足 f (型 吉 于 )<<F( 克 于 )， 则 称 了 是 X 中 间 凸 函数 

具有 性 质 PP 的 函数 类 X 有 : 设 ca,p,a,8 为 实数 

X= {arib}, X= {r+ar+b}, Xi 一 (acosz 十 psinz)， 
Xs 二 {az 十 65 十 p(x): pg 在 (a,6) 上 可 微 }. 

定义 26( 和 矩阵 凸 函 数 ) ” 设 M, 是 nn 阶 对 称 矩 阵 的 集合 . 在 M, 上 建立 偏 序 入:A 

委 B 人 OB 一 A 是 非 负 定 矩 阵 . 


设 { 如 ,… ,Xm) 是 M, 中 矩阵 A 的 谱 ( 不 相同 的 特征 值 的 集合 ), 则 A = 2 XE. 式 中 
E。 是 正 交 备 等 矩阵 . 
设 /:D > Ri,A 的 谱 (4) € D, 则 (A) = 1 了 Q4)E 称 为 A 上 的 矩阵 函数 . 


若 VA,B € M,，VYVX € (0,1), 下 式 成 立 
fA (1—2)B) fA) + AFB), 
则 称 了 是” 阶 矩 阵 凸 函数 . 我们 可 以 类 似 定义 其 他 和 矩阵 是 函数 . 
例如 , 若 fA 十 (一 和 BD) 过 tf (人 十 (一 和 1(B), Xt EE (0,1), 则 称 f 是 2,t) 矩 
阵 凸 函数 ， 
定义 27( 向 量 值 凸 函数 ) 设 f:R"->R”",S 是 R” 中 以 零 为 项 点 的 闭 凸 点 锥 . S 在 R” 
上 定义 一 个 偏 序 二 , A 是 R" 中 的 非 空 凸 集 . 设 f:A 一 R", Vri,r € A,AE€(0,1), 下 
式 成 立 
fAxit oir) AF) + (1 — XA) f(r), 
则 称 了 是 A 上 的 S 凸 函 数 . 
定义 28 设 w:(0,00) -> (0,co),o(0) 二 0.(X,qd) 为 距离 空间 ,x。E€ XX,f 在 x。 的 
次 梯度 记 为 go。( 定 义 见 [107]5:58). 若 YxE€ 义 ,下 式 成 立 
f(x) — fxo) 之 go(Cz) 一 go(zo) 十 o(CdCzzo))， 
则 称 上 是 X 上 关于 模 w 的 一 致 g 凸 函 数 . (Rolewicz,Stefan,Funct. Approx. Comnent. 
Math. 1998,26:239 ~ 245) 
(二 ) ” 复 变 量 凸 函数 及 其 推广 


定义 1 设 函 数 w 二 f(z) 二 oz: 在 单位 圆 盘 D 二 {z: | = | 二 1) 内 正则 单 叶 且 
把 单位 圆 盘 映 射 成 某 个 凸 域 , 则 称 由 二 f(z) 为 凸 函 数 . 在 几何 上 , 它 将 | z | 一 (0 一 
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一 1) 的 像 曲线 在 点 f(z) 的 切线 随 着 > 在 该 圆周 上 穿行 而 作 同 方向 旋转 (正则 单 叶 的 定义 
见 本 书 第 九 章 $ 2). 

f(z) 是 凸 函 数 的 充 要 条 件 : 

(1) Re{1 + fr) > 0,z€D; 
或 

(2) f(z) 可 表示 成 参数 形式 : 


f(z) = co ta expt—2| ln — we) dp(0) de, 
式 中 9) 是 [一 xx] 上 的 递增 实 值 本 数 并 满足 ”du(b) 一 1,co ,cs 为 复 常数 ,cs 天 0 


车 f(z) = = 十 >)akiz 在 D 内 正则 , 且 存 在 D 上 的 凸 函数 ,满足 (0) 一 0 和 


Re( DE 与 )> 0,z € DD, 则 称 f 是 D 上 近 于 凸 的 , 记 为 fE K. 


定义 2 设 f(z) 二 zz 十 Dl ar 是 单位 圆 盘 = {z :| x | 二 1) 内 的 解析 函数 ,上 


f(z)f CCz)/z 关 0,a 记 > 0. 车 在 D 上 成 立 


zf (z) zf “(2) 
fF) 十 a(l 十 于 二 二 Te 


Re| 1 一“) 


则 称 f(z) 是 也 上 的 a 凸 函数 ， 
若 (1. 15) 式 改 为 


加 DrIFCz) D"™t? f(z) 1 
00 Dj te pre |> 


则 称 f(x) 是 nn 阶 a 凸 函 数 .([323]1987,39(4) :769 ~ 783;[326]1989,12(1):107 ~ 112) 
定义 3 对 于 以 复数 为 分 量 的 维 向 量 x 一 (zzo) 及 pp 之 0, 令 


> 0， (1. 15) 


(> | 12) p>o0, 
N,(x) 一 | 


sup | zi |， p=0. 
设 (ax) 为 mm 行 n 列 的 复数 分 量 和 矩阵 ,之 = (Xl Ta) sy = (yi "Yn) Pq 0. 定义 


M(p,g) = sup{ | >» Danyjre 
j=1 k=1 


则 InM(p,gq) 在 下 述 意义 下 成 为 (p,q) 出 函数 :车 0 坟 a 志 1,0 志 B11 月 a 十 B 之 

i 二 1,2, 则 nM 一 pm 十 taz;(1 一 和 DB 十 tB;) 在 0 过 1 之 1 上 成 为 的 让 训 下 这 和 六 
Riesz 凸 性 定理 . 由 这 条 定理 也 能 导出 H6lder 不 等 式 、Minkowski 不 等 式 以 及 其 他 许多 重 
要 不 等 式 . 


? N, (x) < 1,N,(y) 过 1}， 


定义 4 设 S 是 开 单 位 圆 盘 上 形 如 f(z) 一 x 十 Da 的 单 叶 和 解析 函数 类 . 若 f/ ES， 
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Zr (z) (zj (z)) Te 
arg(( DF) Te Fa 中 < 2 


式 中 a 宇 0, 0 二 8 声 1, |z | 二 1, 则 称 ff 是 8 阶 强 a 凸 函数 . 
设 f € S, 若 存在 $ 中 凸 函 数 g ,使 得 
(zf (z))” 


f (2) 工 
arg| 代 一人) Pa 十 gr 川 < 于， 


式 中 a,8 实 0, | z | 二 1, 则 称 是 8 阶 强 a 拟 凸 函数 . 
设 f € S, 若 存在 S$ 中 凸 函数 g ,使 得 


“(z) 
ar 多 gr Ce) 


式 中 8 之 0, | z | 过 1, 则 称 是 8 阶 强 闭 四 函数 . ([330134(1)(2003) ,21 一 28) 

此 外 ,还 有 集合 值 凸 函数 、 半 局 部 对 数 凸 性 ,XCn) 上 同性、 矩阵 函数 的 半 凸 性 、 调 和 拟 西 
性 、 调 和 伪 凸 性 等 ,这 说 明 , 凸 函数 概念 的 各 种 推广 是 与 它 在 各 方面 的 广泛 应 用 相 联 系 的 ， 
Toader 还 研究 了 凸 阻 数 的 各 种 推广 之 间 的 关系 . (Anal. Numér,Théor. Approx. 1989， 
18(2):183 ~ 189) 


二 、 凸 项 数 不 等 式 


1， _ Jensen 不 等 式 : 
(1) ”Jensen 不等式 ( 离 散 形式 ) : 设 yg 是 [a,b5] 上 的 凸 函 数 , 则 对 于 任意 x € La,6j， 


pi 宇 0,k 一 1,…,n, 且 》)ps 之 0, 有 
大 


地 


Dpixs Dpip lz) 

pj | 过 一 一 一 一 . (1, 16) 
Dps ps 
k 训 

令 = 5 , 则 yes = 1, 这 时 (1.16) 式 化 为 标准 形式 ; 
到 
四 & 

PD gir) ST Dgip re). (1, 17) 

大 [4 


提示 :根据 定义 1, 用 数学 归纳 法 . 
注 ” 若 zxz; 为 k 的 递 碱 西数 ,而 p; 满足 0 区 py < Dprsj = oesn, 


且 ”pr > 0, 这 时 (1.16) 仍 成 立 .注意 ps 不 一 定 都 非 负 . 
(2) Jensen 不 等 式 ( 积 分 形式 ): 设 yo 是 [a,B8] 上 的 凸 函 数 ,f,p 在 [a,b] 上 可 积 ， 
a < f(x) 二 ppb(z) 0r EE [as6], 且 | acz)dz> 0, 则 


b 
| pcw fondr] acopeLrcz)]dz 
a 过 a , 


5 《1. 18) 
| plz)ar 


| Pl)de 
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证 取 z = a 十 和 (6 一 0) ,从 (1. 16) 得 


9 


DI fr) pr Are Pf pe) Ar 
Sl pCri)Ar, Dplz)Are 


令 n-> oo, 得 (1.18) 式 . 
推论 若 f(x) >0,XE [fa ,2 , 则 


各 如 b 
exp| Inflx)dz <| fr)dzr < | expf (zx)dz. 
注 ”、 若 f 在 [a,b] 上 递减 ,p(z) 满足 0 去 | Cz)dz < | pC) dra 之 +t 过 5. 而且 


[2 (zdz > 0, 则 (1. 18) 式 仍 成 立 , 注意 这 时 p(z) 不 一 定 非 负 、 


注 (1.18) 式 可 推广 到 1 维 欧 氏 空间 R" 或 抽象 测度 空间 的 子 集 A 上 . 设 y 是 A 上 
的 有 限 测度 ,了 在 A 上 有 界 可 测 ,p 在 包含 f 值 域 的 区 间 上 是 凸 的 , 则 成 立 关 于 测度 的 
Jensen 不 等 式 : 


| 7rar ecPar 


9 (1. 19) 
入 FT 
它 还 可 作 加 权 推广 : 设 pCz) 非 负 且 | pCz)dx(z) > 0, 则 
| f Cx) pr) d(x) | pLfCz)Jp Cr) du lz) 
4 < ， (1. 20) 
| pz) dncz) | pczaca 
和 指数 推广 : 
fan pd (| fd? 
| | 。 | (1. 21) 


| dy do do | fd 
式 中 pp 守 1. (367]1990,40(1);26 ~ 43) 
(3) ”Jensen 不 等 式 的 加 细 : 设 f : D -> Ri 为 凸 琐 数 ,zre 所 ,1 委 & 委 7. 记 


1 1 < 1 
fi = 一 一 了 >， 7 天 >yzi ) Bus 一 十 人 一 Tv p> 三 (二 E32, ) ， 


(有 i=1 1 < i En 
k k ) 
则 
1 ~ __ 1 总 
7 元 217zD fr fa fn "fin = fr) 
k=1 k=1 
/F< gtD i SC gin SR SE Df 2, n. (L301]1998, 
k=1. 


222:365 ~ 373)1999 年 , 王 挽 澜 给 出 了 一 个 新 的 简洁 证 明 . (L301]1999 ,238:567 ~ 579) 
设 抽 过 中 安 刀 和 和 十 而 0 十 ,车 
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f:D— Ri', a 二 《ai 0 b= (bi 0 稳 D. 
f(D) >0f 0G) >0,f 0 F004) 0.€ED. 
记 4(a) = 二 >la, 则 
人 4=1 
f Ala)) _ frnla) forv aa) fn la) . 返 郊 nCa) _ A.(f (a)) 
f(A (5)) Fb) SF) Sf fi1,a C6) A (f(D)) 


车 了 GQ) 二 0, ff?G) > 汪 >0,tE€D, 则 不 等 号 均 反 向 .([30419(3)(2008). 进一步 的 工 
作 见 [164]208 ~ 223) 


b b 
p(| fw pda)< | (po Dr psd. 


它 可 以 加 细 成 多 种 形式 . 例如 , 令 I,(f) = [| fd pps de da, 


GP = (pb))), G， 一 9 (¥ D0) 
则 
OL{pg: fx)) — op{l (fx))} 
lg eo FR — L(g of TT CF)); 
{hf EG EGP EL {ge fx)). 
由 此 推出 : 设 vg 为 La,5] 上 的 凸 函 数 , 则 
?(2)< pr). | (25) dr dz 


i=1 


由 
op om )dzr… -dz < Lo) Godz， 


式 中 p 一 《Pi (pi > 0， Dp, 一 1) 称 为 概率 权 集 . 


进一步 的 加 细 和 推广 见 [330]34(2)(2003) ,175 ~ 187， 
设 X 为 线性 空间 ;入 为 了 X 的 凸 子 集 ,了 : A—R! 为 凸 函 数 ，z 入 As 之 0,9x 之 0,C，。 


一 yw > 0,Q, = yo > 0,Dragomir,S. S. 证 明了 以 下 几 个 结果 : 
二 1 龙 二 1 
1 n 1 n 1 大 
/BE 
芭 忘 2 9 “gs /( 舍 -or )<E 


让 


bof Cm); ;([330]1994,25(1) :29 


~ 36;[301]1992,168(2):518 ~ 522;Mat. Bilten,1996,20:51 ~ 60) 
©® Ly dgg,f /2s)< 在 2 ao] flrit (1— tr) dt 


nk=1 了 一 1 天 一 1 了 


< Df):(L307]758 ~ 26013) 
k=1 
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和 二 


@ /到 > grr)< 让 ef 十 人 一 已 2) 


二 gqjf Gre + (1 Dx) LAD gf r,t € [0o,1]. 
n k=1 


三 ] j=1 


3 
(Mat. Bilten 1991 ,41(15):35 ~ 37) 
1980 年 ,Vasic 等 证 明 : 设 mn 过 zi 过 MM 令 工 = Ey qazs: 则 


) 过 Df 4 FE mfMD) 
Df < 去 0 
车 次 在 [m,M) 上 递减 , 册 Daf) < < —_z) fm). 


(An, Univ. Timisoara Ser,. Stiint. Mat. 1980,18(1):95 一 104) 
LR 不等式 (Lah-Ribaric 不 等 式 ): 设 /是 [a,b] 上 的 西 范 数 ,o 之 0， > 一 1， 
ze [La], 则 - 
Par < < < ey ) + yb). ([51]140) 
D-1( Dragomir_Ionescu) 不 等 式 : 设 f 是 (a,6) 上 可 微 的 凸 画 数 ,这 0,zeE Cab) , 则 
0 委 Ppaf cz) 一 fpres) < Dy prsf ‘(x1) 一 Cp Dap/ ‘(zx)). 


(Anal. Numer. Theor. Approx,1994,23:71 ~ 78) 
车 f 是 La,b] 上 可 微 的 唔 映射 ,ps 宇 0, x E (a,b)， 则 
0< Dp ce) ~f( Dh)< TBOLF Co 一 PCa)] 
若 了 是 La,b 上 的 是 函数 , 则 
Dprf C1) —f( Pp)< fla) + £06) -2f(<3). 


=1 


([3011343(1) (2008) ,414 ~ 419) 


设 人 >>0,Q. = 了 gq 二 1,f,8:D 一 RR 为 二 次 可 微 且 
二 1 
Om SM, 0<m 人 ex)AM, rED, 


f (Da) Daf Cz) 


则 到 之 < Ma. ([22]9) 
g( Da) Pas a) 
1985 年 王 炳 安 给 出 了 (1. 16) 式 的 一 种 加 细 ; 
设 9 是 区 间 上 的 凸 函 数 , 则 VzeeE D, 灵 >0,1 委 有 雪 交 下 式 成 立 
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a 2 Dp Ti > 六 DPif (xi) 
| 人 | 9 十 | 一 全 一 人 < 二 ， 
2 2 > ,bp > pi) | 2 Dp 
了 一 了 一 了 一 了 二 了 一 


且 仅 当 所 有 zi 全 相等 时 等 号 成 立 .([347]1985 ,4) 
2000 年 ,Brnetic,l. 等 给 出 了 Jensen 不 等 式 的 另 一 种 加 细 : 设 三: [0,1 一 R' 为 凸 琢 


数 , 令 Ai) = EPA Da te) 则 及 是 [0,1] 上 西 函 数 , 且 


一 之 ht) 之 十 (Xi), 
f( 元 上 元 > -CA 
([330]2000,31(1) :63 ~ 69;[30111997,214(2):721 一 728 等 ) 
(4) ” 反 向 Jensen 不 等 式 : 设 9g 是 开 区 间 (a,58) 上 的 凸 函数 而 且 递 增 , 则 Y x € (a， 
,pi 20 ISkSD, Dp > 0, Fpipr (zx) 之 0, 恒 有 


pr) < oe: ed 


Dp >) Pop 《zz 
式 中 pr (zs) 是 9 在 zs 的 右 导 数 . (Slater,M. LL.1980) 


若 g 是 [a,b] 上 有 界 变 差 丽 数 ,| dg (2) 二 1,g8(a) 过 g(b),f 在 La,b] 上 递增 连续 , 则 


对 于 [a, 妇 上 的 凸 函 数 g,p(| f(Ddg(D)) 大 | gpCACD)dgG 成 立 的 充 要 条 件 是 : 若 f(x) 
<| /oadg(D， 则 | fe) 一 fdg(t) 之 0, 和 从 f(x) 之 | reoagco aa 可 推出 


| [fCx) — FoD]dg(Cn) > 0. (Peltaric,]. E,1983) 


(5) ” 保 序 线性 泛 函 的 Jensen 不 等 式 : 设 工 是 非 空 集 五 上 的 线性 类 ,yp 是 区 间 D CR 
上 的 凸 函 数 ,A 为 保 序 线性 泛 函 ,使 A(1) = 1, 或 对 所 有 g E 工 ,使 得 pC(g) E 工 , 则 4(Cg) 
EDEH 
pA(g)) < A(p(g)). (1. 22) 
这 个 不 等 式 的 证 明 用 到 下 述 引 理 : 
设 p 是 区 间 [m,M] 上 的 凸 函 数 (一 2 二 m 二 M 一 ~~“),L 是 非 空 集 E 上 满足 第 1 章 
§ 3 中 (3. 176) 的 线性 类 ,A 是 保 序 线性 泛 函 且 A(1) = 1. 车 对 所 有 g € LL, 使 得 pg(g) € 
工 (从 而 对 所 有 E Em 过 g(t) 过 MD), 则 
A(p(8)) 委 {LM 一 ACE)]p(o) + [iA(g) — mpg MW}/M— m). (1. 23) 
上 式 右 边 是 M 的 递增 函数 和 m 的 递减 函数 . 
Jensen 不 等 式 (1.22) 式 中 的 pg 是 晤 函数 的 条 件 还 可 放宽 ,例如 ; 设 工 是 非 空 集 EE 上 的 
线性 类 ,函数 pop:D 一 RR 满足 
p(y)— gly) ey yy ED, (1. 24) 
式 中 yo 是 区 间 吕 中 一 圈定 点 ,c 为 常数 . 若 A:IL 一 尺 是 保 序 线性 泛 函 ,使 A(1) 二 1. 则 对 


430 第 七 章 ”上 凸 函 数 与 变 分 不 等 式 


所 有 gE 工 使 得 p(g8) E 工 ,和 A(Cg) 二 yo ;不 等 式 (1.22) 成 立 . 

(有 关 (1. 22) 式 的 证 明 及 其 推广 见 专题 论文 L301]1986,118(1):125 一 144 及 1985， 
110:536 ~ 552;1991,156(1);231 ~ 239) 

从 (1.22) 与 (1.23) 式 容易 得 出 : 设 8 是 区 间 DD 必 DD [m,M]j 上 的 号 函数 ,一 2 过 mm 二 M 
二 co0,g :ER 满足 mg 过 M (EE) 且 gEL,p(g) EL.A:L->R 是 保 序 线性 
泛 函 ,A(1) = 1, 非 负数 2,g 之 和 ze>>0 且 As) = (pm 十 QM)/(p 十 9),; 则 


pm + gqM ppm) + gp M) 
(和 SF)< 4g) < pF. 


(6)” 设 g 是 [0,1] 上 正 的 递增 函数 ,p € BVL0,1j,p>>0, 下 是 (0,ce) 上 递增 可 微 的 
凸 函 数 , 且 满 足 


FO) 2 EE < [g(1) — p60) FLA ~ z)]) 
0 二 工 过 1,0 二 4 二 oo,9(1) 一 g(0) 之 0,w 为 非 负 权 函数 , 则 
| Feea | 加 
0 I- 过 F 人 
Le | 
2. [MCU]. Hadamard 不 等 式 (1893): 设 p 是 区 间 [a, 引 上 的 上 同 函 数 , 则 对 于 


a 和 zl <rze 委 0， 有 
9 于) 二 


(Malamud,S. M.[308]2001,129(9):2671 ~ 2678) 


1) 十 p(xs)], (1, 25) 


仅 当 9 为 线性 函数 时 等 号 成 立 . 它 说 明 在 Jensen 不 等 式 的 两 端 之 间 可 用 积分 的 平均 值 插 
人 人. 
证 ”由 9 的 凸 性 ,对 于 zx 过 zz 之 Xz, 有 
p(x) 去 PXT1) xe 一 立 ) tt pr) rx) 


X22 XI 


两 边 积 分 即 得 右边 不 等 式 . 为 证 左边 不 等 式 , 令 z 3 十 xz) 十 t， 则 


| codz 一 呈 ?3 十 za | + 人] 由 


一 去 (ze 一 zi ) 


0 


(zo 21) P(E 上 + P(e | 


2 

注 Hermite,C. 于 1883 年 就 发 现 了 (1.25) 式 . ([36711985,28:225 ~ 232 和 
[301]1992,167(1) :49 ~ 56) 

注 ”Hadamard 不 等 式 已 有 许多 推广 . 例如 : 

(1)” 设 vg 是 [a,6] 上 连续 的 凸 函数 , 则 对 于 所 有 加 盖 0,z € [a,6j,k 二 1,…,n 以 


1 > 凡 >>w 关 por0 了 (二 bb) = 1 Dit tp 1,.., 
TE 


> 『 一 (zs 一 xpg( 王 亏空) 
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nl . 
1 一 1, 有 信 |< (Ha oy | p(n 十 2 (Xjt1 TOU ) dn dinn 
( 
< 二 之 89 (证 明 见 [8]151 ~ 152) 


D3 
(2)” 设 g 是 [a,5b] 上 的 凸 函 数 , ,ps >> 0,A 一 名 十 大 , 则 对 于 y 关 0, 有 


十 Aty 
7 se)< 去 | 9 (dr < 二 pigla) tpapt6) 


pi p? Pip 
仅 当 0 二 | y <7 min{ pi ;ps} 时 等 号 成 立 . ([331]1979,(634 ~ 677) ;36 ~ 41) 
1 2 


1986 年 Pecaric,J. E. 和 Beesack,P. R. 将 上 述 不 等 式 改 进 为 


pia + pab -| 
(pr Fpe ]== 友 p(x) dz 魏 


<F[IpA—y+ey A+W] SOL pep ([301]1986,118(1) :125 
1 p? 


一 144) 
(3) 1981 年 王 中 烈 . 王 兴 华 证 明 : 设 pg 是 区 间 La,5] 上 连续 的 凸 函 数 , 则 对 于 任何 pi。 


> 0,x. EE [a,b],k 一 0,1，…， "Nn, 以 及 ak » Be 满足 0 委 Qg Be ~ 1,3 十 及 ) 


= (Dp) (DP) ji 一 1,…n, 有 
2 prt) < 


[a L 
Dp | 2 


其 中 上 一 (i ,tz ,st,) ,X(t) 一 DI tx ls 


pry rr) 


| pl) de Oe, 
| ps 


0 = [Lash X [LassBd] XX [Leash | 0 |= IT 一 
上 述 不 等 式 中 积分 号 右边 的 等 号 , 仅 当 所 有 zi 丝 相 等 ,或 p(x) 在 包含 所 有 zi 的 区 间 上 为 
线性 时 出 现 ;积分 号 左边 的 等 号 , 仅 当 所 有 ze 丝 相 等 或 g(x) 在 区 间 [Lminz (C2) maxr (£)] 
上 为 线性 时 出 现 . ([333]1981,126(4) :254; 王 中 烈 . 王 兴 华 的 结果 另 见 [352]1988,15(1) 
120 一 121)1985 年 汉 蓄 瑛 在 Pecaric,J. E. 证明 的 Jensen-Steffensen 不 等 式 两 端 之 间 插 人 
重 积分 的 平均 值 . ([336]1985,6A(4) ;443 ~ 446) 
(4) 1986 年 胡 克 证 明 : 设 vg 是 [a,6] 上 连续 的 是 函数 , 且 对 于 p; > 0,x; € [a,6b]， 


[u,v | CLa,b],Q, = 3 地 Cu 十 vv) 一 Qnl pa 一 0,1,2，…， 
i=0 i=0 


S FC) = | pd (zap) ,rE [ab], 


天 
GE) = Dpiglz -2 -| “oldt,G(0) 一 0, 则 下 在 [a, 扑 上 严格 递增 ,GCE) 为 
i=0 机 
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& 的 递增 函数 . (证 明 见 江西 师范 大 学 学 报 ( 自 )1986,1:1 ~ 3) 
(5)” 设 f 是 n 维 单 形 》) (A) 上 的 凸 函数 , 则 


1 | 1 1 ntl 
f(z41 Da = VO | yen fa 过 pr PAC 


式 中 V(4) 为 >1(4) 的 体积 了 (A) = cov(Cal ,arr)(CL340]1987,7(4):385 一 
386) > (4A) 的 定义 见 第 4 章 2. 七 , ([305]115(4)(2008) ,339 ~ 345) 
(6) ”1989 年 Alzer, 证 明 : 设 f 为 2n 阶 可 微 函 数 人 (人 1) ,f(zx) 之 0,T € (a,b), 则 


> GT 2 ) (< pa de 


1 2n-2 (Db — a)* 
< To TDTL +t DY (9 


(C. R. Math. Rep. Acad. Sci. Canada,1989,11(6):255 ~ 258) 
Pecaric,J. 玉 . 则 进一步 证 明 . 
2 | fdr (fr) + Sr). 
b—aJe 
当 zz (z) 之 0 时 上 这 站 村 号 是 严格 的 , 即 < 式 中 
F, = (和 ea Db ([306JMR93h:26026) 
(7) ”Seiffert 不 等 式 : 设 f 是 La,6] 上 严格 递增 且 有 对 数 凸 性 的 反 函 数 . Si Ca,2) 是 a， 
6 的 指数 平均 (定义 见 第 一 章 8 3),a 二 0, 则 


1 b 
| fr dz < fCSiCa,b)). 
当 了 严格 递减 时 ,不 等 号 反 向 . (Elem. Math. 1989,44(1) :16 ~ 18) 


(8) ” 设 f 是 [a,6b] 上 1 一 g 凸 函数 ( 见 本 节 定 义 10),g 是 包含 广 的 值 域 的 区 间 上 满 
单 射 的 连续 函数 ,x,y 的 广义 对 数 平均 定义 为 : 


Le (x,y) -he (Ddt, 工 天 3 
之 ?9 z= y, 
如 
QJa 
车 令 Ms(zyh) 二 gg (7z) 十 ( 一 Dg(y)) ,ww : [a,6] -> Ri 为 正 的 可 积 函 数 ， 


使得，wla 十 ) 二 w6 一 ,0 之 1 声 六 (5 一 4), 设 g 1! 为 是 函数 , 则 


b 
ML f(a) ,f(b), 3] < 安 元 FCz)auCz)dz 扫 [fCa) 十 了 (6)1. 
[TE “ 
([360]2000,71(1) :30 ~ 39) 
(9) 设 f:[La,bj 一 R! 人 


HG) = zo) ft + ~ (Fe 


)Jdrs 
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1 ro re 
FW = ys] | fl + — Dyldzdy. 


则 互 是 L0,1] 上 严格 递增 的 凸 函 数 ,而 且 


inf{H() :1 € [0o,1]) = 百 (0) = f(a), 


sup{ HO +t € [0,1]}) = HO 一 天 | f(z)dz; 


F(z) 是 [0,1] 上 吓 函 数 , 且 在 [0,1/2] 上 严格 递减 ,在 [1/2,1] 上 严格 递增 . HG) 和 < F()， 
而 且 


. 1 加 1 ore Xz 十 y 
inf{FO) 14 € [01) = F(Z) = ta) rc 十 2)dzdy 


sup{FOD) 11 € [0,1]} = FOOD) = FOD) = so,) rodzr 
利用 瓦 (5 ,F(t) ,可 对 Hadamard 不 等 式 (1, 25) 加 细 , 例 如 ， 


o< 并 A /()< ss) rar 


1 
中 一 CJ。 f 


由 此 还 可 推出 两 个 正 数 的 算术 平均 与 塞 平均 不 等 式 的 加 细 ([301]1992,167(1) ,49 
一 56). 车 令 


G0) = zc | CFDe a+ (Fz + /AGF (ojdz 
多国 胜 千 证 明 G 是 [0,1] 上 严格 递增 的 凸 函数 ,而 且 
天 二 | cadz < GW < 二 [fa) + (2)].〈[330]1997,28(1):33 ~ 37,2003， 


(Ee) 


34(1):45 ~ 47) 
(10) 设 fe 上 的 是 函数 ,实数 p,g 满足 pq 实 0,p 十 g >> 0, 则 


(F< ta (SF) < hr 


关 是 [4. 打 上 间 区 
(F< waa) (SE)aeey 


1 下 ZXg (7X) + yg (Cy) ZXg (y) + yg (x) 1 | 
< gl. .17( g(X) + gly) )+/( SCz) 十 SCy) ) | < .i 
(Dragomir,S. S. ,Zb. Rad. Prir,-Mat. Fak. ,Univ. Kragujeveu 1996,18:21 ~ 25) 


1999 年 ,Adedayo,0O.J. 进一步 推广 为 ， 
n(at 6b) 1 sf piz a n_f 
/( 2 )< wl).A( Ds pe Fa Mt )drdy < p23| fn 


式 中 | Cpigi) > 0, 2) (p+ gi) > 0. (CZb. Rad. (Kragujevac)1999,21:49 ~ 53) 
二 1 天 一 1 
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(11) 设 是 区 间 D 上 s-Brecker 凸 函 数 ,D C10,00),0 二:s 志 1, 则 
ca+b 1 fs fla) + f(b) 
(< 

(Dragomir,S, S. ,Demonstratio Math, 1999,32(4) :687 ~ 696) 


fF FD fa to) 1dr < VR). 
下 J 


2 
(Drogomir, S. S. , Demonstratio Math. 1998,31(2) :355 ~ 364) 
(13) ” 设 B= BCzo,r) 是 平面 上 以 zo 为 中 心 r 为 半径 的 圆 ,L 是 B 的 边界 ,其 长 度 
为 2xr,f 是 B 上 的 是 函数 , 则 


zs) 去 三 je ,zydz dz 返 雹 | rpatco， 


(Dragomir,S. S. ,[304]2000,1,1;[303]2000,3(2):177 ~ 187) 

(14) ” 保 序 线性 泛 函 的 Hadamard 不 等 式 : 设 久 为 实 线 性 空间 ,D 为 X 的 凸 子 集 ,f 为 
刀 上 凸 函 数 , 互 为 非 空 集 ,上 为 实 值 沙 数 的 线性 类 ,A;L 一 R! 为 保 序 线性 泛 函 ,使 得 A() 
一 1( 定 义 见 第 一 章 $3),h;E> Ri,0 过 h(t) 过 1,1€ Eh€EL 使 得 f (hzr 十 (1 一 h)y)， 
fll—h)zrt+hy) EL, (rz,y € D).1991 年 ,Pecaric,J. E. 证明 

fLACWZz+ I— AY SALFAr + hy SAR Fz) FL — A)IfCY). 

(Rad. Mat. 1991,7(1) :103 ~ 107) 

1993 年 ,Dragomir,S.S. 进一步 给 出 了 Hadamard 不 等 式 的 加 细 ， 

/于 *)< F {FA z+ AG)yI HI — A z+AGY) 


< 3 {ALf(he 十 一 有 9) 二 ALf(( hzr+hy)j} < [f(z) 十 fCy)1. 


([33011993,24(1) :101 ~ 106) 
(15) ”对 于 zt 凸 晃 数 f, 有 一 系列 Hermite-Hadamard 型 不 等 式 : 
设 了 是 [0,ce) 上 是 函数 ,0 过 1 和 1,0 守 4a 之 5%, 车 feE Lta,b1, 则 


1 fF /1 | pb 1 a 
pa De min| FL/ a) + TE)); 


/( 针 < 起 ;| 3 [f+ (EF) a 
二 A 二 16) WAC 去 二 


4 
车 € Lia,6j], 则 


Fa) + f00) 
il f(z)qr 十 四 fn] (6 —0) LOLE, 

车 f 在 (0,co) 上 可 微 , 则 
[8 e208) < | ford < 


(bta)f 60) Om (amb) Fa) 
2(65— a) ” 
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(Dragomir,S. S. [330]2002,33(1) :55 ~ 65. 在 该 文 后 面 还 列 出 74 篇 有 关 文 献 ) 
(16)” 设 了 是 [a,6] 上 非 负 拟 凸 函数 ( 见 本 节 定 义 5), 则 Yx E€ (ap) ,下 式 成 立 


24) 
om， 特别 地 ,1( 计 罗 < 天 /God 


(Rubinov,A. M. 等 ,[301]2002,270:80 一 91) 
(17)” 设 f:[a,5b] 一 R!, 了 是 非 负 递 减 函数 且 f?(p 之 1) 是 凸 函 数 , 则 


zts).f < < AD + oti 


p 二 1 时 归结 为 (1.25) 式 . (L3721]5) 
(18)” 设 f;[a,b] 一 R' 为 凸 函 数 , p,qg € (0,1), p 十 g 二 1,£ 二 pa 十 Bb， 则 


fpa t+%) <— 了 | rz)dz 十 了 | fn)dr pfla) + of cb) 
和 三 3 a pe < 4 “ 


f(x) < 


([344]2002,32(6) :1027 ~ 1030) 
2005 年 于 永 新 、 刘 证 作 了 进一步 推广 .([399]25(3)(2005) ,399 ~ 406) 
(19)” 设 是 区 间 D 上 正 的 对 数 晤 函数 ,a,b E D, a 二 5, 则 


f( 守 < exp (a) of td) < oa] CD, fa tb de 


2 


也 
过 这-| fdz < Sf),f0)) < FL) + fC 


式 中 GCab) 二 Va,b, So(a,b) 一 i (a 关 0) 分 别 是 正 数 a,5b 的 几何 平均 与 对 数 
平均 ， (L415]31(1998) ,354 ~ 364) 


(20)” 设 D( 区 间 ) 的 内 部 记 为 也, :D> (0,co) 在 D 上 是 可 微 的 对 数 凸 函 数 ,a， 


fe (2) b—a 
b D， b.i 记 CLM 一 , 则 
和 “< 中 人 2 ) 
pra. (ll) 
- 之 So(CexpRMexp( 一 MI) 之 1 
Ln (2) 


站 Aw[ 台 系 侣 (和 + 2 ,ley 

PA) 
[lem | BE 
| I A )ay 二 CT) 


([330]36(1)(2005),43 ~ 47) 


© 


log 
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F(z,y,t) 一 FEf Ort DY +I Dr+y)]) zy E [a,bl, t € [0,1]. 


a 
” 2 


-一 5 1 3 多 一 :| ( sy» ) 


@ G, 吾 是 [0,1] 上 的 是 函数 ,日 GCG) 二 HGQ); 
四 zt )=<|f< §| F(z ,2 二 2 sadr tf + 7100); 


ey 


sal. 


163 ~ 167) 


(22)” 设 品 为 R! 中 的 区 间 ,w:D -> Rt 是 局 部 可 积 的 权 函 数 ,a,b 的 w 平均 定义 为 
| zeoczdz 


M,(a,b) = 
| ecoaz 

记 E=(D 一 C) 由 (C 一 DD), 式 中 CE D. 若 f:D ->R 满 足以 下 三 个 条 件 : 
DD wi-Zz) = 二 wlc 十 Xx), xX EE, 即 w 是 c 的 偶 函 数 ; 

加 Ac 一 zZ) 十 jc 十 z) = 2f(c), x EE, 即 是 c 的 奇 蚂 数 ， 

@ f 在 D 门 (一 ,cj 上 是 凸 函 数 ,f 在 D 门 [cee) 上 是 四 函数 . 


则 称 了 是 是 四 对 称 函 数 , 在 上 述 条 件 下 ,对 于 DD 的 所 有 子 区 闻 La,86j, 若 a 十 6 之 2c, 则 


b—M, “20 M, 2 


7 大 Ca) 十 “AD < 二 一 | fr)wlr) dz 委 FM, (a,b)). 


[odz 

车 a 十 6 过 2c, 则 以 上 不 等 号 均 反 向 . (Czinder,，Peter, Publ, Math. 68(] 一 
2)(2006) ,215 ~ 224) 

3. Popoviciu 不 等 式 : 设 9 是 La,p] 上 连续 的 凸 函数 , 则 对 于 任意 x € [a,bj， 
k 一 工 ，… 7， 有 


也 ?去 2 )< 二 (2 ) [pe +p( 让 >)] 
其 中 4 宇 3,2 安达 nn 一 1.([41232 一 233) 

4. 三 角 凸 函数 不 等 式 : 设 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 洱 数 , 且 对 某 个 p 汪 > 0 及 任意 zi 
之 Xz 于 Tayzs 一 Zi 之 x/p: 下 式 成 立 

flxi)sinp xe — xs) fxz)sinplzs — TX1) TT fx)sinplri ~— zs) SO0, 
则 称 f(z) 是 (关于 的 ) 三 角 同 晴 数 . 它 有 类 似 于 凸 函数 的 一 些 性 质 , 例 如 : 

(1) 设 z 一 zi 之 x/Pyzi 之 ZT 过 x3; 或 x 二 过 x;, 则 


fT Hx) < fxs) — f(zx1) <)secp (= 2)secp (a) 


sinp(z— x) ~ sinp(xs— ZX) 


二 f(x )sinp (3 
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当 zs 二 Zi 过 ZX 或 Xi 二 X 过 zi 时 ,不 等 号 反 向 ; 
(2)” 设 三 角 凸 函数 f(x) 在 点 z 达到 极 大 (或 极 小 ) 值 , 则 当 | z 一 zo | 声 x/p 时 ,有 
f(x) f(xo)cosp(r Oo— ro); 
(3) ”三 角 凸 函数 f(x) 在 每 点 上 都 存在 左 导数 f- (z) 和 右 导 数 广 (z) 且 f(z) 
< fr (7); 


(4)” 设 f(z) 为 三 角 古 函数 , 则 对 a 二 8; 有 f(D 一 让 CW + fz) dr 0, 


仅 当 f(x) = cicospz 十 czsinpx (a 万 祈 B) 时 等 号 成 立 . (以 上 证 明 见 沈 沟 昌 等 (数学 
分 析 纵 横 谈 》, 北 京 大 学 出 版 社 (1991)255 ~ 262) 
5.。 设 p 记 0,0: 这 0, 二 1 ,Nn, 且 至 少 有 一 对 i 闫 jl 声 ij 声 0 ,使 得 a 关 a,; 则 


ps 
exp 2 a < 之 名 < exp stro < Pe ox p | Pe ， 
Sp/ar | 已 和/as 2 pr Dp pa 
相应 的 积分 形式 为 : 设 f,p 是 La,bj] 上 正 的 连续 函数 ,了 为 非常 值 函 数 , 则 
| Elnf lr) de bs 
“ Pz) pr) 
,Fer i zy dz 
plz)lnf Cr) dz _ |p/ [86 fa lnf Cr) de 
< exp | ~—s < exp | 天 一 一 | . 
| pcx)dz | cadz | acz?7czaz 
提示 :考虑 e- 的 凸 性 . 
6. i 是 [La,61] 上 正 的 连续 函数 , 则 
(1) exp (p23 -| InfCz)dr + exp (sal. Ing(Cz)dz 


< exp (asl. ln[L f(x) + gx) ldz); 


b 
| plr)Inf(zx)dz 


[z (x)dz 


|z (xz)Ing(x)dz 


(2) exp 5 
| plx)dz 


十 exp 


b 
| px)ln[ fx) + gx) dz 


| pCz)dz 
7. 优化 (或 控制 ) 不 等 式 : (1) 离散 形式 : 设 z= 二 (zi ,Xi) 被 yy 二 《yl ;yn) 

所 优 超 (控制 ), 即 zx < y( 见 本 节 定 义 6) , 则 对 于 任意 凸 函 数 p, 下 式 成 立 

Dz) < po (1. 26) 


(2) ”积分 形式 之 一 : 设 f,g 是 [a,6b] 上 正 的 递增 函数 ,po 为 连续 的 凸 函 数 , 设 & 被 了 
所 优 超 ( 控 制 ), 记 为 g 过 f, 是 指 对 a 忒 z 二 5, 有 


< exp .《 与 此 有 关 的 不 等 式 见 [56168 一 75) 
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I 工 pb b 
[ewa < | /ad,) scoadz = | fCz)dz, 则 
b 万 
| ggcr) dr < | pcrGr)dz (1.27) 


证 取 Ar 一 全 4, 一 1, ,ns 一 6 十 AAze, 由 条 件 ,有 


8(&) EE6) EEE) Sf) f(b); 


天 3 n n 
Dee) OE Eh Yak) = DfE), 
7 一 1 7 一 1 5 一 1 7 一 1 


由 (1.26), 有 D》) plg(8))Ars 委 >)p(Ga))Art 令 2 一 co 即 得 (1.27)， 
k=1 k=1 
(3) ”积分 形式 之 二 : 设 fi ,gs 在 区 间 [0,1] 上 有 界 递减 , 且 fi 到 g，, 即 


| fa 莹 | gCWde,0 XR1lk=1,.…,n, 
D 0 


1 1 
| fae = | gd 
则 对 于 任意 凸 郴 数 ,有 
| 


(证 明 见 [2130 一 33 及 [30511954,61:626 ~ 631,[345]1985,9:35 ~ 37) 

1982 年 Nicolai, H. 将 g 为 凸 函数 的 条 件 减弱 为 :对 任意 正 数 6,g(x 十 0) 一 glzx) 在 区 
间 DD 上 递增 , (God. Sofij. Univ. Fak. Mat. Mekh. 1982,76;1987,109 ~ 114) 

(4) 积分 的 加 权 形 式 : 设 f,g 是 [a,b61 上 正 的 可 积 函 数 ,w 为 权 吗 数 ,gp 是 (0,ce) 上 
的 凸 函 数 ,而 且 


| /Wala < [go da, rxElLa,b] 
b pp 
| fod =| g Dw) di. 


@@ 车 下 在 [a,6] 上 递减 , 则 | g[fCDjw Dadr < | pletW jo de. 


@ 若 g 在 La,6] 上 递增 , 则 上 述 不 等 号 反 向 . 
证 ”利用 本 节 No. 13(Hardy 不 等 式 ) ,由 p 止 知 ， 
Vu,u 之 0 字 PC0 ) — glu) 魏 2 (U1) (aa — Wz ). 


令 F(z) 一 | Creep 一 g(D]JoDd, 则 Fz) 之 0 且 Fla) = F(b) 一 0， 
车 了 递减 , 则 
上 FecP — yg) J < | gEFDI FD — gD} dt 
b b b 
= |¢ FV) = FO FO 一 | Fdg fCD) 


6 
-一 | Faty (df <o. 
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则 


则 


当 g 为 递增 时 可 类 似 证 明 .(L. Maligranda 等 ,[301]190(1995) ,248 ~ 262) 
8.， (1) ”Szegi 不 等 式 ; 设 41 宇 as 之 … 这 a 之 0, 且 是 区 间 [0,a1] 上 的 是 函数 ， 


2n—1 2n—1] 
之 (一 1) 和 PCas) >f(% (一 1) 生 :as). (1. 28) 
(证 明 见 [2]47) 
(2) 设 al 宇 2 宇 … 宇 ai,9p 是 [as ,a1j] 上 的 是 函数 , 则 
》1p(ar )ax < webaun , 式 中 as 一 ai.([305]1994,101(6) :574 ~ 575) 
&=1 k=1 


9， Bellman 不 等 式 : 设 41 宇 … 这 4, 这 0,; 且 ff 是 区 间 [0,al] 上 的 是 函数 ,fC0) 委 0 


2 D™ fC) > f(T De). (1. 29) 


注 当 ?” 为 偶数 时 ， 条 件 Fo) < 0 不 能 去 掉 , 但 当 ”为 奇数 时 ,该 条 件 可 省 略 . 
1956 年 ,Brunk,H. D. 进一步 推广 为 : 设 了 是 区 间 [c,6 上 的 凸 函数,f(0) 委 0, 若 


ab 0p p11, 则 
fo Dpar) < D2) DT paf (an). (1. 30) 
k=1 k=1 
特别 当 pi 二 … 二 p， 二 1 时 ,又 得 (1.29) 式 . 


Beliman 积分 不 等 式 : 设 /,p 是 [0,1] 上 非 负 的 四 函数 ,p,9 之 0,| ”= 一 


fp 之 2YV(C2p 十 1)42g 十 1]) 1] (330]1991,22(2)) 


(Pp 二 1)(g 二 1) 
10. 设 g 宇 4 宇 下 六 守 0,0 志 记过 必 反 和 加 过 1, 则 
(1) ”Olkin 不 等 式 : 若 f 是 区 间 [0,al] 上 的 凸 函 数 , 则 


fC Dprar |< [1 一 pe Dp ]* f60) 十 pe Dipf a); (1.31) 
k=1 k=1 k=1 
(2) ”车 了 的 导数 1 递增, 则 


f(0)— f(0) 去 DIC) -fad 1p,), (1. 32) 


式 中 < 一 | ”ecoadze 在 区 间 [0,a,] 上 可 积 ,0 秋 gz) 委 1,zE[L0,a].(L4]150 一 152) 


11， (1) ”Petrovic 不 等 式 : 设 /是 区 间 [0,a] 上 的 凸 函数 ,zs 和 >) zx 都 在 区 间 [0,a] 
一 1,… 7, 则 | 
Df em) FC z+ nm 1)f00). 
提示 :利用 是 函数 的 定义 1 及 数学 归纳 法 . 
(2) ”Giaceardi 不 等 式 : 设 pi 宇 0, 工 二 (zi ,"… ,Xs)，ZXi 为 实数 ,满足 : 
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(x4 — Zo) (2 Prre — xr) 0， 玉 一 1，……)7. 
k= 1 


D przs A Xo. 


k=1 


车 了 是 凸 函数 , 则 
Dprf Cz) SCF prri)t (2 pr —1)fz0), 


式 中 
Dprlxs — xo) 了 >， pairs 
CC 二 9 C2 一 t=1 。 
了 > piers 一 Zo Dy Pixs Xo 
k=1 k=1 


(3) 设 工 ) Ee 四 < Znm 0 rntl 过 四 < Zn， 
mE€ (0 人 ED 去 有 去 个 ，0E DD, gi 为 实数 . 


Q, = > dg,Q = Q,— Qi. 
j=1 


设 f:D 一 R' 是 凸 函 数 . 
@ 若 0O 过 Qld<km); 0CQ <1, (m+1 志 kn), 


f(D ari) < Daf lz) + QF). 
k=1 帮 一 】 


(9) 车 >)qirt E D, 并 存在 7 < m, 使 得 


Q; Ok); Q 10kCm); Gk m+1), 
或 者 存在 7 之 m, 使 得 
Q: SO Em); Ql1m+1lQk)); Q; OR >)), 


则 @ 中 不 等 号 反 向 .CC2) (3) 见 [22]11 ~ 12) 

12. 设 p> 是 区 间 [0,ce) 上 递增 的 凸 函数 ,/ 是 区 间 L0,a] 上 非 负 的 有 界 变 差 丽 数 ,而 

且 pC0) 一 70) = 0,V5( 有 ) 是 了 在 区 间 [0,aj 上 的 全 变 差 , 则 
Vi{g(N)} < pVECN). (1. 33) 

([333]1982,27(12) :1266 ~ 1270) 

13. g 是 区 间 D 上 连续 的 上 是 函数 的 充 要 条 件 是 对 于 DD 中 所 有 zo ,存在 4(xo) ,使 得 当 
工 ED, 恒 有 

A(Xo) (XC— zo) REL) — g(ro). (1. 34) 

(L78]234 或 [1]102) 

上 式 称 为 Hardy 不 等 式 .我 们 熟知 ( 见 本 节 No. 46), 若 g 是 (a,5) 内 的 凸 函 数 时 ,g 在 
Ca,6) 上 几乎 处 处 可 微 , 单 侧 导 数 g - (z),g + (zx) 在 la,6) 上 递增 和 且 对 (a,b) 中 任 一 点 
Zoog 《Xz0) 声 g 4 (zo). 所 以 ,Hardy 不 等 式 中 的 1(Czo) 实际 上 满足 

g(x0) SATo) SC gt (ro). (1. 35) 
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有 了 时 就 取 ACzo) 一 [g'- (zo) 十 g+ (zo)]/2. 若 8 在 ze 可 导 , 则 
)Czo) = g’ (zo). 

Hardy 不 等 式 还 可 推广 到 高 维 空间 : 设 了 是 凸 域 G CC R" 上 的 可 微 函数 . 则 ff 是 G 内 

的 凸 函数 的 充 要 条 件 是 对 G 中 任意 x ,xo ,都 有 
fr) — fxo) Df (ro) (x ro)., (1. 36) 

此 外 ,车 了 在 开 凸 域 GC R* 上 有 二 阶 连续 偏 导 数 , 海 色 和 矩阵 互 /(z) 对 于 任意 x EG 
是 半 正 定 的 , 则 f 是 G 内 的 是 函数 . (L113]27) 

注 ” 海 色 和 矩阵 (Hessian matrix) 定义 为 

af 0f 了 

9gXi9X1! 9zigze 97197， 


af 9f ..._ 0f 


H,(zx) = |9X2971 9X29T2 9T207X, | . 


of of ... of 


OXndX1 X00T2 DT 
14. 设 f 是 [a,6] 上 的 连续 函数 , 则 了 在 La,5] 上 为 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 
[zx 一 hz 十 hj] 性 [a,6], 下 式 成 立 


jz < fzt od (1. 37) 
提示 :利用 定 积分 的 性 质 . 
15. (1) ” 设 f 是 (0;co) 上 的 是 函数 , 则 F(z) 一 二 | pu 也 是 (0,co) 上 的 凸 函数 ， 


(2) 设 f: R"XR! > Ri 为 连续 函数 ,Vy E [a;6], f(z,y) 关于 工 是 止 的 , 则 5Cz) 
= | f(z,y)dy 也 是 四 函数 ， 


16， 设 了 是 [a,b) 上 的 递增 函数 , 则 GCz) 一 | (ed 是 [e,b 上 的 是 函数 . 
17. 设 Ag 是 可 积 函 数 ,g 是 正 的 ,f 是 是 函数 , 则 卷 积 (fx 8)Cz) 一 
| f(z— we du 也 是 凸 函 数 . 
18. ” 设 f 是 [a,6] 上 正 的 连续 函数 , 则 
F(x) 一 | | zx 一 t | f(z)dt 是 [a,b] 上 严格 凸 函 数 . 


提示 :将 F(z) 写成 F(x) 二 [We DCDd 一 | Cx —t) fd 


于 是 F(x) = 2f(zx) > 0. 
19. 设 f 是 [a,b] 上 负 的 凸 函数 , 则 
[fiz < fr—oflrt+e), r+tc€E [aoc 天 0; 
若是 La,o] 上 正 的 四 函数 , 则 不 等 号 反 向 . 
20， 设 /是 凸 函 数 且 有 二 阶 导数 , 则 ef? 也 是 凸 函数 . 
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21. 设 f 在 区 间 [a,6] 七 为 正 且 存在 二 阶 导数 , 则 lnf《zx) 是 [a,65j] 上 上 屿 函数 的 充 要 
条 件 是 对 于 [a,5] 中 的 所 有 xz, 有 
fF” Cx) — [Lf (xz): 之 0. 
22. 设 9 为 同 函 数 , 则 对 于 zx! 志 X2 过 yi 委 轨 ,有 


PY) 一 CCzD) Phy) 一 2(Cza) (1. 38) 
yl 32 Xe . 
证 设 a 之 c 之 bp 一 69 一 4, 则 p,q 之 0,p 十 9 一 1,c 一 pa 十 由, 则 
2 > (2) 一 外 (的 一 U2 一 ， 关 似 可 证 2 二 2， 
—c b—fpa—% 2 一 4 “9 
之 2 ,依次 取 zi Q ys cy b 和 和 zs = 一 ayyi = cy 二 5, 即 可 推 得 要 证 的 


不 等 式 .反之 ,车 之 二 XT 之 yy 和 一 X11 二 yi 一 Xx 时 ,(1. 38) 式 成 立 , 则 9 是 凸 陋 
数 . (L61447) 


特别 , 取 志 = 心 , 则 从 p 为 凸 画 数 ,可 推出 f(z) = 付 怠 二 2(2》 递增. 


Er 
设 区 间 也 CC (0,coc),p 是 D 上 连续 的 凸 函 数 , 则 f(x) = glx)/z 或 者 在 D 上 单调 ,或 
者 对 某 个 cE D,f 在 集 A = 二 {zx ED:z 芝 c) 上 递减 ,在 B 二 {zx ED:x 之 c) 上 递增 . 
(L5416) 
23. 设 o 是 区 间 D 上 的 凸 函数 , 则 对 于 D 中 任意 三 点 :zi 过 xs 过 Za 有 


ps) — GX1) < PL) — PT) 之 (x3) 一 Czx2) (1. 39) 
2 XIl X33 Xl Ta Xz 
而 对 于 DD 中 任意 四 点 :zxi 二 xz 过 xs 过 zx, 有 
2Cz2) 92) pz) Px) (1. 40) 
ZX ,> Xl 4 Xa 


由 此 可 以 推出 , 若 p 在 (一 co,ce) 上 有 二 阶 连续 导数 ,pC0) 一 0, 令 
ra = 人 Z 天 0， 
9 《0) ， 工 二 0， 
则 p 在 (一 ,ce) 上 为 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 f 在 (一 吕 ,oo) 上 递增 . 
24. 设 g 是 (0,co) 上 严格 递增 的 连续 函数 ,g(0) 二 0,g(oo) 一 co ,从 而 一 SCZ) 


存在 反 嫩 数 z= 二 g 1(y),; 且 g (0) 二 0,g (co) 一 co. 令 G(xz) 一 | ga G(x) = 


[gn Gwdu. 则 ”GsG" 均 为 递增 的 凸 函数 , 且 成 立 Young 不 等 式 :V a,b 之 0. 


w Ga) +G (5). (1. 41) 
《证 明 见 [1151 下 册 574) 
25.。 f/f: Ri 一 Ri 为 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 存在 g : R' -> R' U (oo} ,使 得 
fx) = sup{xy — gy) :yy €E Ri}, Yr ER'. (1. 42) 
式 中 g 称 为 的 共 罗 画 数 ,从 (1.42) 可 推出 


§ 1 凸 函 数 不 等 式 443 


zy < Frz) 十 g(y)，Vzy GE R'. 

由 此 可 推出 第 8 章 8$ 1 关于 积分 的 Young 不 等 式 . (证 明 见 [115]14 ~ 16) 

26. 设 vg 为 区 间 [a,6] 上 连续 的 凸 函数 , 则 对 于 zi ,xs E La,6j, | za | 委 | zs | 及 工 
E [a,b1, 有 

pzX—T)T pr ri) RE pr Zz) g(r x2). 

27. 设 g,p 是 区 间 [La,6] 上 绝对 连续 函数 ,而 且 gp 是 [a,b1] 上 严格 递增 的 四 函数 ,车 
g(a) 二 g(a),9(0) < SC0 或 p(a) > g(a),g(b) = g(25), 则 在 区 间 (a,65) 内 存在 zl ,zs， 
使 得 g(xs) = gxi) 且 o (zz) 二 g 《zi). 式 中 (zz) 是 9 在 xz 点 的 左 导 数 . (证明 见 
[61]98 ~ 99) 

28. ” 设 品 为 R' 中 任 一 区 间 ,f :DD 一 Ri, 则 ff 是 D 上 的 凸 函数 的 充 要 条 件 是 了 可 
表示 为 积分 形式 : 


f(z) = fe) 十 | ga cze D. (1.43) 


式 中 gg 是 D 上 递增 右 连 续 函 数 . 由 此 推出 : 若 了 是 La,o] 上 的 凸 函 数 , 则 上 在 (a,p) 内 a.e. 
存在 有 限 二 阶 导 数 “(zx) >> 0. 
证 “=>” 设 f 凸 , 则 i 存在 且 为 递增 的 右 连续 函数 , 令 


p90 一 | 并 全 多 二 /Dgr,z,c € D. 因 为 lim 人 多 二 人 2 一 六 人， 


从 而 3M 于 0, 使 Yt EE (cz), 及 充分 小 的 疡 ,有 
-2 
hh 


< M. 


由 (L) 控制 收敛 定理 ,得 到 limg(h) 一 (Wa (di. 另 一 方面 ,limg(h) = lim | [re+ 
hrt0 c h=+0 太一 十 0 h c 
1 zth _r 1 HR 加 和 加 
DD — f(D Jd = lim + De Jf wa]= lm 革 站 fd [ f(a]= 
fz) ~ foe). 
所 以 f(x) = Fo +| (2) dz. 同 理 可 证 f(x) = oa) +| 产 (pd. 
“二 ” 设 (1.43) 成 立 , YX,y ED, 不 妨 设 z+ 二 y,0 达 4 忒 1, 令 z= 二 rt 十 (1 一 A)y. 


则 fz) Xf C7) eFC 一 ALFCz) 一 ACz)] 一 (一 人 LACy) 一 六 z) =4| g(a 


一 QG 一 D| gd Az— zg 一 (一 A)(y 一 z)g(z) = 0. 证 毕 . 
29. 9 在 凸 集 D 上 为 凸 函 数 当 且 仅 当 对 于 每 个 z,y€E D 和 0 二 a,8 达 1, 有 


PWxrtay) 一 PCzZ) ~ GW — pRBr t+ (Py) (1. 44) 
一 B . . 


若 除 去 x 二 y 或 a 二 8B 二 1, 则 gg 在 D 上 严格 凸 当 且 仅 当 (1; 44) 式 中 严格 不 等 号 成 立 . 
(证 明 见 [6]447) 
30. 设 z 宇 0 时 g(x) 为 连续 的 上 同 函 数 , 数 列 {a;} 非 负 递减 , 则 
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pO) + Dg )— ok— 1)a)} 去 sD (1. 45) 


车 9 严格 递增 , 则 仅 当 as 从 某 个 &o 起 尼 为 0, 且 a 一 as 一 … 一 4 时 等 号 成 立 . 

31. ”组 合 凸 性 不 等 式 : 设 0 二 4 忒 5b 志 c, 函 数 满足 条 件 : 

(1) f 是 区 间 [0,aj] 上 的 西 函数 ; (2) 了 是 区 间 [0,6] 上 的 星 形 函 数 , 即 对 于 区 间 
[o, 妇 中 所 有 和 8:0 委 8 委 1. 有 az) 委 hfGz)i (3) f 是 区 间 [0,cj] 上 非 负 的 连续 
函数 ,而 且 具 有 超 加 性 , 即 对 于 区 间 [0,c] 中 任意 zx 和 >y, 有 FGz) 十 Gy) 委 7FCz 十 7)， 则 对 


于 区 间 [0,5]] 中 任意 Tk ;大 一 1 -只 要 满足 > 一 一 C0 < 妇 c, 就 成 立 


f((#))< (EY, 式 中 0 之 过 (1.46) 
32. Newman 不 等 式 : 设 f 是 (0,co) 上 非 负 的 凸 函数 , 记 fl。 = max{f(x):0 


去 z 一 co) 则 17 入 二 AI 1. 即 


CJdz < 二 LF | fdz, (1. 47) 


式 中 系数 2/3 是 最 佳 的 . (证 明 见 [305j1962,69:321 ~ 322) 
Shepp,L. 推广 了 上 述 不 等 式 : 设 f 是 非 负 凸 函数 ,g,h 是 [0,co) 上 递增 的 绝对 连续 孙 
数 . 若 g(0) = 二 0, 并 令 G=g，h, 则 


[Ge Vadr hmaxp)| CrGzy)dz C1. 48) 
若 g60) 二 0, 月 x 之 0 时 g(x) 沁 > 0,; 则 仅 当 存在 a,b > 0, 使 得 
b(1 一 二),， 0 之 工 世 a， 
fx) 一 a 


0， TT > [2 
时 (1. 48) 式 中 积分 为 有 限 且 等 号 成 立 .([4.]419) 
33，(1) ”Andersson 不 等 式 ; 


设 到 是 区 间 [0,1] 上 的 凸 函 数 , 且 fi Cx) 之 0， 万 (0) 一 0， k= 二 1,…,n, 则 


[nya > e111 fr Cx) dz. (1. 49) 
k=1 


(Nord. Mat. Tidsk. 1958 ,6:25 ~ 26) 
事实 上 , 早 在 1933 年 ,Favard 就 证 明了 : 设 f 是 [La,5] 上 非 负 四 函数 , 则 


b nn on 1 n 5 
[fe )d < "i A 
(Bull. Sci. Math. 57(2)(1933),54 ~ 64) 
(2) 设 所 是 [0,1] 上 非 负 站 函数 , 则 


DO 当 如 >1 时 ,有 a| (ITTF)>2 | A 1+ DA 
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(2 十 1)! 
式 中 于 了] 1 7 十 1 1 
[2 
, 1 La 97 n 1 1 n 去 
© 0<pr<1N, 有 | (1)<aTil) < lt 1 fr». 


车 fs 是 [0,1] 上 非 负 凸 函数 , 则 以 上 不 等 号 均 反 向 . 
四 设 p 宇 1, 则 


] 2 二 ] 
jf)>0 1 +tD lhl tgs{ lf + HY), 


3 
式 中 C, 一 2 A 《 工 . Maligranda 等 [301]187(1994) ,306 ~ 323) 
1984 年 ,Gavrea,l. 将 这 个 不 等 式 推广 到 正 线 性 泛 函 A:[0,11 一 R 上 ,其 中 A(1) = 


1. ([306 IMR86f .26018) 
34. 设 f 是 区 间 [0,1] 上 的 是 函 数 ,f(0) = 0, 令 已 Cz) 一 (e+Dj rod ， 


a 这 0, 则 FF, 关于 a 递增 , 即 0 二 a 二 BB 时 ,有 F(x) < 委 FoCz). 
35. (1) 设 f 在 区 间 D 一 [0,1) 上 连续 递增 , 且 f(x) 之 0; 则 存在 D 上 两 个 山 函 
数 gi ,gs ,使 得 0 过 gi (x) 过 f(x) 牵 gs(zx), 并 且 


] 1 1 
3| .可 (dz 过 | fradz 二 ?| s Cz) dz. (1. 50) 


其 中 系数 与 2 为 最 佳 . ([325]1965,49:66 ~ 69) 

这 个 不 等 式 可 推广 到 高 维 情形 . 为 简便 起 见 , 将 D" = DxXDX… XD 记 为 A. 

若 函 数 f:A 一 Ri,zx,x 十 h € A,; 其 中 = (zi yz) yh 二 (hh,) 1h; 守 0,j 一 
Tv f(x) 之 0,f(z 十 h) 一 f(x) 之 0， 则 存在 A 上 两 个 凸 函 数 81382， 使 得 
0 二 8&i(Cz) 委 jz) 委 gs(Cz) ,并 且 有 


css) sod S| fdr < +DI gr)dz, (1.51) 
(7 十 于) JA A A 


式 中 全 和 (az 十 1) 1! 为 最 佳 系 数 . (Michigan Math. ]. 1965,12;481 ~ 485) 
(2) 机 1] 上 非 负 四 函数 , 则 


1 
| reoous | 2 f(t) dt < | fl disn = 0,1,2,*., 


GD mT 

(Mitrinovic, D, S. 等 ,Mach. Balkanica, (N, S, )1991,5(3):258 ~ 260) 

36. ” 设 f 是 区 间 [La,5] 上 递减 的 思 函 数 , 且 f(a) = 二 A,f(5)= 二 B,0 二 BA, 令 C 
= (A 一 B) 1Aln(A/B), 则 


A+B? 
2A 
1< wa ()/ De) (< BYCC—15 ‘1. 52) 


(证 明 见 [308]1955 ,6:806 ~ 815. 一般 情形 见 第 13 章 No. 51) 
37.。 Alzer 不 等 式 : 
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(1) 设 了 是 [0,z]j 上 非 负 连续 的 四 函数 ,a 二 1, 则 
fe fd 
| 7 fd 


Ze ! f(r) 
aa 一 of ea < 
[0 


(a CO— 1)x|114 
at+l 


jx (1 Xe CO) 
< zi 7 
(Rad. Mat. 1991,7(2) :341 ~ 344) 
(2) 设 了 是 [ca, 拉 上 非 负 连续 的 止 本 数 ,g 在 [a,5j] 上 非 负 , 且 其 导数 g 在 [a,b] 上 
可 积 , 则 


四 b pb 
p+of cz)| (gf ?) +al (x— eg OF Dd 去 Cp+29) | g Ef Yd. 


趟 中 zx ELa,bl,p 守 0,0 之 q 坟 1.(36911992,56(1 ~ 2):79 ~ 82) 
38. ”支撑 不 等 式 ; 设 集合 DC R" 是 一 个 锥 , 即 对 于 所 有 x ED,X 汪 0, 都 有 Xr E Di 
车 Fiz) = Af (zx), 则 称 了 是 正和 齐 次 函数 . 从 [113] 知 , 正 齐 次 沙 数 /是 凸 的 , 当 且 仅 当 对 
于 凸 锥 D 中 所 有 的 点 xz,y, 下 式 成 立 
frty) Rfr) + fy). 
一 个 函数 f 在 点 x 关于 y 方向 的 单 侧 导 数 A (ziy) 定义 为 
f’ Cx3y) = lim {22 f/x) 


f(x) 在 点 yy 的 梯度 记 为 3f(y)/3x. 
f(x) f(y;7). (1. 53) 
车 了 在 点 y 可 微 , 则 
fx) > (2) (1. 54) 
车 是 D 上 严格 同 的 正 齐 次 函数 , 则 当 且 仅 当 向 量 z,y 成 比例 时 , (1. 53) 中 等 号 成 
立 . (证 明 见 L301]1986,117;23 ~ 41) 
注 0.54) 中 (532 ,z] 表 示 樟 度 a7Cy)/az 在 点 z 的 值 ， 
下 面 将 f 是 DD 上 的 是 函数 简称 为 三 凸 . 
39. 凸 函 数 的 初等 运算 性 质 : ， (1) 设 f 是 , 则 当 c 守 0 时 ,cf 瑟 ,c 二 0 时 cf 由 


C2) 大 四 他 maxf{ 旋 ) 凸 ; prfi 凸 (ps 之 0); 而 且 只 要 {f4} 中 有 一 个 严格 是 ， 


2 pe 就 严格 凸 . 
(3) fg 同 基 fg 同 . 例 如 f(z) = 二 1/zx,g(z) 一 4 在 已 = (0,co) 上 为 凸 函 数 ， 
但 (fg)(zx) = Vz 却 在 (0,ceo) 上 为 止 函数 . 


@ 设 F,g 在 D 上 同时 为 非 负 递 增 (或 非 负 递 减 ) 的 凸 函数 , 则 fg 也 点 ， 
四 设 / 在 D 内 冲 ,Fz) > 之 ozeED, 则 1/7, 由 此 推出 , 设 了 在 内 四 递减 , f(z) 
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>0zED, 而 g& 在 D 内 非 负 递 增 凸 , 则 g/f 凸 . 
40. ” 凸 函 数 的 复合 运算 : 设 g(y) 的 定义 域 为 D, f(x) 的 值 域 Y CC D, 定 义 域 为 EE. 


g(y) 在 口内 yy 一 f(x) 在 EE 内 
志 凸 四 


了 7 四 四 
入 是 止 
入 号 


41.， ， 凸 函 数 的 逆 运 算 : 设 y 一 f(x) 的 定义 域 为 已 , 值 域 为 D,7 存 在 反 函 数 广 :z= 
广 :(y). 则 当 太 严格 递增 时 , 广 : 的 凸 性 与 相反 ;7 严格 递减 时 , 广 : 的 凸 性 与 上 相同 ,列表 
如 下 : 
y= 二 J(x) 在 EE 内 + 二 1(y) 在 吃 内 
严格 7, 严格 凸 严格 四 
严格 用, 严格 四 严格 凸 


严格 入 ,严格 凸 严格 凸 
严格 尽 , 严 格 四 严格 目 


42、 设 y 二 f(x) 是 EF 二 (a,0) 内 严格 递增 的 连续 函数 ,y 二 g(x) 在 内 连续 且 严 
格 单 调 , 其 值 域 为 D, 则 Vx € 下 VA:0O 委 扫 委 3 一 1, 下 式 成 立 


gCOOg Cr) Ef CD uf Cx)) (1. 55) 
= k=1 


k=1 


人 FCy) 二 f(g 1(y)) 在 DD 内 为 同 函 数 . 


证 今 y = gx); 则 .5DOe (Oy) S(O nf (eg (y))) 
k= 1 k=1 


Offa (Diyn)] 过 Duaf Cg 9) 。g 1 凸 .证 毕 ， 
43、 Mulholland 不 等 式 : 设 p:(0,co) 一 (0,co) 为 递增 函数 ,而且 是 凸 的 双 射 ,使 得 
gp(b 一 lnp(e) 在 (0,coe) 上 是 凸 的 , 则 对 所 有 非 负数 zi ,yisl1 委 & 魏 2 下 式 成 立 
op 二) Eo Dp ro (Dp)). 
(证 明 见 [318]1950,51;294 ~ 3o7;[308]1990,109(3) ,663 ~ 675) 
44. 凸 函 数列 的 极限 运算 :(1) 设 所 出,limfi(zx) 二 fz) 过 oo,z EE, 则 下 西 . 


(2) 设 广 相 ,六 rz) 一 f(z) 过 coyx € EE, 则 了 机. 
(3) 设 廊 上 西 , 且 FFz) == sup{f(7X)) 过 0, 则 了 西 . 
45. 于 凸 与 f 连续 的 关系 :在 一 般 情形 下 ,f 山 六 f 连续 .反之 ,连续 过 f 凸 ,但 在 EE 
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二 《a,b) 为 开 区 间 情 形 , 有 以 下 基本 结果 : 
(1) 1906 年 Jensen 证 明 : 设 /是 马上 可 测 的 凸 (或 凹 ) 函数 , 则 f 在 E 上 连续 . 


由 此 可 推出 , 设 了 是 R" 中 凸 集 D 上 可 测 的 凸 函数 , 则 了 在 D(D 的 开 核 ) 上 连续 . 
注 ”了 在 闭 区 间 [a,6] 上 可 浏 且 凸 时 , 仍 不 能 保证 在 [a,6] 上 连续 . 例如 
1， i1x | 二 1， 
7 = |z l=1, 
在 [一 1,1] 上 为 凸 函 数 是 可 测 ,但 在 端点 间断 ， 
(2) 1929 年 Qstrowski. A 证明: 设 /是 测度 为 正 的 集合 上 有 上 界 的 凸 函数 , 则 f 


在 品 的 内 点 ( 即 D) 处 连续 . 

(3) 1954 年 Hukuhara. M 证 明 : 设 f 是 区 间 D 上 有 下 界 的 凸 函数 , 则 f 在 D 上 连续 
或 者 了 的 图 像 在 集 A 一 {(zx,y) :x € D,y 之 g(x)) 内 稠密 ,其 中 &g 为 D 上 连续 的 凸 函 数 . 

(4)” 设 f 在 E 二 (a,6) 上 为 是 函数 , 则 了 在 五 的 任 一 闭 子 区 间 A 上 满足 Lipschitz 
条 件 , 从 而 绝对 连续 . (证 明 见 L118]316 ~ 317) 

(5) ” 设 f 在 E = 二 (a,5b) 上 为 中 点 凸 ( 即 J 了 凸 ), 且 了 在 zo E 王 处 间断 , 则 和 在 王 的 
每 个 子 区 间 上 都 无 界 , 从 而 f 在 EE 上 处 处 间断 . (证 明 见 [118]317》 

46. ” 囊 函 数 的 可 微 性 : (1) 设 f 在 EE = (a,b) 上 为 西 聘 数 , 则 对 于 hh > 0, 差 商 


人 十 同一 人 关于 hh 和 zx 都 递增 , (证 明 见 [1181317) 


(2)” 设 f 在 (a,5) 上 为 凸 函 数 , 则 Yzo E (cb (zo)，f 《zo) 均 存 在 , 且 
f(x0o) 雪 A(zro). (1. 56) 
证 ”对 于 aa<z<xzro<i<p, 由 (1) 有 
fx) fr) < 0 一 xzo) 


0 一 并 zt 一 0 
上 和 式 左 边 令 工 一 2 一 0, 右 边 令 i 一 xz。 十 0, 即 得 (1. 56), 证 些 . 
(3)” 设 f 在 (a,65) 上 为 凸 函 数 . 
@@ 令 c= 二 可 十 和 一 5, 则 


Af (DW +FAV < Fo) 十 让 民 一 war (x) 4d 一 | 一 za C2). 
当 f 可 微 时 ,成 立 等 号 ,由 此 推出 : 


二 [Fa) + F601— fC2t6) 8— a) 


Ss |.. (Andi,K.) 


© VX LE 寺 € (a,0) ,zi < Ts ;有 


fF 2) < LED THT fx,). (1. 57) 
2 Xl 


@ 天 (zx) ,所 (x) 都 在 (a,5) 上 递增 ,从 而 f 在 (ab) 上 除 至 多 可 数 集 外 可 微 . (证 明 
见 [1181318) 
注 从 (3) 知 ,上 西 之 在 下 Fa.e. 可 微 , 于 是 用 凸 性 条 件 代 替 经 典 分 析 中 可 微 性 的 
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条 件 , 可 以 得 到 比 经 典 分 析 更 深刻 的 一 系列 结果 . 可 参看 [L113]. 

47.， ” 囊 函 数 的 极 小 性 质 : (1) ” 设 f 在 (a,6) 上 为 凸 函数 , 且 f 在 (a,6b) 内 有 局 部 
极 小 值 mr,; 则 zm 必 为 f 在 整个 区 间 (a,6b) 内 的 最 小 值 . 

证 ” 设 flzo) = 二 m,xo E (a,b), 要 证 

fixo) = min{ fr):a Tre 0). (1. 58) 

用 反 证 法 . 设 (1. 58) 不 成 立 , 则 存在 x1 € (a,b),zi 关 xo, 使 得 f(x) 过 f(xo), 由 是 
二 了 a8 > 0sa 十 8 二 1, 使 得 fCari 十 Beo) 所 af (x1) 十 Bf (x0) 之 (a+P f(r) = f(zo), 
因为 | ze 一 (ari 十 Beo) |=| (a 二 Bzromari—pBro | 二 a| zo 一 x1 |, Ve 这 0, 限制 0 之 


| Xo Xl |, 取 A 二 ,使 得 y= 二 Axi 十 (1 一 A)xo 所 (Xo—&€,Xo 十 e) ,从 而 f(y) 


< f(zo), 与 f(xo) 为 局 部 极 小 值 相 矛 盾 . 证 毕 . 
(2)” 设 了 是 闭 区 间 [La,b] 上 的 是 函数 , 则 
max{f(r):a 人 ro) = max(fla), f(b)}. (1.59) 
( 即 在 La,6] 上 的 最 大 值 为 f(a) 或 六 20) ). 


b— xo Xo 


b—a 'B b— 
由 j 凸 之 JFzo) 王 oa 十 80) 委 afGa) 十 RBF < 委 (Ca 十 B)max( Ga) f(b)} = max(f l(a), 
Co)} ,由 zo 的 任意 性 知 (1. 59) 成 立 . 证 毕 . 

(3) 设 f 在 (a,6) 上 为 凸 函 数 , 且 f 在 (a,6) 上 不 为 常 值 消 数 , 则 了 不 可 能 在 (a,6b) 的 
内 点 取得 最 大 值 . 

证 ”用 反 证 法 , 设 3zo E (a,5b) ,使 得 f(zx6o) 一 max{ f(zx):a 手工 所 0 
又 f 关 c( 常 数 ), 所 以 3z E (a,b) ,zi 关 xo ,使 得 f(xi) < JCzo) ,不妨 设 a< zi <zo， 
再 取 定 zz ;zo < ze 三 5; 则 f(xz) 过 f(zo). 


证 VzoE (a,b), 令 a 一 2, 则 aiB>>0a 十 8 一 lzo 一 中 十 Rb， 


令 c 一 至 二 28 一 之 一 寺 , 则 zo 一 azli 十 姬 由 大 凸 之 FGzo) 委 afGz) 十 BrCza) 


Za 一 Zi 1 
过 af (zo) 十 Bf(zo) = jzo) ,得 到 矛盾 .证 毕 . 

(4) ff 在 (a,6) 上 既 凸 又 四 全 了 在 (ac,2) 内 为 线性 函数 . 

证 “<-” 显 然 成 立 , 下 面 证 >", Varz € (as6) yri 之 zyasB>0sa4B 一 1,x 一 
azl 十 ix 从 大 加 之 Fz) 委 afpz) 十 Bf(Cz) ,从 ff 四 过 f(x) 之 af (zi) 十 B(x:), 从 而 


flz) = af (x1) + Bf (zs) /TD) 一 人 TD) | TI) 一 Xf(zs) 证 毕 ， 


之 2 Xl 2 一 Xl 
48. (1)” 设 f 是 [a,6] 上 的 凸 函 数 , 且 了 在 区 间 端 点 的 单 侧 导数 A Ca) , 广 (5) 存 
在 (有 限 数 ) , 则 f € Lipl, 即 存在 常数 M > 0, 使 得 
| rz 一 Fo) | 和 MIz 一 ylzyeE [a,bl. 
(2)” 设 f 是 [0,1] 上 的 是 函数 , 则 Yx € (0,1),y € [0,1], 下 式 成 立 
[fAD)— fF0) | | f(D — fx) | 


ea ] 一 并 


| f(z) 一 Go [MI|Izr my|; 式 中 M 二 max 


49. 设 f 是 R' 上 的 曲靖 数 , 则 对 于 xz 之 0,0 二 a 志 5, 下 式 成 立 
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6[ f(z) 一 f(0)] 云 a[7C 二 ) 一 F(0)]. ([359]1989 ,39(3) :461 ~ 469) 


50.。 设 正 数 a4 ,x ,ys 满足 : 


Da Dal < ll 
(A sT2 9 并 ) 是 (ri Zn) 的 首 增 重 排 者 了 为 四 畏 数 ， 则 
2 90) < Df 2) < Df f( 中) 


k=1 
若 f 为 凸 函数 , 则 上 述 不 等 号 全 部 反 向 . (L301]1990,152:296 一 303) 
51， 设 a 志 如 声 才 攻 帮 芭 攻 6;yf 在 点 zo ;zi yz 的 nn 阶 均 差 记 为 
PCzoyZ1 Tr) 二 [zo ,Xi ;Taj.( 见 本 节 定 义 4) 
1984 年 ,Zwick 证 明 : 设 f 是 (4a,6) 上 nn 十 2 阶 凸 函数 , 则 g(x) 二 [x 十 ho ssT 十 hh,，; 
峰 是 z 的 是 函数 ,其 中 宅 十 hs € (a36),0 之 kn. 


1985 年 Farwig,R. 和 Zwick,D. 证 明 : 若 Fo” 是 (4a,6) 上 的 凸 函 数 , 则 
1 < 
f'™ (aTi2*)< nlg(ro ,x1 ,XT,) A "a. 


车 ze 关 工 ,; 则 仅 当 为 nn 十 1 阶 多 项 式 时 等 号 成 立 (L301]1985,108(2) :430 一 437). 
1989 年 Edward 等 将 上 述 结果 推广 到 多 元 凸 函 数 . (L301]j1989,137(2) :541 一 549) 同一 
年 ,Pecaric 等 还 证 明 : Cn 十 2) 阶 凸 函 数 了 的 n 阶 均 差 p(xo ,zi,… ,zx,) 满足 Schur 条 件 : 


(总 -总 )- 友 之 0， 


DA DZi 
从 而 进一步 推广 了 上 述 结果 . ([401]1989,19(1):303 一 311) 
52. 凸 性 基本 不 等 式 : 设 A 为 R” 中 山 集 ,t 为 实数 ,tA = {ty:y € A}), 车 A 是 一 个 
包含 0 的 凸 集 ,定义 A 关 于 0 的 度量 ， 
nn :XE tA} 至 少 存在 1 汪 0, 使 x E€1ih， 


ce 天 则 ， 

于 是 , 若 XEA, 则 h(xz) 志 1, 若 xX 攻 A, 则 h(x) 宇 1. 设 A= {z= (ry ,Xi) :Xi 20， 
1 委 & 委 2) 为 是 锥 .A 二 {I 二 《xi Xi) :Th 01 扫 二 2) 为 无 顶点 凸 锥 . 

定义 在 任意 集 玉 上 的 (数值 ) 函数 构成 的 向 量 空间 和 x 内 非 负 函数 的 锥 A* 
Ye 和 PEA4 g(t) (有 hp) hp ) ,NM 称 度量 4 在 A* 上 是 递增 的 . 

设 f 是 A; 内 连续 的 四 聘 数 ,使 得 Vx E A,4X 守 0, 有 f(x) > 0,FGz) 二 = Af (z) ,ps 
EE A"',h 是 A" 内 递增 的 度量 ,使 得 hCGgps) < 50;, 则 fg,p)] 才 f[h(p),…， 
hg )j. 

由 此 推出 ; 设 g1,g; € A* ,hh 是 A 内 递增 的 度量 ,使 得 

hl(gf) < oo,h(gs) < 0,1/p 二 1/g 二 1/r. pp 之 0,9 放 0, 则 成 立 Holder 不 等 式 : 

[aC(gigs) 1” < [Lhlgt) 1 ?Lh gs) 1’, 
而 当 p 二 g 之 1 时 ,成 立 Minkowski 不 等 式 : 
{hL(git ge)?1}? < LhCgt) 1 ?+ hcge) 2. 
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通过 对 集 EE 和 gi ,gz 的 不 同 选 取 , 可 以 得 到 许多 有 用 的 不 等 式 , (L356.]1989,9(1 一 
2) :35 ~ 43) 
53， ” 凸 函 数 的 究 平 均 不 等 式 : 设 f 在 [a,6j] 上 可 积 且 下 界 为 正 , 则 了 在 La,6j] 上 的 p 
次 宕 平均 定义 为 : 
(sa Te) ez。 
M,(f) = | 
exp (Fain Cdr),p 二 0. 


我 们 在 第 一 章 § 3 还 定义 了 两 个 正 数 z,y 的 窜 平 均 Me Cz,y) 和 广义 对 数 平均 J (xz,y), 即 


一 yb a 
M,(x;y) = 人 有 J ,C(x,y) 一 | =5) yy 
Vry, p=0. 
设 f 是 La,bj] 上 正 的 连续 函数 , 且 在 (a,5) 内 二 次 可 微 . 
(1) ”车 了 是 是 函数 , 则 对 任意 实数 p, 有 M,C(f) 二 J,(f(a) ,了 (5)). 
当 /为 四 函 数 时 ,不 等 号 反 向 ; 


XL， Ty， 


(2) ”若是 凸 消 数 且 p 宇 1, 则 1B)< MD < Me fb)); 
当 为 加 阻 数 且 pp 过 1,p 关 0, 则 不 等 号 反 向 . 
p=0 时 , VC MS < f(s. 


对 于 其 他 p 值 ,相应 的 不 等 式 不 一 定 成 立 . ( 曹 小 琴 ,[344]2000,30(3);363 ~ 366) 
54. ” 凸 沙 数 的 单调 平均 不 等 式 : 


ml 
令 4CnD = 一- 2 fC) B,(f) = i Ek) n 之 2. 


二 一 人 


则 当 了 是 (0,1) 上 的 凸 函 数 时 ,A.CP) 是 的 递增 序列 ; 当 /为 上 四 函数 时 ,A,( 六 递减 ; 
若 了 是 [0,1] 上 的 凸 函数 时 ,B,(f) 关于 递减 ; 当 上 为止 函 数 时 ,B, (CA 递增 . 


特别 , 当 f(z) 二 zz? 时 ,Anti 一 一 二 ye ,这 时 , 若 这 1 或 训 二 0,AnC 站 关 
n(n 1)? A 


于 递增 ; 当 0 志 Pp 过 1 时 Awn(f) 递减 ;而 当 p 之 1 时 ,B,(f) = re 关于 ” 


mp (2 十 1) 二 1)¢ 
递减, 当 思 之 1 时 ,B,C7) 递增 ;若是 [0,1] 上 的 串 函 数 , 则 A,(7) 之 | 过 B.C7D. 当 了 
为 站 函数 时 ,不 等 号 全 都 反 向 . 

(2) 令 SC 站 一 15) p(k) 0,0 一 二 了 7( 和 ) ,着 了 在 [0,1] 上 是 册 或 四 函数 ， 


k= 1 


则 S,(/) 关于 ?递增 ,om (CP) 关于 ”递减 ,而 且 S, (了 ) <Sn (NS) fel)) oh). 


(积分 式 左边 的 不 等 式 见 匡 继 上 昌 [325]83(1999) ,123 一 127, 右边 的 不 等 式 见 陈 超 平等 
[303]6(2)(2003) ,229 ~ 239) 
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1 
(3) 令 M,(1 = ;> b ,TcP 二 二 [ 诗 f(0) 十 如 1 和 E) 十 训 f(D)]; 
k=1 


设 f 是 [0,1] 上 的 是 或 媚 函 数 , 若 是 瑟 函数 , 则 M, (了 ) 关于 nn 递 增 而 T, (7 了) 递减 , 若 了 是 
凹 函 数 , 则 M, (了 ) 递减 而 T, (了 ) 递增. (Bennett-Jameson,[30112000,252.410 ~ 430) 
55. Berwald 不 等 式 : 设 /是 [ae, 纪 上 非 负 连续 的 止 函 数 ,不 恒 等 于 零 .p 在 [0,y] 上 


严格 单调 是 连续,y。 是 充分 大 的 数 ,这 时 方程 | p(y)dy 一 5 二-| pCf(z))dz 有 唯一 的 


正 根 z. 又 设 5 是 [o,zo] 上 单调 有 界 函 数 且 令 Gy) = | eg(Ddp(D,yE [0,x], 则 当 g 与 
卫 有 相同 的 单调 性 ( 同 为 递增 或 同 为 递减 ) 时 ,下 式 成 立 
pa] oa) dr < GWay; 
而 当 gq 与 f 有 相反 的 单调 性 时 ,不 等 号 反 向 ,特别 : 
(0) 令 g(y) 一， M(f) = 二 | fr)dz. 
则 z。 三 2M(CA) ,从 而 得 到 Favard 不 等 式 (1993): 


6b MON 
于 | Gf (2) dz < GCy) dy. (L301]1995,190(1) :248 ~ 262) 


1 2 
ae 
(2) 令 gCy) = y*,g(y) 一 7"*， 于 是 Gly) 二 y7,0 二 pp 二 gq; 从 而 


(2) ,< (EL) hl, 


特别 取 p 二 1,g 二 1, 得 到 


M,(f) < 


2 
< er CA (Cf). 


取 g==1, 即 0 二 pp 二 1, 得 到 
1 fla 

( 当 g =2 时, 称 为 Frank-Pick 不 等 式 )， 
Al: < MN < SEM, 


工 
FD rth, 


式 中 M,(f) 由 No. 53 定义 . 
56. Kiamkin 不 等 式 : 设 ce > 0,S, 二 》Jai,f 为 D = (0,co) 上 的 凸 函 数 , 则 
> ja) < DfLS, — (n— 1)a,l. 


特别 ,f(zx)》== 一 lnxz 时 就 得 Mitrinovic 等 的 结果 . ([331]1996,7:;72 一 73) 
57. 设 f 在 [a,b6] 上 有 直到 n 一 1 阶 连续 导数 ,Fo 是 (4a,b) 上 的 凸 函 数 , 令 zo = 


去 (a 十)， 若 2 1 时 ,2(z) fr) ,x EE (Caro) ,NN 
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FD) 5 26 4) 之 Hf" Cx) Cb a)". 
58， Godunova 不 等 式 : 设 p 是 [0,co) 上 连续 递增 的 四 函数 , 且 w(0) 一 0,| 帮 22dz 收 
全 , 则 | ”车 Lo [二 ,ef ar] dz 之 | LA dz. 
特别 , 若 a, > 0， > * 收敛， 则 沁 i ‘ae ]= > 


59， 设 久 为 实 线性 空间 ,DD 为 的 西子 集 ,f 为 D 上 目 函 数 ,g; 之 0,Q, 一 2 9 > 0， 


a 之 0, 选 取 zi,… ,zx,，X EX 使 得 Xx— Dgqire, QZ， 
a=1 z+ 


十 Q， 1 
(FG)< f(zx— 2 ) 十 FD), 


特别 , 当 f(t) = 时 ,得 到 华罗庚 不 等 式 . 当 f(t) 二 萎 (p 之 1) 时 ,得 到 王 忠 烈 一 华罗庚 
不 等 式 . ([368]1996,38(2) :101 ~ 109) 
60. 设 f 了 是 [一 a,a] 上 的 是 函数 ,g 是 [一 a,aj 上 的 偶 函 数 且 在 L0,a] 上 递增 , 则 


(| gCz)dz)(| f(r) dz) 去 2o| gCz) FrCz)dzr， 
提示 : 令 p(x) 一 GOz) 十 (一 z)0 委 工 受 < 因为 g 为 偶 函 数 , 所 以 
| sczprzdz= | g(r) dr 


又 8 为 凸 函 数 ,于 是 从 0 委 辣 < Ts 之 a, 得 到 
fx) Tf x) fr) fx) 


(— Xi1) 一 (一 2Zz) Xs Xl 
从 而 g,g 都 在 [0,a] 上 递增 ,由 Chebyshev 不 等 式 (第 一 章 § 3(3. 131) 式 ) ,得 到 
JigCz)9(z)dr > | gCr)dz| pczydz (L30511990,97(7) :621) 


61， 设 p 是 (一 oo,co) 上 递增 的 凸 函 数 , 复 函 数 f(z) 一 z 十 lasz' 在 圆 盘 |z| 二 1 


上 单 叶 解析 ,0 < 7 < 1,K(z) 一 器 二 7 则 


| gan| foe Da < pun! Kre') Dd. 
(Baernstein, A. ,[322]1974,133:139 ~ 169) 
62. 设 B= {zxE€R":|zx| 世 1) 为 R" 中 单位 闭 球 ,p € CCB)，p>0,lnp 为 止 郴 
数 . 令 f(z) 二 (1 一 zlz)ocz) ,1 = sup(f(z):z € B},v(B) 为 B 的 体积 , 则 
| fd < so BN /1.. 
仅 当 go 为 常 值 函 数 时 等 号 成 立 . (MR91c:26026) 
63. 设 和 是 (一 1,1) 上 的 2” 阶 凸 (或 止 ) 函数 , 则 当 n = 1 时 ， 
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limsup £2/ < 本 wlf,l1— x ), 
-oC 1— 
而 当 n 之 2 时 ， fn < 0 A (六 时 VI 一 二 | 


式 中 (f/f,*) 为 上 的 连续 模 . (第 12 章 8 1. Mathematica,1996,38(61)(1 一 2):141 一 148) 
64. ” 设 f 是 [0,a] 上 ?=” 阶 凸 函数 ,g € LL0,a] 且 满足 : 


[zg C0dr = 0,0 hE nD Ed 0,z € [0,0], 则 
0 0 
| fe 之 0 


特别 地 ,了 是 [0,2r] 上 的 凸 函数 时 ， 二 | flxr)coskrdr 0. (Hasson, Maurice, 


[404](4). 1998,16(1 一 2):15 ~ 21) 
65. 设 f 是 (0,6) 上 非 负 西 函数 ,fC(0) = 0,0 态 ai 之 0,0 家 na0 一 0， 


若 >， | CA Gel 1 < 已 则 
k=1 


p> | flai)— fla.1) | 二 3 | CR 他 1 | 小， 


&=1 


(Pecaric;J. 等 . Comment. Math. Prace Mat,1996,36:169 ~ 178. 另 见 第 8 章 § 1No. 17) 
66. (1)” 设 G 是 R" 中 开 凸 域 ,六 E CCG)， 则 /是 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 


Df Ry 0 Vy= yy) E RY, r= (rr) EG. 


kvj=l 


(2) S 凸 函数 基本 不 等 式 : 设 D 是 R" 内 有 内 点 的 对 称 是 集 ,f:D-> 尺 连续,f 在 DD 的 
内 点 可 微 , 则 f 在 D 上 S 凸 的 充 要 条 件 是 上 在 D 上 满足 Schur 条 件 , 即 在 D 上 对 称 且 


) 关 9， Yi= (xsr) E D, x > 0.(09157) 
67. 设 f:[a,6]X[c,qdj-> Ri 是 连续 函数 ,G 是 R' 中 包含 上 的 值 域 的 开 区 间 ,下 :C 
一 R! 是 凸 函 数 , 则 


1 
Faas)l. | 1ry)dydz |< < 二 | [ F[fCzx,y) ldydx. 
当下 是 思 函 数 时 ,不 等 号 反 向 . (Z. Anal. Anwend,24(2005),389 ~ 400) 
68. ” 设 f:D 一 R' 是 凸 函 数 或 单调 函数 , 则 VY x E 了, 下 式 成 立 
f(x) x — Xx2) (x1 — ZX:) 二 f(zx2) xs — Xi1) (xs — x3) f(x) xs — Xx1) (zs — Xs) 之 0， 
仅 当 zi 二 za 一 zs 时 等 号 成 立 . ([325]40(1956) ,217) 
4 下 
69. 设 {ar)，{5bi) 均 为 递增 的 实数 列 , 且 > ,ai 过 了 >， k 一 1,…,n. 若 ff 是 R' 上 
了 一 了 一 1 
递增 的 凸 函 数 , 则 


DT) Fa 过 of). ([6]10) 
k=1 k=1 
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70.， 设 f 是 [0,2) 上 严格 递增 的 是 函数 ,f(0) = 二 0, F(1) 二 logje) 是 (一 cc2) 
上 的 凸 函 数 ， ag DA sg 盖 0. 记 


a= a) b=bb), Q, = 2 
k=1 
证 明 或 否定 
广 GC Df a th) Ef ( 信 Df Car) )+ 广 ( 舍 2 af bn)). 
n k=—l | ， 大 


车 是 凹 函 数 , 则 不 等 号 反 向 . ( 马 统一 ,L351]2004(2) :280) 
71. 设 f 是 [0,1] 上 非 负 连续 的 四 函数 , 70) 二 1, 则 


2 
?| 一 rczdz+ 二 二 (7) [305]112(2)(2005) 问题 11133) 
0 [9 


72. ” 设 f 是 对 数 凸 函数 ,p; > 0， 2 二 1, 则 


f(D prrs)S [I Lf Gr). CUtilitas Math, 38(1990),61 ~ 63) 
k=l k=1 


3. 设 /是 (a,6) 上 上 的? 阶 凸 项 数 , 广 ” (a) 一 0，& 一 0,1，……'7 一 2. E 在 (ap) 上 
可 积 , 且 0 去 g(z) 过 1, 则 
b atA 
| fe > | f， 


式 中 人 三 (中 cz 一 oOm'gCz)dz] ， ([331]634 一 677(1979) ,97 ~ 100) 
74. 设 o>0,Q, = 了 qi, 车/E€ GL(D)( 定 义 9 后 面 的 注 8). 则 
k=1 


1 < .AC 
< Q， 一 一 
f(&. 2 0 < Q 2 gs 
(2) 若 mx < AM， 则 
> Ze < fam) > 5 tf ) > Ty ([22]411 ~ 413) 


75. 定义 16 中 所 定义 的 ec 凸 函数 具有 以 下 性 质 ， 
(1) 为 ae 凸 参 FGz) 十 azl: 是 凸 函 数 ， 
(2) ”可 微 函 数 了 为 a 同人 f(y 一 f(z) 宕 (Tf(9),y 一 xX) 一 ox 一 ye”. 
(3) ”二 次 可 微 函 数 f 为 a 凸 全 存在 实数 a, 使 得 
(2 lx)y,y) >— 20 | yi’. 


(4) 设 f:D->R 是 a 册 函 数 , 若 Yzxi € D, gq; 之 0, 且 Q, 一 2g 之 0. 则 


f(E zs 直 症 wyrczo + 总 


76. 让 2) 的 性 质 
(1) 设 Fz)>0,zEDD, 则 三 在 D 上 对 数 凸 会 了 在 忆 上 吓 . 


a yqgugj | zi — xz; | *, (L221564 ~ 565) 
n kj 
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(2) 设 五 ,fi 是 D 上 对 数 上 出 函数 , 则 ff 也 是 D 上 对 数 册 函数 . 

(3)” 设 户 ,fs 是 D 上 对 数 凸 函数 ,车 f1 ,fs 是 D 上 正 的 连续 函数 , 且 在 品 的 内 部 二 
次 可 微 , 则 fi 十 fs 是 DD 上 对 数 是 函数 . 

(4) 设 f 是 D 上 正 的 连续 函数 ,f 在 D 的 内 部 二 次 可 微 , 则 f 在 D 上 对 数 凸 
GFF Ez)—LfF rT 0,rED. 

(5)” 设 {如 } 是 刀 上 对 数 凸 函数 列 , 且 lim 户 (z) 一 f(x) 二 0, x ED, 则 f 是 D 上 


对 数 凸 函 数 . 


$2 ” 变 分 不 等 式 


一 、 R" 中 变 分 不 等 式 


设 A 为 R" 中 闭 凸 子 集 ,(R")" 为 R" 的 共 忽 空间 , 若 JE (R")" ,zx € R",(f,7z) 表示 
ff 在 z 的 值 , 即 f(z) ,车 xz,y € R", 则 (zx,y) 表示 工 与 y 的 内 积 . 
若 T:R" 一 《R")" , 则 对 于 给 定 的 AE (R")" ,R" 中 的 变 分 不 等 式 的 一 般 形 式 是 : 求 
zo € A 使 得 VxE€ 有 Ah, 下 式 成 立 
(7Tzo 工 一 Zo) 之 (7 一 Zno). 
若 T:R" 一 R", 则 R" 中 的 变 分 不 等 式 为 : 
求 zo EA, 使 得 (Tzo,z 一 zo) 宇 0，,Yzx EE 有 A, 特别 地 ,若是 A 上 可 微 实 值 了 沙 数 ， 
变 分 不 等 式 变 成 求 ze E A, 使 得 (V f(xo),zx 一 Xo0) 宇 0, YrxE€A. 
它 等 价 于 极 小 化 问题 : 求 xz。€ A, 使 得 
flzo) = min{ f(x):x € A)}. 
车 ;A -> R" 为 连续 映射 , 求 xz。€ A, 使 得 
| (TzosX— zo) 守 0,VYrEA. 
上 式 称 为 HSP 变 分 不 等 式 (HSP 指 Hartmany,Stam,Pacchia)， 


二 、 赋 范 线性 空间 中 的 变 分 不 等 式 


设 (X, 外。|) 为 实 赋 范 线性 空间 ,X* 是 X 的 共 罗 空 间 ,A 为 X 的 闭 凸 子 集 . 

车 ff€ XX" ,x EX,(f,z) 表示 /在 z 的 值 , 即 f(x). 

1. 车 映射 了 :XXX , 则 对 于 给 定 的 /EX ,(X, 上 ， 中) 中 的 变 分 不 等 式 的 一 般 
形式 是 : 求 ze E A, 使 得 

(Txosx~— Xo) 守 (fT— xX), VrEA. 

2. 若 f:z 一 R' 为 同 泛 函 ,而 且 是 加 托 可 微 的 , 即 微分 Df: 和 XX 一 和 ”定义 为 


Df sD = Ef (zt))| ,zyEA. 


则 变 分 不 等 式 为 : 求 Xo EE A, 使 得 CDf (xo),x 一 zo) 之 0， YrE A. 
它 等 价 于 极 小 化 问题 : 求 zx。E€ A, 使 得 f(zo) = inf{f(z):z € A}. 
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3. 混合 变 分 不 等 式 ; 若 泛 函 f 可 分 解 为 两 个 凸 泛 函 g,h 之 和 :f(x) 二 g(x) 
十 h(x) ,其 中 8g 可 微 ,h 不 可 微 但 是 下 半 连 续 且 常态 ( 即 VYx E XX,h(x) > 一 co 当天 ce)， 
求 z,。€ 外 ,使 得 CDg (zo),z 一 Xx0) 一 h(xo) 十 hlx) 之 0,Yx EX. 它 等 价 于 极 小 化 问题 : 
求 z。E x, 使 得 f(xo) = inf{f(zx);x € X}. 

4. 设 和 为 复 Hilbert 空间 ,L(x,y) 为 上 共 红 对称 的 双 线 性 泛 函 ,A 是 X 的 闭 凸 
子 集 , 若 3c ,cs 之 0, 使 得 zi* 和 LCzrsx) 才 czl?,YVz€EX. 
则 变 分 不 等 式 为 :对 于 给 定 的 y。E€E XX, 求 xz。€ 4, 使 得 

Re(21L(Czo 并 一 zo) 一 (yz 一 zo)) 之 0,VzE A. 

它 等 价 于 f(x) = L(x,x) 一 Re(y,z) 在 A 上 达到 最 小 值 . 

5.。 设 G 为 R" 中 开 集 ,(ay (x))sxs 为 正定 矩阵 , 且 38 > 0, 使 得 


Dyan (xX) ZY > | zi 1, 式 中 jj EE CCG)， 设 Hi(G) 为 L(G) 的 子 空间 , 即 
k=1 


jk=1 
H!(G) = (uss, EL2(CG)). 在 万 !(G) 中 定义 内 积 
[ry au 3 
(u,v), 二 jl2 Iz 37, 十 加 | 
则 BRICG) 按 内 积 (u,v)。 构 成 Hilbert 空间 . 
若 A 为 及 1(G) 中 闭 凸 子 集 , 则 YE€ L(G), 存 在 唯一 的 w。E€ A, 使 得 


| [2 (zx) 2 。 于 (u(x)— uo Cz)) dz 
一 ] & 了 


> | fC Lucz) — wr)]dr. Yu€ A. 


车 A={uE€ HH(G);u(z) 之 g(zx),xz EG). 式 中 ypE€ C(G),w 表 示 薄 膜 的 位 移 ,f 表 
示 外 力 ,p(zx) 表 障 碍 , 则 上 述 变 分 不 等 式 称 为 障碍 问题 变 分 不 等 式 ， 

6. 椭圆 型 变 分 不 等 式 : 设 X 为 实 Hilbert 空 间 , 范 数 为 | zj = VCz,z) ,A 为 XX 的 
非 空 闭 凸 子 集 ,AE X* ,L(xz,y) 为 X 上 双 线 性 连续 泛 函 ,满足 X- 椭圆 条 件 , 即 9c 二 0， 
使 得 L(x,x) 之 cx?*,YVx EX. 则 存在 唯一 的 x。E€ A, 使 得 L(zo,z 一 zo) 之 f(z 一 
zo)，YVx EA. 上 式 称 为 第 一 类 椭圆 型 变 分 不 等 式 . 

若 存 在 和 上 常态 的 下 半 连 续 的 凸 泛 函 g( 常 态 指 gCz) 盖 一 ce YEX,SCz) 天 co). 
则 存在 唯一 的 ze E XX, 成 立 第 二 类 椭圆 型 变 分 不 等 式 : 

L(xosT— X00) gr) — g(xo0) 守 f(r xr), Vr EX. 
车 将 上 述 g(x) 改 为 g(x,y), 上 式 变 成 
L(xzosX— Xo) g(rTo rT) — g(xo syTo0) > fr To0),. YrE X. 

则 称 为 拟 变 分 不 等 式 , 记 为 QVI. 

椭圆 型 变 分 不 等 式 在 弹性 薄膜 界面 的 流动 问题 (障碍 问题 )、 弹 塑性 柱 体 的 扭转 问题 、 
粘 塑 性 流体 在 柱 形 管道 中 的 流动 问题 .地 下 水 的 开发 利用 中 的 轴 对 称 水 井 问 题 等 有 广泛 
应 用 . 这 类 变 分 不 等 式 的 常用 解法 有 逐次 通 近 法 .惩罚 法 .正则 化 法 、 对 偶 方 法 .数值 解法 
等 . 此 外 ,还 有 工 . 世 型 抛物 型 变 分 不 等 式 . 双 曲 型 变 分 不 等 式 等 . 张 石生 [116] 用 Fan Ky 
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极 大 极 小 原理 .KKM 技巧 ,分 别 用 拓扑 方法 、 变 分 方法 、 半 序 方式 和 不 动 点 方法 ,研究 了 
变 分 不 等 式 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 解 集 的 性 状 , 并 给 出 其 对 偏 微分 方程 的 边 值 问题 、 非 线 
性 规划 问题 、 远 点 问题 及 经 济 数学 中 的 Nash 限制 平衡 问题 等 的 应 用 ,还 研究 了 随机 变 分 
不 等 式 、 向 量变 分 不 等 式 .Fuzzy 映 象 变 分 不 等 式 等 . 

注 “KMM 定理 : 设 X 为 Hausdorff 线性 拓扑 空间 , >， CC 以为 2 一 1 维 单 形 ,A,，…， 
A, 为 > 的 顶点 ,Fi,…,F, 为 X 中 的 = 个 闭 集 , 若 对 >) 的 任意 一 组 顶点 (4 ，… ,A )， 


1 碌 m 世 nn, 有 (A; ,A } CU FP; , 则 存在 点 x。E > ，， 使 得 zx。E€ 站 Fi. 

7， ”广义 变 分 不 等 式 : 设 X 为 实 Hilbert 空间 ,A 为 入 中财 凸 集 ,(,) 为 内 积 . 

T,sg:X 一 X 为 非 线性 算 子 , 求 xE X,g(u) E 4 使 得 

(Tug(v) — g(u)) 守 0,Ve(v) E 4. (2.1) 

这 是 Noor 于 1988 年 引入 并 研究 的 . (L399j1988,1:119 ~ 121) 

特别 当 g = 工 恒 等 算 子 ) 时 , (2. 1) 就 等 价 于 求 xE A 使 得 (Tu,v 一 w) 守 0,VYvE€ 有 A. 
这 是 1964 年 由 Stampacchia 引 入 并 研究 的 古典 变 分 不 等 式 . (C. R. Acad. Sci. Paris,1964， 
258:4453 ~ 4416) | 

2000 年 Noor-Rassias 进一步 研究 了 (2.1) 的 性 质 , 例 如 设 w EEX,g(u)EA 是 (2.1) 
的 解 的 充 要 条 件 是 x €E X 满足 

g(u) = Plg(u) — rTu]. 

式 中 r 放 0 为 常数 ,g:A 一 A,Pa 是 X 在 A 上 的 投影 算 子 . 

(细节 及 进一步 的 结果 见 [301]2002,268(1) :334 ~ 343. 268(2) :602 ~ 614( 抛 物 变 
分 不 等 式 ) 和 629 ~ 646;2003,277(2);379 ~ 394) 


三 、 拓扑 空间 中 的 变 分 不 等 式 


1. 设 久 为 拓扑 空间 ,DD 为 X 中 任 一 非 空 子 集 ,f 为 D 上 常态 泛 函 ( 即 VxED,f(zx) 
一 oo,f(zx) 闫 00).g 为 DXD 上 泛 函 ,而 且 取 有 限 值 ,p(x,x) 宇 0,YVx ED, 则 
pz,y) fx) — f(y, VYy ED. 
称 为 变 分 不 等 式 , 若 mm 《 D 满足 上 式 , 则 ze 称 为 该 不 等 式 的 解 . 
2. Fan Ky 变 分 不 等 式 : 设 和 为 局 部 凸 的 Hausdorff 拓扑 线 性 空间 ,4 为 X 中 非 空 紧 
凸 集 ,f;A 一 X 为 连续 映射 . 求 z。€ A 和 X 上 连续 半 范 数 p ,使 得 
plf(xo)— Xx)— plf(xo)— 7x0) 守 0,YrEA. 
3. ”利用 本 章 $1 定义 17 关于 工 y- 对 角 拟 凸 的 概念 还 可 证 明 以 下 变 分 不 等 式 : 
设 X,7Y 为 Hausdorff 拓扑 线性 空间 ,A CX,B CCY 分 别 为 非 空 紧 凸 和 非 空 凸 集 , 
g:AXB->R! 满足 : 
(1) VyEB,sgCzy) 关 于 zE 4 是 上 半 连 续 的 ; 
(2) VYzxEA,f(lzr;,y) 关于 y€B 是 T-y- 对 角 拟 凸 的 ; 
(3) VY (zy €E AXB,flz,y) SE g(r,y) ,存在 xo。€ A, 使 得 g(x0,y) 宇 7Y,Vy€B8， 
从 而 有 inflg(zo sy):y € B} 之 7 (340]1991,11(3) :346 ~ 352; ;L330]41(1) C2010) ,1 ~ 14) 
变 分 不 等 式 理论 在 控制 论 , 对 策 论 , 经 济 数学 等 领域 中 都 起 着 十 分 重要 的 作用 . 
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31 单调 函数 不 等 式 


一 、 基 本 概念 和 性 质 


定义 1 设 f 是 定义 在 R' 的 子 集 E 上 的 有 限 旺 数 , 若 VY zxi,zxs € E,zxi < x,f(z1) 
委 f(zs), 则 称 了 在 E 上 递增 ; 若 fCz1) 过 f(zz), 则 称 在 E 上 严格 递增 ; 若 f(zi) 
之 f(zs), 则 称 f 在 E 上 递减 ;车 f(z1) > f(zxs), 则 称 在 EE 上 严格 递减 ,递增 与 递减 统 
称 为 单调 , 即 
Ar(z) 二 f(z 十 Ar) 一 了 f(x) 当 Az >0 时 不 变 导 . 
定义 2 设 了 定义 在 (ab 上 ,车 VYzxE€E(ab),h>0,7z 十 妈 二 5,1 世上 Rn,f 的 k 
阶 差分 


[3 
AMf Cz) 一 >) (一 1 得; (fet 办) 宇 0 (或 迄 0)， 


则 称 f 是 n 阶 单调 的 , 若 Yn,f 在 (a,6) 内 为 n 阶 单调 , 则 称 在 (a,5) 内 是 绝对 单调 的 ， 
由 此 推出 ,f 在 (a,6b) 内 绝对 单调 时 ,f 在 (a,65) 内 的 一 切 阶 导数 f'” 存在 并 且 有 相同 的 符 
号 . 

定义 3 设 f€EC” (a,b) 目 (一 1)*f 中 (rz) 宇 0,zE€ (a,6), Vk EN, 则 称 f 在 (a,52) 
内 完全 单调 . 

若 f(x) 宝 0 且 ( 一 1)*[logf(x)]* 宇 0, XE (a,b)， Vk EN, 则 称 f 是 (a,6) 内 对 
数 性 完全 单调 函数 . 

对 数 性 完全 单调 函数 必 为 完全 单调 函数 . ( 祁 锋 等 ,L3011296(2004),603 一 607) 

完全 单调 还 有 一 种 定义 : 设 xz >> 0, 了 是 非 负 测度 的 Laplace 变换 


f(z) = | ducp， dy(t) > 0. 
则 称 f 是 (0,co) 上 完全 单调 函数 . 
例如 , 设 a 二 0, 因为 x = ms) ee de. 
所 以 ,f(zx) 二 x“ 是 (0,co) 上 完全 单调 函数 . 
f(z) 一 六 C+), fi(z) = (< (EE) Te) 


b 
9 


f(x) = Pe | cz) = [Tztat DJ 
的 [T(z+6+1)]™ 
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均 为 完全 单调 函数 . 

我 们 可 以 类 似 定 义 多 元 函数 的 完全 单调 性 . 例如 设 二 元 函数 f(z,y) 的 所 有 阶 偏 导 
数 均 存 在 并 满足 

(— 1)""DiD*f(zx,y) 0, (zy) € (0,00) X (0,00), n,m 一 0 1 2 
则 称 f 是 二 元 完全 单调 函数 . 

《有 关 二 元 完全 单调 函数 不 等 式 见 [22]370 ~ 372) 

设 f:(0,co0) 一 (0,co) ,车 存在 常数 c, 使 得 

zi 委 cfrrz)，0< zi 委 T 必 co 

则 称 了 是 伪 递 增 函 数 . 

定义 4 ”车 对 某 个 实数 a,f(x) + az 是 [a,6] 上 单调 函数 , 则 称 上 是 [a,p] 上 单调 型 
函数 . 

定义 5 若 了 定义 在 (一 ce,co) 上 , 且 当 y>zy 一 工 一 0,z 一 co 时 
liminf{ f(y) 一 f(z)) 之 0, 则 称 /是 慢 递 减 函数 . 

由 定义 5 可 推出 ,存在 正 数 $ 和 与 8$ 有 关 的 ze,7, 使 得 当 zz,0 委 ?一 z 魏 27 时 ， 
成 立 ”jy) 一 f(x) 守 一 6/2.([76]242 一 243) 

定义 6 设 f 及 其 各 阶 导 数 都 在 (a,b5) 上 不 变 号 , 且 

fT oz) RO EE [a,b], 

则 称 上 是 (ae,6) 上 循环 单调 函数 . 

由 此 可 推出 YAE N， 


~*( 竺 ? a+6 


)|< (让 2) |/( 针 )| 《[21]557》 


定义 7 设 la, 一 0， ap， 二 1 0 <pb < < 六, 则 f 在 zz 的 GRD 导数 (广义 
A=1 k=1 
黎 曼 导数 ) 定义 为 
(Df) (xz) = 甸 守 局 ). 


若 上 式 右边 的 极限 改 为 下 极限 , 则 称 为 f 在 x 点 的 GRD 下 导数 (Df) (xz). 

设 在 [a,b] 上 连续 , 自 妇 之 0 之 5b 过 53,62 二 b 十 bayal > 0,as 之 0,as 过 0， 
(Df)(x) 之 0,x € (ap)， 则 了 是 递增 函数 , (Humke,P,D, ,[378],1989,38(3) :437 一 
454) 

定义 8 设 一 过 ww 二 a 二 00,f(z)r" 在 (0,co) 上 递增 ,f(x)zx™ 在 (0,co) 上 
递减 , 则 称 f 是 (0,co) 上 拟 单 调 旺 数 . ([317]j1998 ,57(2) :363 一 370) 

单调 函数 的 概念 可 推广 到 多 元 函数 ,如 : 

定义 9 设 f 定 义 于 R" 中 的 n 维 闭 方 体 Q@ 上 ,车 Yrz= (zz y 一 (yyn) 
E QT yn), fz) f(y) (或 f(z) 之 f(y)), 称 f 在 Q 上 递增 (或 递减 ). 
设 xo EQ,ViE Ri.{f=t) 二 {xz € Q:f(z) = 7 称 为 了 的 水 平 集 .车 Vi,Vy EQ 
{ff 三 引 ;y 在 QQ@ 中 与 zo 不 被 {f= 二 所 分 隔 , 有 上 且 f(y) 二 i 或 f(y) 汪 由 ;而 对 VzE€EQ 一 
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{f= 二 人 直 ,z 在 Q@ 中 与 zo 被 {f 二 2 所 分 隔 , 且 f(z) > 才 或 jz) 二 四则 称 f 在 xz。 递增 (或 
递减 ). 

定义 10 设 和 为 Banach 空 间 ,X' 为 刁 的 共生 空 间 . f EX" 在 x EX 的 值 记 为 (f， 
z). 算 子 T:;X->X' , 若 Vxi;Xxs EXReCTzi 一 Tx;s ,Xi 一 xz) 守 0, 则 称 算 子 工 是 单调 
的 . ( 注 : 算 子 单调 函数 的 定义 见 第 14 章 § 2No. 51)， 

函数 单调 性 的 判别 ,常用 的 方法 有 

(1) 车 f(x) 宇 0( 或 汪 >0),z EE (a,b), 则 在 (a,5) 上 递增 (或 严格 递增 ). 这 个 条 
件 还 可 减弱 ,例如 : 

(2) ” 设 fE AC[a,b]( 即 了 在 [a,6] 上 绝对 连续 ), 且 f(x) 三 0,ae.zE [ao, 则 
在 La,6b5j」] 上 递增 . 

(3)” 设 /在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,车 VYx EE (a,6), 单 侧 导 数 f(x) 或 f(z) 非 负 

(可 能 为 =*>), 则 了 在 La,5」 上 递增 . 

(4)” 设 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 若 Yrx EE (a,0),f 的 Schwarz 导数 f(x) = 
lim 二 全 二 大 一 各 > 0( 可 能 为 =), 则 /在 [a,b] 上 递增 ， 

(5) ”利用 了 的 Dini 导数 


Dt f(x) = limsup 


人 


> 一 0 时 为 D f(x)) 


I 


D+ f(zx) = limin (> 一 0 时 为 DL f(x)). 洁 DD; f(x) 之 0,a.e. 


TX E [a,6] 且 D. fx) 全 一 co ,x E [La ,0]. 出 | 了 在 [cy,o] 上 递增 . 
车 在 La,b] 上 连续 , 且 存 在 La,65] 中 的 零 测度 集 A, 使 得 Vx El[a,6b] 一 A,Dt f(x) 
0 或 D_ f(z) 宇 0( 可 取 o0). 而 YrxE€EA( 可 能 要 去 掉 一 个 可 数 集 ).D' f(z) 或 D_ f(x) 
守 一 o, 则 了 在 [a,5] 上 递增 . ([305]1986,93(6):;471 一 475) 
(6)” 设 f 在 (0,co) 上 可 导 , 则 了 的 导数 f' 递增 的 充 要 条 件 是 f(x) 一 xf (x) 递减 ; 
/严格 递增 的 充 要 条 件 是 ' 十 af (a 为 实数 ) 严格 递增 . 
(7) 车 /在 (0,a) 上 非 负 递增 ,p 之 0, 则 GCz) 一 二 | wDdz 在 (0,a) 上 也 递增 . 
推广 : 设 在 La,65] 上 f 非 负 递 增 ,g 非 负 弟 减 . 令 
F(z) = | far, Gdz) = gar, 
二 {x€[a6]:G(x) 关 0); 则 hh 二 F/G 在 E 上 递增 . (Mott,T. E. ,[305]1963 ,70， 
195 ~ 196) 由 此 可 推出 : A 上 递增 , 则 VzeE (a,5) 成 立 : 


一 | fd zo|. fd ;| fod (Mott, T. E. ,| 305]1963,70:195 ~ 196) 


b— 
(8) 设 Pi(z) 二 "十 Sn 为 n 阶 实 系 数 多 项 式 , 则 F(x) = P,(Cz)[e 一 (1 十 
k=0 


二 )"] 完 全 单调 的 充 要 条 件 是 4 一 1 且 c 之 五: 而 Gu(z) = P,(z) [+ 回首 一 “] 计 全 
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单调 的 充 要 条 件 是 n= 1, 且 co 宕 


sr 


(9) 设 7Cn) = (1 二 全) 一 “0a> 0 为 实数 , 则 了 完全 单调 的 充 要 条 件 是 << 26 
(10》 Bernstein 定理 : 设 w 为 [Fo,ce) 上 非 负 测度 , 则 f 完全 单调 的 充 要 条 件 是 
Vz 这 0, 积分 f(z) = | de 收敛 . 
((8) 一 (10) 见 Ann. Acad. Sci. Fennicae,Series A;J.Math.2002,27(2).;445 ~ 460) 
(11) 复合 函数 的 单调 性 : 设 x = g(x) 的 定义 域 为 A, 值 域 DCB,y 二 f(u) 定义 
在 集 B 上 , 若 g,f 分别 在 A,B 上 间 时 递增 (或 递减 ), 则 复合 函数 1。g 在 A 上 递增 ; 若 g& 
与 上 有 相反 方向 的 单调 性 , 即 g 递增 (或 递减 ) ,而 f 递减 (或 递增 ), 则 ff。g 在 A 上 递减 . 
(12) ” 设 f 是 (a,0) 上 的 凸 函 数 , 则 了 “(x) 全 0 人 了 递增 ; Cr) 去 0 全 了 递减 . 
(13) 设 fAE€ BV[La,6j, 且 VV(1) 二 f(0) 一 f(a), ， 则 上 是 Le,o] 上 的 递增 函数 . 
(14) 洛 必 达 法 则 的 单调 形式 : 设 fg:La,b] —R! 连续 ,在 (a,5b) 上 可 微 ， 


gz) 天 0， XE (ap)， 
ef 、 | _ 7Cz) 一 72) f(z)— f(a) 
有 7 在 (a,b) 上 递减 , 则 giz) g(x) — go0) 和 pz (2z) gr) — gla) 也 在 (a,6) 


上 递减 ; 
若 亡 递增 , 则 or ,go 也 递增 ; 令 h 一 世 , 若 5>> 0， 蕊 递增 且 ha 十 0) 一 in pz) 一 1， 
则 f(z) > g(x), x EE (a,b). ([399]19(2006) ,240 ~ 243,990 ~ 994,[305]111(10)(2004)， 


905 ~ 909) 
定义 11 设 M, 是 n Xn 对 称 矩 阵 的 集合 .在 M 上 建立 偏 序 三 :A 记 BB 一 A 是 非 


负 定 的 . 设 (1,…,%) 是 M, 中 矩阵 入 的 谱 ( 不 相同 的 特征 值 的 集合 ). 则 A 一 > ME,, 式 
中 E, 是 正 交 赛 等 乍 阵 . 设 /:D > R', {4} CD. 加 

定义 矩阵 函数 FA) 一 5/QWEi. 若 A,BE M，A 云 B->f(A) 之 /0B), 则 称 / 
是 ， 阶 矩阵 单调 递增 函数 . 当 一 1 时 ,让 变 成 通常 意义 下 的 单调 性 . 

定义 12 设 X 为 Hilbert 空 间 .T:X~>X 为 非 线性 算 子 . 若 VxvEX,(Tx 一 世 ， 


g(u) 一 gv)) 三 0, 则 称 了 为 g 单 调 算 子 ; 若 从 (Tu,g(o) 一 glu)) 之 0 可 推出 (Tv,g(vw) 
一 g(u)) 字 0, 则 称 工 为 g 伪 单 调 算 子 .(L301]2003,277(2):379 一 394) 


二 、 单调 函数 不 等 式 


1. 设 f,g 在 区 间 [a,co) 上 连续 ,在 区 间 (a,co) 上 可 导 , 若 Fa) 一 g(a) = 二 gq 过 0 且 对 
于 任意 x E (a, 吕 0), 有 f(z) 一 g (zx) 之 pp 之 0, 则 当 z 之 a 一 q/p 时 ,f(z) > g(z). 
提示 :F(z) = 了 f(z) 一 g(x) 严格 递增 . 
2.， 设 g 递增 且 z 宇 zo 时 , | f(z) | 委 g (xz), 则 当 z 之 zo 时 ， 
| f(z) — flxo) | g(7) — g(ro). 
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3. 设 :(1) f(x) 一 gO(zo) 开 一 0 1 一 1， 

(2) zxo 时 ,f(r) > g™ (zr), 则 zx> zo 时 ,f(x) > g(x). 
注 ”从 这 个 不 等 式 出 发 可 以 证 明 一 系列 重要 的 不 等 式 . 

4. 设 z,pi 均 为 正 数 ,k&k 二 1,…,n, 则 


(Dl pi pC Oz) ES 2 pip lx) 
成 立 的 充 要 条 件 是 对 于 正 数 zx,p(z) 递减 . 若 p(z) 严格 递减 是 2 > 1, 则 成 立 严 格 不 等 式 ， 
车 g 递增 , 则 不 等 导 反 向 ， 


推论 ”不等式 Fa) 二 》 (zi) 对 于 所 有 正 数 x 成 立 的 充 要 条 件 是 z-: f(z) 递 


减 . 若 zx- F(z) 严格 递减 ,昌之 1, 则 成 立 严 格 的 不 等 式 :7 > zi < Pfc). 

5. 设 p 为 严格 单调 的 连续 函数 , 令 Ms(a) 一 gC prg (as))( 对 k 求 和 均 为 从 
1 到 ,特别 , 当 所 有 pi 一 1 时 ,Ga) = 二 gD pla)). 令 gi 一 pi/ 了 pi; 则 3Ylg=1， 
再 令 Mi (a) 二 g'(》) qip(a1)), 于 是 有 

(1)” 设 g,y 为 严格 单调 的 连续 函数 , 朋 均 为 正 , 若 p 递减 ,yy 递增 ,或 pg,y 同时 递增 


(或 同时 递减 ) ,而 wep 递减 , 则 Gs 委 G4; 若 /9 递增 , 则 当 gp,y 同时 递增 (或 减 ) 时 ,G，。 
> G,. 


0) 29 OD pip SF) Sp DD pp) + pL ppb))) 
特别 地 ,对 于 p(x) 二 x',r 之 1, 得 到 Minkowski 不 等 式 的 推广 (本 质 上 等 价 的 形式 ): 


DO M; (和 “< FM; Ca) + M; (6)), 


® 6,( < {Ga) 十 GO )， 


四 M, (23)< FM, Ca) + M,Cb)). [1]91 ~ 92) 


2 

6， 设 导 函数 f“ 在 区 间 [0,c] 上 递减 ,f(0) 二 0, 则 对 于 0 委 e 和 8 委 c 十 8 委 c, 恒 
有 Fa 十 四 < Fa) 十 78)， 

提示 :用 微分 中 值 定 理 . 

7. LMC]. 设 递增 ,fC(0) 关 0, 且 对 于 任意 非 负 数 zx,y,; 有 f(x 十 y) = f(x)f(y)， 
则 对 于 任意 非 负 数 zx, 存在 实数 a 宇 1, 使 得 a' 志 f(x)a™* 之 a. 

提示 : 设 [zj 二 3; 即 n 过 xz 过 nn 十 1,) 则 a? 志 a7 委 a. 

8.” 设 在 开 区 间 G 二 (a,6) 上,f,g,f',g 都 是 正 的 函数 , 若 f'/g 在 G 中 严格 递增 ， 
则 f/g 在 G 中 严格 递增 ,或 存在 c E (ap) ,使 得 f/g 在 (a,c] 上 严格 递减 而 在 Fc,65) 上 严 
格 递增 ,([74]Vol. 1:177 ~ 178) 

9. 设 f (x) 计 0,7z;,xo E (ab), 令 
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TX Xo 


fx) — f(xo) ,Lo 
(xX) 一 
f(zo), TX Xe, 
则 gp 在 (a,5) 上 严格 递增 . 
10. 设 f 在 R'! 上 递减 连续 , 则 F(x) 一 | (2-2D fd 递增 . 


11. 设 f 在 R' 上 递增 连续 ,a 之 0, 则 F(z) 一 | f(z+y)dy 在 R! 上 递增 ， 

12, (1)” 设 在 [0,a] 上 f(z) 二 0,fC0) = 二 0, 则 f(x)/z 在 [0,a] 上 严格 递减 ; 

(2) 车 在 (一 ceo,ce) 上 f(0) 牵 0, 了 (zx) 汪 0,; 则 f(z)/z 在 (一 2,0) 和 (0,ce) 上 严 
格 递增 ; 

(3) ” 设 z 守 0 时 ,f(zx) > 0, 且 lim[Lzf ‘Cz) 一 了 f(z)] 声 0,; 则 zz 守 0 时 f(z)/z 严 
格 递减 . (f1]107) 

(4) ” [MCU]. 设 f(x) 守 0,x EE Ca,6), Blimf Cz)/z 一 1, 则 f(z) > zx € (a,b). 

13. Dini 函数 不 等 式 : 设 函 数 w(t) 当 上 > 0 时 为 非 负 连续 递增 ,w(t)/i 递减 上 且 


| .c/a 二 oo, 则 称 w(1) 是 (0;co) 上 的 Dini 函数 . 当 0 二 1 二 1 时 ,下 式 成 立 


wt) cllog 二 1 . 
证 设 0 二 :二 1, 则 
c= | wD/id > {wD /idt =— we loge — | logid w(t) >— wle)loge. 证 毕 . 
14. 1980 年 王 忠 烈 猜测 : 设 f 在 (0,25) 上 递增 县 有 非 负 的 三 阶 导数 ,5 汪 0, 则 对 于 


Tk EE (0,b],q 盖 0,1 委 二,Q， -和 > ,9e, 有 
k=1 


2 af (ze) </ +A rd | (1.1) 


Q， Q， 

1988 年 ,Yang,Y. 举 出 反例 :5 = 1/4,f(u) = logx, 太一 1[40 二 1,1 才 有 nn 时 ， 
《1.1) 式 不 成 立 . 但 他 证 明 : 对 于 已 > 0,(1.1) 成 立 充 要 条 件 是 f 实 0. (L301]1988,133， 
(1) ;282) 

15. ”1985 年 杨 次 池 证 明 ; 设 /(z,y) 的 二 阶 混合 偏 导数 3.F/aray > 0,{as),{51} 为 
两 个 递增 的 非常 值 序列 , {6 和} 为 {5;} 的 任意 重 排 , 则 


Pfrsbrn) < Dy fersb ) 去 Dy fearsb), 


仅 当 {6} 与 (B84) 是 同一 排列 时 ， 等 号 成 立 .1988 年 区 秀平 将 其 推广 到 m 元 函数 . 
([344]1988,4:64 ~ 68) 


16. 设 gill 志 有志) 是 区 间 D 上 实 值 函数 ,{b) 是 和 5,) 的 任意 重 排 , 则 
gb SC PD grb') < glb) 
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对 所 有 递增 序列 {6} 成 立 的 充 要 条 件 是 gin 一 gi 在 D 上 递增 (1 志 & < 过),([395]1990， 
97;319 ~ 323) 取 gi (zx) 一 atz ,又 得 到 第 三 章 的 排序 不 等 式 No. 86. 
17.。 设 f 在 [0,1] 上 严格 递增 ,0 志 zi 志和 三 XT 会 1. 
(1) ”车 as = (2k 一 1 上 /2n,1 志 之 7, 则 
Df zx ma l) ED fa); 
(2) 车 0 过 & 过 @z 过 … 志 as 世 1,f 还 是 是 函数 , 则 
Df rma l) Emax{ >) fa), Df — a)}. 
([305]1992,99(5) :462. 另 见 第 7 章 § 1,No. 65) 
18. 设 f(z) 在 zx 之 1 时 可 微 , 且 当 zx-> 时 ,f'(z) 递增 到 = , 则 
0 < 之 [fCO1) 十 fn)]/2 十 Spe) -| rpadr< LA Ca 一 六 (1)]/8.([56]Vol. 
1. 52) 和 
19. 设 f 在 (0,o2) 上 递减 连续 , 则 
| readzs Df) < AD +| fdz. 
20. 车 z 宇 m 时 ,f 非 负 递 增 ,m 为 整数 , 则 对 于 所 有 'z 之 m, 有 
pa 一 六 rodd|< ma 
若 z 之 几 时 ,三 非 负 递 碱 ,出 
lim > 一 | readz) = 


k=m 


存在 且 0 委 8 委 f(m). 此 外 ,者 还 有 limf(x) 一 0， 则 当 z 宇 mz 十 1 时 ,有 


2) 7(CR) 一 [fa pl< 了 lz 一 1). (证明 见 [76]100 ~ 103) 华罗庚 在 [76] 中 


mk 


还 利用 这 些 不 等 式 来 估计 许多 重要 的 和 式 . 匡 继 昌 利 用 Euler-Maclaurin 求 和 公式 改进 和 
推广 了 上 述 结果 , 见 第 13 章 或 河西 学 院 学 报 2002,18(2):1 一 8. 
21. 设 z>0 时 ,六 递增 , 则 


cal ” f(T) Ep 
/ (| f(D dt— zf (FE) 二 到 六 (z)，([375]1986,2(4):177) 


22， 设 函 数 f 在 区 间 [a,b] 上 递增 连续 , 则 
和 


| =rcodz>( > 外 f Cx) dz. 


当 f 递减 时 ,不 等 号 反 向 . 
证 1 对 于 积分 | (zx 一 4 二 4)f(z)dz 分 段 使 用 积分 第 一 中 值 定理 . 


证 2 ”对 于 积分 | (xz 一 4 二 8) PFCz)dz ”使 用 积分 第 二 中 值 定理 . 
a 2 


b 
证 3 考虑 积分 | z 一 )(fw) 一 /省 ))dz 之 0. 
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证 4 从 不 等 式 人 (一 zZ)CFGn 一 Fz)) 之 0,x,t € [a,6j] 出 发 , 先 固定 xz, 对 t 积 分 ,将 
所 得 结果 再 对 工 积 


推论 。 令 /(z) 一 一 二 ,可 得 :tn >> 2 二 2 


Ta >a> 0). 
证 5 考虑 FCz) = | wa) fa 的 单调 性 . 


证 6 用 质心 公式 . 

证 7 利用 Chebyshev 不 等 式 ， 

23.、 Talenti 不 等 式 : 设 f 是 [a,b]」] 上 正 的 递减 函数 , 则 

In (1 十 Tp). )< Ts (Lemmert, R. 等 ,[54]. 6) 

24. [MCUJ. 设 函数 f 在 区 间 [o,5bj] 上 非 负 递减 , 则 对 于 所 有 0 < 二 a 二 5, 有 
| fr)dz > g [fendz. 

25.。 [MCUJ. 设 函数 f 在 区 间 [0,1] 上 正和 值 递减 , 则 


1 1 
| z(f(r)) dz | CCz))2dz 
2 2 (1. 2) 


委 一 . 
| zf Cr)dz | .rez?dz 
证 1 令 DD=[0,1]x[0,1], 则 
1 1 1 1 
I= | Cer) qr| yf (9dy 一 | 六 “Cydy| fCz)dz 


= | ff WI — 16) Jdzdy. 
交换 z+,y 的 位 置 ,又 得 到 
T= || fC) fzLf 0 — f(r) Jdrdy. 
两 式 相 加 ,得 | 
21 = [|[f 0076W Gy — DL) - f(y) dzdy. 
由 于 f 正 值 递减 ,所 以 I > 0, 它 等 价 所 要 证 的 (1 2) 式 . 
证 2 考虑 F(z) = (| faD | p00DdD) (fCD dD fd. 
26. (1)” ”Polya 不等式 : 设 函 数 f 在 区 间 (0,o) 上 非 负 递减 ,a 实 0,6 宇 0,a 关 5, 则 


oo 一 及 co s 
(| zf Cz) dz) < [一 (2 >= zf (zdr Xx| 2f (zx) dz, (1.3) 
colc 半 0),; 若 0 二 x 之 &， 
仅 当 f(z) = 上 时 ,等 号 成 立 ,其 中 可 以 为 0. 车 /在 (0,1) 
0， 车 二 + 二 % 


上 非 负 递增 , 则 (1. 3) 式 中 不 等 号 反 向 ,并 将 积分 限 改 为 (0,1). ([11185) 
提示 ;利用 Cauchy 不 等 式 及 分 部 积分 . 
(2) 设 fg h 在 [ac,p] 上 非 负 递增 ,导数 g sh’ 在 [La,65j] 上 连续 ;g(a) = h(a) ,8g(0b) 
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二 h(5), 则 
(J fe )() #2’)< (ff mY) (Alzer, H. MR93h:26028) 
27.， Gauss 不 等 式 : 设 f 是 (0,co) 上 非 负 递减 函数 , 则 Va 盖 0, 下 式 成 立 
3 zf(r+a)dr < «| f(r)dr < S| zf Cz)dr. (L21188) 
2000 年 黄 启 亮 作 了 参数 推广 : 
设 e 达 0,1 和 过 加 和 妥 co,1/p 十 1/9 = 1( 约 定 二 二 0) ,a;8 宇 0,gn 天 加, 则 


1/p 


| zf (Cz)dz < A(a,B, p,q) [i zf Car 一 Co] 中 zy7copdz 一 we] ， 


式 中 心 (a) = 站 [z zf (zx)—4 生生 | 之 0 将 上 式 中 gq 换 成 ,得 到 ws(a). 


(ga + Cp8 + DY? 
< 十 8 二 


Ala,B,p,9) 一 


,( 0),0 < 上， 
仅 当 f(x) -1 全 时 等 号 成 立 ， 
0， EX 


28.” 设 /为 (0,ce) 上 正 值 连续 函数 , 则 xz 二 0 时 ， 


[if Ca 
g(x) = 
| fa 
是 递增 函数 ， 
提示 :9 (z) = A(z 一 Df (Dd > 0. 


(| 7 
29. 设 了 是 La ,oj] 上 连续 函数 ,f(x) 0,zE (asb) pb > 0, 则 
F(z) = 二 [CJrds 是 (a,b) 上 递增 函数 ， 


| Cn) 
30. 设 在 (0 ,ce) 上 ,f°? (Zz) > 0,n 一 0,1 ,2,，…, 则 g(x) 一 大 在 (0 ,ce)》 上 


n 


递减 ; 若 f 在 (0,co) 上 绝对 单调 ( 见 定义 2), 且 了 arr 之 0, 则 asf (x) 之 0. 
k=0 二 0 


(Fink, A. M. ,[301]1982 ,90(1) :251 ~ 258) 
31. 设 D 为 R! 中 的 区 间 ;ff 在 D 上 递减 ,g 在 La,5] 上 递增 ,日 g(a),g(ob) EE DD, 若 


g(x) 之 z, 则 
j 和 > 


若 g(z) 委 上 z, 则 不 等 号 反 向 . (Pecaric,J. E. Southeast Asian Bull. Math. 1989 ,13(2) : 
89 ~ 91) 
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32， Lebesgue 不 等 式 : 设 f 在 有 限 区 间 [a,61 上 递增 , 则 
|7 “二 fb 一 Fo)， 


车 f 递减 , 则 不 等 号 反 向 . (证 明 见 [118]143 一 144). 
33. Young 不 等 式 : 设 当 z0 时 ,y = f(x) 严格 递增 连续 且 f(0) = 一 0, 广 为 了 的 


大 去 [rcart 六 Cdy， 
0 0 


仅 当 5 二 f(a) 时 等 号 成 立 . 

特别 , 取 f(x) = 二 xz?! (jp 之 1)1/p 二 1/g 一 1, 则 ab 志 (a?/p) 十 (b/gq). 

1932 年 ,Takahashi,T. 证 明了 Young 不 等 式 的 逆 定 理 : 设 x 宇 0 时 ,f,g 严格 递增 连 
续 , 且 g(x) 守 f(x),f(0) = 二 g(0), 关 Va,b 之 0, 都 有 


本 二 | raaz+| sczdr， 
则 了 与 g 必 互 为 反 函 数 . 
所 以 ,g(x) = [fea 与 (Xx) 一 fA (id 称 为 Young 互补 函数 
Young 不 等 式 已 有 许多 推广 ,例如 : 
(1) ”Oppenheim 不 等 式 : 设 f;(x) 非 负 递 增 连续 ,as 守 0,k 一 1,…,n, 且 至 少 有 一 个 
,使 得 fC0) 一 0, 则 
TT fi < > Tf; C0 dfilz), 
k=1 k=10 0 jk 
仅 当 ww = … 二 a, 时 等 号 成 立 . (证 明 见 [317]1927,2:21 ~ 23) 
(2) ”Cooper 不 等 式 : 设 g(x) 严格 递增 连续 ,gx(0) 二 0,as 之 0,k 二 1,…,n. 而 且 


Tlgii Cz) = z, 则 
£ 


Ta 二 > Ee qz, 
仅 当 gi(al) = … 二 g(as) 时 等 号 成 立 . (证 明 见 [317]1927,2:17 一 21,159 一 163) 
(3) 了 是 [0,ce) 上 严格 递增 连续 函数 , /0) == 0, 广 :为 了 的 反 项 数 ,[Lz] 为 的 整数 


部 分 ; 则 Yn,n E N; 有 wn 过 PILOT DF] 


(4) 1988 年 徐 利 治 证 明 : 设 a,2 > 0, 大 在 [0,ce) 上 严格 递增 连续 且 了 (0) 二 0,f” 为 
f 的 反 函 数 , 则 


we fat Wdy af + 1b) ~ fb), 
车 f(x) 为 凸 函数 , 则 当 f“(zx)[b 一 f(a)j 之 0 时 ， 
B+ fF -al | fndrt| fdy. 
车 f(x)Lb 一 f(a)j 过 0, 则 不 等 号 反 向 . 
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设 /单调 , 记 瑚 一 (LaLA 六 (Co 一 aj,n 之 2. 


S, = bf CO 一 下 (CAGa) 十 的 /2 十 2 Ta 十 她)], 则 
k=1 


Ch/8) | 六 Ca) — fF C0). 


a Bb 
rsaztl fr dy —S, 


([339]1988,8(4) ;512) ， 

1989 年 , 徐 利 治 . 邹 春 苓 还 证 明了 双边 Young 不 等 式 和 一 个 逆 定 理 : 

设 f,g 是 严格 递增 的 连续 函数 ,fC(0) = gC0) 一 0, 了 定义 在 [0,c] 上 ,a € [0,c],b € 
[0,f(c)], 

@@ 车 g(xz) 守 f(z),Vx€Lo0,c], 且 


a b 
之 | fr) dz 十 | .atar 
0o 


对 所 有 a E [0,c],oeE [0,f(O)] 成 立 ,; 则 f= 二 g (和 g = 六 ). 
©@ 对 所 有 a EE [o,c],p € [0,f(c)], 有 


| fC)dr 二 | 广 Co dz afla) +6f6) 一 fd fb). 
@ 车 VxE€lf[0cj,g (zx) 过 f(x) 和 Va€[0,cj,YbE1L0,f(c)j, 有 
a 6 
| 7(z)dz 十 | ,sg(z)dz afla) + bgtb) — fC), 
站 


则 了 一 gg 和 8g= 广 ). 
作者 还 利用 这 些 结 果 得 到 某 些 直接 计算 困难 的 定 积分 的 上 下 界 . [353]j1989,5(3) 
12 ~ 16) 


(5) Zsolt,P. 证 明 : 设 f(x,y) 有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 六 了/ (x,%) 之 0,(z,y 之 0)， 
则 对 于 任意 非 负 数 xz,y 和 任意 Young 函数 ,有 
flrsy) < fC0,0) + 上 | [epCD]d 二 2 fg sls, 


式 中 pc 表示 p 的 右 逆 . ([5415(1986):471 一 472) 
34. 设 f 是 [0,co) 上 非 负 递减 函数 ,上 且 Va 汪 > 0,f 在 [0,a] 上 绝对 连续 , 则 对 


p 之 1, 有 p| zf*<(| 1 
证 ”车 /gL[0,o0), 即 | ”f= 2, 则 上 式 成 立 .车 了 E L[0,co) ,又 了 递减 ,所 以 
f(x) -> 0(z -> co). 从 而 
pes a pF Ep 
35. 设 f 是 (0,1) 上 正 的 递增 函数 ,1 三 p 志 9g; 则 
da — Dr f+dt < (7). (Malamud,S. M. ,[308]2001,129(9) :2671 ~ 2678) 


36。 设 广 Cz) 在 [co 上 (关于 z) 单调 ,而 且 了 fCz) 二 f(x) (在 La,6] 上 点 态 
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收敛 ) ; 则 | 了 在 [ao 上 也 单调 , 且 
f' (zx) 一 Df ,x) a.e.rT Ela,b]. 
(逐次 求 导 的 Fubini 定理 )( 证 明 见 [118]145 ~ 146) 
37. 设 凡 二 {ff:( 一 ff) 宇 0,1 守 0,0 所 kn)， 
L= (fC— f/f®() 0t>0,VEk EN}).N 
Ye 放 1, 当 n 达 7 或 n 宇 13 时 ,f EL=>f"*E€EL". 
(L30111997, 210(1):102 ~ 113). 我 们 问 ;8 和 过 7 牵 12 时 ,有 什么 相应 的 结论 ? 


1/p 


b 179 b 
(| oye oa prg ls (| Te rar) 
(Heining,H. ,等 [329]1995,116(2) :133 ~ 165)2000 年 ,Peric 等 将 其 推广 到 多 元 函 
数 .([303]2000,3(1);5] 一 62) 
39. 设 a,b 6 Ra 一 (al ，… ， an) p 一 Cb, ,b, ). 
若 Vax < pb: , 记 为 a <b,Q 一 [Lai ,b1 ] XX [a， ba ] sg 一 (gi »"° Bn) , 若 VSA(CZ) 


递增 , 称 g 递增 , 而 车 Ygs 宇 0, 称 g 守 0, 记 dg(x) = ||adgi(x),d(g’*(x)) = 


k=1 


ITere (zxe)]. 若 f,g 之 0,f 道 减 ,g 递增 , 且 


lim Br (Ta) = 0， 1 之 过 .车 0 二 pp 过 1, 则 


项 一 4 十 | 


1/p 
| fads < (| 
Q Q 
1 之 pb 过 0, 则 不 等 号 反 向 . (Pecaric,J., 等 [369],1996 ,62(3 一 4):407 ~ 412) 
40. ” Stolarsky 不 等 式 : 设 g 在 (0,1] 上 递减 ,0 过 g(x) 过 1,p,g> 0, 则 


1 1 1 1 
| glee)dz| g(x ) dx <| SCZ2 dz. (1.4) 
0 人 0 


([305]1991,98:889 ~ 900)1994 年 Pecaric,J. 又 证 明了 (1. 4) 式 的 反 向 不 等 式 : 
g(0)Q(g,pT+ 9) 和 QGg,pQCg 9), 式 中 
Q(g,p) 一 p| gx) dz = g(1) 一 | zrdg(z). ([305]1994,101(6);565 ~ 567) 
41. [MCU]. 设 f 在 Ri! 上 有 界 , 且 Vx € Ri, 下 式 成 立 
| jz 二 FFCz) | 过 1; 则 | f(z) | 过 1. 
42. [MCU]J. 设 y 递增 ,pC0) = 0, 则 Yx EE (C0,1), 下 式 成 立 
po (Dzr < g(x) < yp C0)z. 
43. ”和 矩 不 等 式 ; 设 f 在 [a,5] 上 正 值 递 减 ,g 在 [a,5] 上 正 值 连续 , 则 


b 6 
| zf Cr gr) dr | zg Cx) dz 
a < a 


. (1.5) 
| fc) gz) dr | ecoaz 
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([325]46(1962) ,140 ~ 141) 特别 取 g = 了 ,得 到 No. 25. 
44. 设 在 (0,co) 上 ,了 递减 ,g 递增 ,日 g(x) 之 z， 0， 则 


| fdzr < | fr) Cede. (1..6) 
CO) 0 


ti=1l,fELNL, 


心 | 王 


车 在 (0,co) 上 ， 了 递减 ， g 可 测 ， f'g>0， lp<%， 
gE€EL’NL, lgl,=1, gj 二 a, 则 


| f(z)g Cx) dr 之 2 (Pozaz) . 


I- 


(1.7) 


式 中 2* 是 最 佳 常数 . ([22]319) 
45. 设 f 是 (0,co) 上 绝对 单调 函数 , 则 


RC ) C&Rt1) ( ) 
A < > fom Cy k= 0,1,2，……. (1. 8) 


(L171]167) 
46. 设 D== det(as) 是 以 a 为 元 素 的 2 阶 行列 式 , 若 了 是 绝对 单调 或 者 完全 单调 
函数 , 则 
det(f iY (xz)) 之 0， det(( 一 1 (GZz)) > 0. (L171]167) 


47. 设 了 是 [a ,go 全 间 调 轴 政 , 则 
(1) (一 DCFe(z) CE DfP RTF), (0<kn); 


6 b IE re 各 
| | Fe | 去 (| 7°) ( | Fe 1*) ， (1 所 kn,l1 pm). 
(1) (2) 中 均 仅 当 f(x) 一 er“(c > 0) 时 等 号 成 立 . 
(3) 若 f*? (zx) 关 0,& 一 0,1,…，, 并 令 a4 二 log{( 一 DD 和 fA4D(z)), 则 {as) 是 凸 序 
列 .《 凸 序列 的 定义 见 第 11 章 1No. 37). ([301]90(1982),251 ~ 258,[22]368 ~ 369) 
48. 设 了 是 [a,5] 上 递增 的 辐 函数 ,a 二 0， 7 之 2,0 委 Ti 魏 浊 < Zn， Xntl 一 人 1， 
an 一 Oo， 则 
> fz) 二 f(x) 


k=1 Tk 十 ZeH k=1 Te-l 十 Te 
(Elem. Math. 46(1991),92) 
49. 设 0 一 尺 委 ce, f(x) 一 2》jarr" 与 g(x) 一 》)bsx" 在 (一 R,R) 上 收敛 . 记 
n=0 n=0 


ln f(z) 
所 9 hlz gz ) 


若 5b, > 0, c, 递增 (或 递减 ), 则 及 也 在 (0， R) 上 递增 (或 递减 ). (L301]335(2007)， 
1294 ~ 1308) 

50. 设 f,g 是 [a,6] 上 非 负 递增 函数 ，x,8> 0. 

若 0< < min|e «(1+ $$); a(1+ £0 )): 令 
LAFCz)]"[LgCZz) 
[flz) + gr) 


h(xz,y) 一 
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则 Cz,y) 分 别 关 于 z;y 递增 ,从 而 当 a 志 zi 过 zi 和 b, a 区 人 6 时 , h(x,y1) 
<< APACzayyz). 
车 fg 是 [ac,o] 上 非 负 递 减 函 数 ,a,8 > 0, 若 
A < min(a “(1+ $5) 8 人 1 + RS)) 


Ca) g(a) 
则 PCz,y) 分 别 关 于 z,y 递增 . 
51. 设 f:R! -> Ri 满足 


fx) fy) 
f(D FVFWVFL (1.9) 


设 0<<a<pb 车 Frz)>0zeE(a:o， 则 了 是 R: 上 有 界 的 递增 函数 ， 
证 明基 本 思路 : 
(1) 取 0 二 hh 过 5 一 4, 考虑 差 式 


1— f(z) 
fri+h)— f(x) fh) TT FE FORS (1. 10) 


(2) ” 若 能 证 | fCzx) | 过 1, 就 可 推出 1 一 廊 (zx) 汪 >0, 1 十 f(z)f(h) >>0， 所 以 ,为 证 
(1.10) 左边 式 子 大 于 零 , 只 要 证 f(4) 0. 

(3) ”为 证 1 f(z) | 二 1, 先后 在 (1.9) 中 取 工 一 和 工 王 0, 分 别 得 出 /0) = 0,f 为 
奇 函 数 ,从 而 在 (1.9) 式 中 将 y 换 成 一 y 时 ,就 得 出 


_ Fa 十 Fo) 
jz 十 y) i fOr) Fey (1.11) 


在 (1.11) 式 中 取 y 二 xz, 得 出 |] f(x) | 过 1. 再 证 成 立 严格 不 等 式 | f(zx) | 二 1. 
(4) ”为 证 f(h) > 0, 用 反 证 法 . 车 f(4) 委 0, 可 证 VE， 太刀 ) 之 0. 特别 取 k。 == 


[ 夺 |+1 得 出 Ca 所 0, 这 与 假设 /C(x) > 0 相 矛 盾 . 证 华 - 
52. ”最 值 单调 不 等 式 : 设 <, 是 实数 ,，f:;[a,b]" 一 R' 有 连续 的 偏 导 数 ,c € [ao 
(1) 记 D; = {Cz re: min {zx,) 之 cy， Xx; = max {zx»} zx) ,j= 1 


ln1 1 和 KR<Sna 一 1 


于 一 1. 若 在 卫 ， 内 ,3 >0， 则 对 于 c 志 zj 委 0 有 zz lyc) 之 cc) 


特别 , 若 z。 二 minfze}， 则 
fx 本 之 fx TX, ). 


(2) 记 鳌 | 一 人 ea 妇 c，2zi 一 in {ze} 尖 路 


车 在 轧 内 ,3 2 <0 则 对 于 a 过 了 过 cj 二 2,… sn, 下 式 成 立 


cz Ts) 2 fc ,Cc) 
特别 , 若 zx, 二 max(ze)， 则 

fx Ts) 2 Cz 1) 
( 张 小 明 、 褚 玉 明 ,[351]2008(1) :1 一 8) 
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$2 有 界 变 差 函 数 不 等 式 


一 、 基本 概念 


一 元 有 界 变 差 函 数 的 概念 及 其 性 质 可 参看 有 关 “ 实 分 析 ”( 实 变 函 数论 ) 的 著作 ,如 
[58,64,98,103,115,118,119] 等 . 

定义 1 设 f 是 [a,5] 上 的 有 限 函 数 ,对 [La,6b] 的 任 一 分 划 T== {a 二 zo 过 Xz 达 …… 
< x, 一 6),f 在 [a,b] 上 关于 荆 的 变 差 和 全 变 差分 别 定义 为 


Vi(f,T) = >， | f(z) — fri) |; 有 (站 一 sup{Va (7 T)). 
k=1 


若 肥 (站 一 co, 称 / 是 [ae, 的 上 有 界 变 差 函数 , 记 为 AE BV[a,5bj. 开 区 间 (a,6b) 和 无 穷 区 
间 上 的 有 界 变 差 函 数 可 通过 极限 过 程 来 定义 . 由 Jordan 分 解 定理 ,f € BV[a,bj] 人 ff 一 g 
一 hh, 式 中 ,g,h 是 [a,6] 上 递增 函数 .ff€ BV[La,6bj 兮 存在 [a,b] 上 递增 函数 gp, 使 得 VY zi， 
za ELa gz<zFz) 一 Fz) 委 oz) 一 pCz) ,这 时 9p 称 为 上 的 强 函 数 . (L118]147 
~ 156). 

定义 2 设 f 是 La,6] 上 的 有 限 函 数 . 


AzFCz) = 3 (— 1)* (x )f [z+ Cm — E)h]. 
k=0 


对 La,6] 的 任 一 分 划 T= {a 二 Xo 之 Xi 之 "之 Xi 一 b}. 记 
n m—1 ml 
wD 一 富生 fe 


k=1 Qk Ql 


,; 式 中 ak 一 1 (TXh— Xe1), 


mC—1 


车 Ve《/)m = supVeCj To。 < ce, 则 称 f 是 [a,6] 上 m 阶 有 界 变 差 函数 . 
(有 关 性 质 见 [333],1981,26(6) :381) 
定义 3 设 f 是 [a,6] 上 有 限 函 数 ,p 在 (0,ce) 上 递增 连续 ,2p(0) 二 0. 
T= 二 {4 二 zw 过 吉之 之 zx 二 6) 为 [a,bj 的 任 一 分 划 , 若 


sup{ 2798(| fx) — fr) 1)) < ce， 
k= 


则 称 f 是 [a,6] 上 有 界 gq 变 差 函 数 , 记 为 f € BV,La,6bj. 

当 gp(z) 一 工 时 ,得 到 定义 1. 

但 对 于 多 元 变 差 却 有 好 几 种 定义 ,如 Arzela 变 差 .Vitali 变 差 ,Pierpont 变 差 Frechet 
变 差 .Hardy 变 差 等 ,[117] 第 5 章 利用 分 布 意义 下 的 偏 导数 给 出 了 如 下 的 定义 . 

定义 4 设 G 为 R" 中 开 集 ,C8 (G) 表示 G 上 有 紧 支 集 的 无 穷 次 可 微 函数 空间 ,f € 
LIG) ,了 的 全 变 差 定 义 为 


DA 1 = sup{| fdivgdz:g = (gig ,ga) ECrCGIR | gx) |<1,r €G}. 


式 中 CY? (G;R") 表示 g:G 一 R",g; € C7 (G),1 人 knsdivg = 2》) Digi. 
， k=1 
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车 Df < 一 co, 则 称 了 是 G 上 有 界 变 盖 函数 , 记 为 了 JE BV(G). 在 BVCG) 中 定义 范 数 
rw DF, 式 中 由 fl =| eoldz 


二 、 有 界 变 差 函数 不 等 式 
由 定义 3 导出 的 有 关 不 等 式 见 [117] 第 5 章 , 本 书 着 重 介绍 按 定义 1 导出 的 有 关 不 等 


1. 设 f EE Cla,bj,g EE BVLa,5], 则 
fag lhl Ve) 式 中 f= max | fC 1. 


(2) 1g |<<Vilg). (Lebesgue). 仅 当 g 在 [a,6b] 上 绝对 连续 时 等 号 成 立 . 
2， 设 f,g € BV[a,b],f 宇 0,f 与 g 没有 公共 间断 点 .1956 年 Ganelius, 工 .证 明 
[dg < {ipf f(r) + VD Ysup(| dg EC [a,b]). (2.1) 
1984 年 ,Knowles, Tan 将 上 式 改进 为 
| fag 过 于 [LA(o) +IB FV Jsupt| dg:E Cc [ao 


车 了 变 号 , 则 (2.1) 式 变 成 


[fag < [elb) — ge) inf fC)) + ViCPsupt| dg:E Cc Ca,6])}. 
([306 JIMR86a:26026) 
3， 令 BVo[a,b] 二 {f € BV[a,61:f(a) = 0}, 若 f,g € BVo[a, 四 , 则 
fe EBVola,bl,B Vi(fe) VAPVi(g). ([305 ]j1980,87(1) :39 ~ 40) 
4. 设 f,g € BV[a,5b], 则 
ViCfe) < FV + Ngl.vc). 
式 中 f= sup{ f(z) :ze La,b]). (C119]238) 


5， 设 Fe Le,b,FCz) 一 | fd € [a;b]; 则 VECE) <| | FF |. CF119]243) 


6. 设 f € BV[0,a],F(zx) = T| fdr, FCO) 二 0,， 则 F € BvV[0,al. 


(L1191263) 


7. 设 f€BVla,bj,Vi(f) 寺 M (Vk), limfi lx) = f(z),rx € La,bl]. 


则 ff€ BV[a,bl,H VC EM. 


8. 设 >， | as [< eco, FCz) 一 Darr’ ,x 稳 [一 1,1],; 则 了 € BV[ 一 1,1]. 


9. 设 下 所 BV[a,bl,g, > 0,Q, 一 Dg ,F(X) 一 AER 表示 fi 在 La,6] 
&=L Li 


上 的 弧 长 ,L 为 F 在 La,8] 上 的 弧 长 (在 间断 点 的 跳 唉 必须 包括 在 台 长 内 ) , 则 
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L<i au. (2. 2) 
nl 
提示 :对 [a,5] 的 任 一 分 划 T= {a = zo 过 zi 二 … 之 zx, 一双)， 


UD = Dez) tLfilz) — filze) dy. 


j=1 


Ls 一 supx CT) .再 利用 Vc 十 下 是 凸 范 数 和 


志 2 oz > 志 Fal (T) 宇 L(T). (2. 3) 
nn k=l 


式 中 LL(T) = 2 (C6 一 zi)? +[F(z) — Flr) }. 
j=1 


(2. 3) 式 两 边 对 荆 求 sup, 即 得 (2. 2) 式 ， 
10. 设 fE BV[0,2x], 再 将 f 作 2x 周期 的 延 拓 . w 是 [0,2r] 上 非 负 可 积 函 数 , 令 
1 | wwf rt yy. 
| wy)dy ? 
1, 二 分别 表示 了 与 在 L0,2xj] 上 的 弧 长 , 则 FE€ BV[0,2x] 且 L 志 ! 
(证 明 见 [56]Vol. 1.73.271 一 272) 
11. 设 g:[0,1 一 Ri 是 [0,1] 上 非 负 可 积 的 权 函 数 . 记 
gw | Da 
-和 一， 04《X) 二 一 一 一 ， 
| | Dae 
(1) 车 g€ BV[0,1] 且 0 才 g(1) 才 g(x) 过 g(0), x € (0,1). 
oi (TX)os (xX) 一 一 0I3 ( 工 ) ， TT EE [0,1] (2. 4) 
则 Ql(g ,wi QEg ,wz) XX g(0)Q(g,w;). (2. 5) 


(2) ”车 g 在 [0,1] 上 递减 , 则 将 (2. 4) 改 为 cm (z)os(z) 委 cs(Cz) 时 ,(2.5) 式 仍 成 立 . 
([3081123C7) (1995) ,2113 ~ 2118) 
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F(x) = 


Ql(g,w) 一 


一 、 Beta 与 Gamma 函数 不 等 式 
(一 } ”定义 与 性 质 
Gamma 范 数 卫 定 义 为 
r(z) = 上 iertdt (Rez> 0) (3.1) 


式 中 z 为 复数 ,1"! 的 多 值 性 可 由 公式 拓 : =e 来 消除 ,此 处 1nt 为 实数 , 若 Rez < 0， 
且 一 ?一 1<Rez 一 一 2 一 0,1;,2,…, 卫 了 本数 由 Cauchy Sa son 积分 表示 : 


ro = | 后 (一 pe (3.2) 
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FTCz) 又 称 为 第 二 类 Euler 积分 . 
Beta 函数 B(z,w) (又 称 为 第 一 类 Euler 积分 ) 定义 为 : 


BCz,w) = Lama id. (Rez > 0,Rew > 0). (3. 3) 
og 
B,(z,w) = [ma 一 和 idt, 称 为 不 完全 Beta 函数 . 


T(x,y) 一 ed 与 T(x,y) = [ead (3. 4) 


称 为 不 完全 Gamma 函数 . ([101]260 ,263) 
T(z) 与 B(z,w) 的 基本 性 质 ， 
1. Euler 函数 方程 T(z 十 1) = 二 xzT(z) (Rez > 0) 或 


T(z 十 nt 1) 
zl 之 十 1)…-(zZ 十 n) 


当 nn 为 正 整数 时 ,PC 十 1) 二 n1,T(1) = 一 1 规定 01 = 7T(1) 一 1. 
2 Euler 完全 化 公式 ( 余 元 公式 ): 


T(z)T(1— zx) 一 一 工 一 ， (3. 6) 
sin(xz) 


特别 r(3) 二 Vx. 当 n 为 正 整数 时 ,Tn 十 这) 一 工 -3 一 Dr 
3. Ganuss 乘法 公式 (倍数 公式 ) : 


T(z) 一 (Rez < 0， 一 1 一 1 < Rez < 一 0 二 0,1,2，…) (3.5) 


”1 
Fnz) = Qo mn TI TCz+ ).n = 2,3,4,." (3.7) 
k=0 n 
4.。 Weierstrass 无 穷 乘 积 表达 式 : 
1 


Fes ™ *" [LLG ie il. 
式 中 c 为 Euler 常数 . 
5. 渐 近 展开 式 : 设 Rez 疡 98>0, 或 | Imzl| 关 89>>0, 则 lnFCz) 可 渐 近 展开 为 


Stirling 级 数 ; 
1 11 ， B a 
InT(z) = (zx 一 也 )lnz 一 z 十 也 In(2x) 十 之; 3 rt Ol or 
其 中 Bz 为 Bernoulli 数 , 由 此 推出 


T(z) 一 Vaxz™ e [1 十 十 之 139z-? 571z 


3 + 288 51840 2488320 
特别 地 T(z 十 1) = V3xr1?e rt 让 ,0 一 9 二 1. 而 更 准确 的 是 Sonin 公式 ， 
PCz 十 1) = Varrie ms ,0 < 0<1/2. 
当 工 之 0 时 ,Binet 公式 成 立 : 


TrtD = (于 )” VEene , 式 中 ,bz) = | (FL 一 二 十 二) exp( 一 zi) dt 
e o e—1 t 2 i 


十 O(z )]. 


~ LCP)T(g) ， 一 9 一 1 ， 
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一 TT 
Bip,l1— p) Es A 


(二 ) ”下 面 主 要 讨论 z,w 为 正 实数 时 症 (x) 与 B(p,g) 的 若干 不 等 式 
1l. 工 盖 0 时 ,PCz) > 0. 
Te De T(r) < pc， (3. 8) 


(1) VYVzE(0,1)， 03.8) 式 成 立 的 充 概 条件 是 a 之 1 一 和 p 之 去 ( 守 一 


(2) Vz E (1,o0),(3.8) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 a 忆 寺 (圭一 <) 和 8 >> 1, 其 中 为 


Euler 常数 . (Alzer. H. [30812000,128(1):141 ~ 147) 

2. YrE€ER',. TOOT’(r) > ET (rz) > 0. 
即 不 论 是 1 PCz) | 的 ,还 是 ln | T(x) | 的 一 切 分 支 都 是 凸 函 数 , 当 z>>0 时 ,PCGz) 在 mo 二 
1. 4616321… 处 具有 唯一 的 极 小 值 :P(zo) 一 0.885603…. ([101]259) 


3. 设 z> 盖 0, 则 :， (1) IaF(z) 是 凸 函 数 , 即 F( 二 十 立 ) < [TGz)]* TG] ， 


式 中 1 二 pp 二 2,(1/p) 十 (1/g) 一 1. 


8z 十 3 ) 


_ 了 工 ) 一 工 _8z 十 3 


(Alzer, H. ,[301]2000,252(1):353 ~ 363) 


T(z) 


今 < 一 
4. ~ px) 到 (zy 


9 工 之 0, 则 


2z 十 1 


一 “一 -~  《『 
ZL EY ([101259,260) 


4(z 十 于 ) 一 Vz) > 
5. 设 x 放 >> 0,k 一 1,…,n 则 
ret Sip < Trez). 
n=1 k=1 
oo 1 
6. (1) Tl(a) = | Ze 1e xd > | Ze le 1dz 一 工 . 于 是 limT(a) = co， 
0 0 Ce ea~0 十 


(2) 设 Fz) =z (£) PC， Zz 盖 0, 则 在 (0,ce) 上 严格 递减 的 充 要 条 件 是 ~ 委 王 . 
(Math. Comput, 66(1997),373 ~ 389) 


2 


(3) Tx)? +T( 坪 ) = 2rCz2r( 工 ) 


(4) 令 7 一 [二 


) ， 则 /在 (一 去 ,ce ) 上 严格 凸 , 且 Fn 十 1) 一 Fo 一 1 
TCz 十 志 ) 


( 陈 超 平 , 祁 锋 ,[339]26(2)(2006),361 一 364) 
(5) 设 a ,b; > 0， a > be, AM 一 max{la ,br:l kn}. 令 


a 


_ T(z ax) _ 
F(x) -一 1 Tr By) SS, 一 D3 
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G(z) = Ta)T Cz SI( [TT a) 
k=1 
则 下 在 CM,co) 上 对 数 完全 单调 , G 在 (S, ,0) 上 严格 对 数 完全 单调 Sa 一 一 1. 
若 令 g(x) = Tz)"TCz 十 S,)(][[TCx 十 4.)) , 则 8g 是 x 的 递减 函数 . 
k=1 

(L330]38(4) (2007) ,313 ~ 322,[308]123(7)(1995) ,2113 ~ 2118) 

rz\” 1 并 1 
(6) (2 ) Varz (1+ 727)<TTD) < (oe) Ver (1 + 27 0.5)° rx 之 1. 


(L339]27(4)(2007) :667 ~ 670) 


_1 1 1 0 
利用 log[(x) 一 F108(27) 十 (= )Iogz 工 十 27 53607 0<0<1， 
可 以 得 出 xz 沁 0 时 ,下 式 成 立 
一 ] _rl 1 1 
a0 < logT'(z) (31827) + (7 2 )log7 +i2z|<° 


(07) 记 /(z) = 2 ， 则 了 在 (0,ce) 上 严格 递增 ,由 此 推出 ; 设 二 > 1， 骨 


Xi oT! < T(x) < 过 rx”™! 
式 中 cc 是 Euler 常数 . ([308]125(1997),3355 ~ 3362) 


PCGz 十 1) 
有 (十 a) 


© (有 < 人 二 e+ 到) ， 


@ expL Ot /DN 到 exp[G 一 oOw(z 十 * 本 


(8) ” 令 f(z) 一 ,了 上 称 为 Wallis 比 . 设 a € (0,1),z 之 1, 则 


(L303]3(2000) ,239 ~ 252) 


PCz) a 
re’ g(X,y) 一 (m6) ，, 广 一 y 之 0, 则 


Q@ ff,g 分 别 关 于 x 和 y 都 是 递增 的 . 
人 若 z 盖 >y> 盖 0, 则 
exp[(Cz 一 y)%y 十 1)]< jz 二 ly 十 1) < exp[(z 一 y)WCz 十 1)]; 


(9) 令 f(z,y) 三 


exp[ Cz — WII < (FP) expLz— YW] < fx) 


过 (¥) ” exp[ zw (Ta2)]< exp| (x— w=)] 
式 中 A, Si 分 别 是 xz,y 的 算术 平均 和 指数 平均 ( 见 本 书 第 一 章 § 3). ([303]5(1)(2002)， 
61 ~ 67,[414]23(1)(2007),55 ~ 60 和 [351]2007(2):179 ~ 191) 
加 设 z>y>0, 则 


1 
7 2 


二 -1 
exp(y 一 工 ) 二 f(z,y) SC exp(r— y) ， 
> 7 
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x YLIA 7)—logy] I ZLx)—logr) 
y :a Er TX 
exp(y— x) yz (5 ) < fr Sexply— 7) ss(y) 
(Indian J. Math. 41(1999) ,79 ~ 93;[304]8C1)(2007), Art. 17) 


(10) 设 a> 一 亏 , 5 之 0, xz 之 1, 则 


(人 Tr) Ser 全) ([305]112(2005) ,468) 


(11) 设 A,(a) 一 过 ay au >0, 则 


L(Y)< | LA ta)) | ([305]112(2005) ,468) 
z=1 


A, (a) tn! 


(12) 设 z 守 yy 宇 3; fx) = CCz 二 TD) 一 Toe, ha Cx) = 198z, 则 


工 十 工 1—Ah Cy)} f 并 十 工 1— 
二 一 一 409 |12(1)(2009),46 ~ 47 ,51 
(y+71) fe < (7 二 ‘T40911201) 62009) ) 
fxsy) zy ,3 
f(z+l1,y) (二 


当 0 二 zz 过 1 时 ,不 等 号 反 向 . ([301]352(2009) ,967 ~ 970) 
(14) 设 z 盖 1,， 则 
x err < TOz) < rr ie. 


式 中 Euler 常 数 “与 地 是 最 佳 的 . 当 0 之 z 之 1 时 ,左边 不 等 式 仍 成 立 ,而 右边 不 等 式 则 反 


向 . 设 z 十 a 盖 0, 则 


二 -ee T(x) ca 
TY FFD 7 


式 中 C 为 Euler 常数 . (Far East J. Appl. Math. 35(3)(2009) ,393 ~ 409) 


(15) 设 z>1, 则 0 一 lnFcz) [人 3 )Inz < 十 广 InC2x) ] < 二 (左边 不 等 式 
对 工 过 0 仍 成 立 ). 


1 PC 十 1) 二 (1/2) 
(16) (十 吉 Ee For 2 < n+ ya 
(" 5a a8) 
7.。 Gautschi 不 等 式 : 
l--x Tn 加 恒 1) | l—a 
nt n+) ,00a<l. 


8.， 设 a>>0,a 一 28>0, 则 成 立 Gurland 不 等 式 : 


a 十 8 -一 了 Ca 一 28) Ta) 
a < CC 一 外) “ 


当 B8 二 0 或 一 1 时 等 号 成 立 . ([4]393) 
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9. 设 e> 一 1,8> 一 1, 则 
Pae 十 8 十 z 十 1) < op 十 2 十 1)， 
式 中 < 是 与 ,8 有关 的 常数 . (L60] 中 册 117) 


10, 天 一 (一 1)” Tt), 0 <a < 1). 


11。 我 们 在 No.4 中 定义 的 J(z) 一 工人 2 称 为 Gauss 函数 , 它 在 应 用 中 具有 重要 塌 
义 , 将 工 换 成 复数 z, 有 
_d PC) ~ z—1 _ 11— (lt)"! 
$7) 一 下 PPT 一 For) 一 < 十 之 / (R12 Ek) c++ 上 | dz. 
ylz) 是 亚 纯 函 数 , 它 在 点 z 二 0, 一 1,，… 上 具有 单 极点 ,并 且 满足 函数 方程 py(z 十 1) 一 


gz) = 过， 当 |z | 二 1 时 ,由 ylz) 的 表示 式 得 到 


有 天 
(— 1) Sizt, 


lInT(l1 十 zx) 一 一 cz 十 > 

式 中 
一 之 二 
可 以 用 这 个 展开 式 来 计算 点 == 1 的 邻 域内 PCz) 的 值 . 卫 函 数 能 用 于 表示 大 量 的 定 积分 、 


无 穷 乘 积 ,级 数 的 和 ,还 广泛 用 于 特殊 函数 、 柱 函数 理论 和 解析 函数 论 等 方面 . 
(1) 利用 wzxzy (zy 盖 0) 的 展开 式 : 


wz) = lnz 直 + 2 0 3 二 (一 Dn 0 
Bi 一 证, Bs 一 南 ; Bs = 而 必 ， z>0, 0<0<1 
可 以 推出 不 等 式 : 
0 < 7)— | mz 一 去 二 | or- 
当 z 之 立时 
oO HD Ine 2) 3 < 
2 2 


([30315(3) (2000) ,543 ~ 555) 


(2) 0< A 于) [hz+ 2 00 |< Ta 


([3011349(2009) ,68 ~ 73) 


(3) ”因为 Y(z 一 上 十 挛 B+ DY -区 [十 1)" 30，z>> 0 0 一 0 一 1， 


所 以 
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= (z > 0). 


/ 了 工 十 二 
o<YD- [zt 307° |~ 427 


(4) ”因为 (2) 一 去 一 吉 + 部 D4(2 十 1) -35 十 (一 Dr (2 十 3) EH 


rz>>0,， 0<=0<~1. 
所 以 ,x 0 时， 


0 (zx) | 7 一 2 < 5 
1 / 1 1 
(5) z 盖 工时 ， < po 


(6) 设 工 之 0, 则 
@ VCz) 十 zz) >1+lnz; 


@ 2y(z) 十 mcz) < i 
图 [yDF + > 0; 
图 zyQ+z) 十 z+z) 之 序 .( 张 小 明 等 ,[351]2007(2 ~ 4)) 


(7) 多 是 (0,ce) 上 的 种 函数 ,几何 凹 函 数 ,对 数 止 函 数 和 几何 平均 凹 羡 数 . 
(8) ” 设 z 之 1, 则 (zr 十 DY Cz 二 zl(z 二 Dy (zx) > 0. 


(9) 人 sg(z) = [yt -ra) zx>0, 


co 一 1 人 1 上 二) EC 


2009 年 陈 昌 平 提出 2 个 猜想 : 

@ gz)>0, (一 1D)"Lg(z) 0 人 > 0; 

中 G 是 (0,co) 上 严格 完全 单调 函数 . [164166 一 76) 

(10) 设 z>0,0 过 vc 过 0 则 
TI x) | 人 al yg Cx) | 

( 祁 锋 等 ,RGMIA2006(1)) 

(11) 设 z>>0,m 为 奇数 , 则 

(TD DP TLD — (TW) 0 
式 中 wa 一 min (PCz) 了 多 Cz)) = 0.6359.…([301]350(2009) ,276 ~ 282) 


Bzczmt1) | 到 n+ 22mt 1)—11]! 
(12) 


#2 (2mt1) 
1 


[2C2m+1]!(z—) 


2 


1 
2m B,s Do (n 二 2k 一 1)! 
一 (一 Denawm(z) (2 一 1)1! 2 ) 


(= 一 玛 ) 和 C1(z 一 评 ) 
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式 中 B, (3 1 )=-( 元 )Be。B, 是 Bernoulli 数 . ([303]5(3)(2002) ,543 ~ 555) 


(13) 设 过 >>0,0 雪 aa 所 5， 则 


G 一 wz VD) < log( 共 2 二 分)< CO 一 ob(= 十 “| 
令 z 一 0 0<a<0 则 
(a VB) < bog (KS)< 6— ove) 
(Math. of comput 41,164(1983),607 ~ 611) 
2007 年 祁 锋 改进 为 
(6 — a YS,) < og (FS)< (6b— YS), 

式 中 S。，S; 分 别 为 a,6 的 对 数 平均 和 指数 平均 ( 见 第 1 章 § 3). 

同一 年 , 张 小 明 、 祁 锋 等 又 推广 为 

(b— SIO 十 (S 一 ayCa) < iog (Fe ) 志 一 0w4) 艺 了 2 iog (全 )wcA)， 


式 中 A 一 (a 十 从， (F351]2007C1,3)) 


(14) 2007 年 张 小 明 、 褚 玉 明 证 明 : 设 V5 志 a 过 5, 则 
(一 VS 委 (一 So)VC6) 十 (So — a) ya), 
并 猜想 当 。o 二 a 去 吕 时 上 式 仍 成 立 .(L351]2007(4) :503 一 507) 
12， rz 之 0 了 时， 


Ee 


nln 


re 


0 < Inr(z) mn| < zln GL 十 过) 
由 此 推出 


nin” 
D(z) = lm rT Fa) 


提示 :利用 iInT(x) 的 凸 性 . 


n 


_ 1 1 B2, 
13. |lnT(z) 一 (= 一 序 )ljnz 十 z 一 去 In(2m) 2 玩 [ 正 世人 ar 


2 


| Bontz | 之 
£2 十 xx 


< rT Dn ta [zl ph 
式 中 B, 为 Bernoulli 数 . ([1011257) 
14， 不 完全 Gamma 函数 旋 (zx,y) ,T(zx,y) 不 等 式 : 
(1) 设 z>0,a>0, 则 


了 PCz 十 ax 十 C) < (并 十 CD) 革 1 


T(x,x) Xe 
(Merkle, M.J. ,L306 |IMR93c:26018) 
(2) zz>0 时 ,mmCz+lzTTl)<znmzx) (414]23(1) (2007),55 ~ 60,86) 


§3 其 他 特殊 函数 不 等 式 483 


T(zi1l,zrzt1) Trt1) T(z,7) ~ 1 
Ti (x,x) T(x) ” T(z) 2° 


(3) 设 [ ed = (#) , 则 
([21]526) 


(4)” 当 y 汪 0 时 , 夏 (z,y) 是 二 的 对 数 凹 函数 . (L301]1998,223(1):151 ~ 157) 
15. 设 a 记 0,q0,1 kn,n 之 2. 


Dg 一 1. M., (a,g) 一 (> qtaD 0 到 | r | 三 ,Mo (a,g) 一 Tilag 是 a 一 《ai 9 
k=1 k=1 k=1 


aa) 的 >~ 阶 加 权 寡 平均 , 则 

PCOM (aa)) < M,(T'(a;) ae) 
成 立 的 充 要 条 件 是 0.01317… 和 受 ， 委 11.29416…. (Alzer,H. ,Monatsh. Math. ,2000， 
131(3):179 ~ 188) 


1/p 


p p 
16. 设 cp>0MiGab) = (和 到) , 则 


2 
M, (T(zx) ,T=)) 宇 1,x EE (0,co) 成 立 的 充 要 条 件 是 之 二 一 本 式 中 < 为 Euler 


C 


常数 . (Alzer,H. ,[308]2000,128(1):141 ~ 147) 
272 一 3 2 T(n/2) 2n—2 
ll, Nao-o “Nai ni Na 
TT) 
当 是 大 于 3 的 奇数 时 ,下 界 可 改进 为 (n/2)[(2n 一 2)C2n 十 1)]. 
47 一 3 2n—l 2n—1 4n—2 
18. 要 /一 区 Bln,n) < zn 


nn Tz 二 1/2) 一 172 、 1 gr 工 1 > 
19. 设 下 一 一 (Z 十 0Cz)) 2 则 当 z 之 2 时 ， 1 之 07x) 牵 3 ,而 当 z 之 0 


时 , 工 过 bz) 之 圭 . 
4 big 


20， 设 p,9>>0, 令 4 一 > 4 ,Wedr FBCp+1,g). (L107JMR86b: 
0 


26031) 
21. ”对 于 充分 大 的 | > | 和 正 数 se, 有 


2 
< exp| | z|log | z| + elzl | z| Ge 


1 
| PCz) | e 2log | z | 


注意 上 式 中 的 正 数 。 不 能 换 成 负数 , (证 明 见 A. H. 马 库 雪 维 奇 ,解析 函数 论 , 黄 正中 等 译 ， 
高 等 教育 出 版 社 ,1957,467 一 470) 

22. 设 p(z) 一 一 全 4， 当 ! 从 0-> co 时,p 从 0 递增 到 1/2.([305]1990， 
97(10) :929) 


23. 设 0 和 v 委 1,z 辫 0, 则 存在 常数 c( 只 依赖 于 c) ,使 得 
[LPGz 十 1)] LPGz 十 2)] 委 cPGz 十 wa 十 1).L336]1991,12A(C6) :649) 
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一 zl) Ooro) ,p> 0.([324]1992,66(3) :443 ~ 467) 
24. Bl(p,n+t+1) Ti pi O(n?) ,p> 0.(324] 


25, 设 a > oo 一 二 > oo, 则 

k=1 
TI rad Te > exp{nT (60,) — 1}. (L305]1996,103(8):695) 
k=1 


26. f(z) = 2, g(z) 二 时 [PCz)] 的 几何 凸 性 及 相关 不 等 式 . ( 张 小 明 等 ， 


[351] 2005(4) :330 ~ 345，2006(1) :5 ~ 16) 
(三 ) 双重 Gamma 函数 不 等 式 
双重 Gamma 函数 G 定义 为 下 述 整 函 数 : 
zi 


G(z 十 1) = Coviexp( 半 证 Dz) 芽 (1+ 诗 ) xp( 一 + 新 ) ， 


式 中 cc 为 Euler 常数 . 
已 知 CC1) 天 1，GC(z 十 1) 一 G(z)T(z). 设 工 盖 0, 则 


[rz 2mioxp(- (5 )) 


< GCz 十 1) 一 (PE) Geoiex 人 - (等)) 


Fa -一 
(3z) 
2 2 二 2 2 
(2) (2m0#exp| 到 一 所 十 9(3) G(x 十 1) 去 (2m#exp| 一 六 十 47) 1 
([3011351(2009) ,182 ~ 185) 


二 、 Riemann-zeta 函数 不 等 式 


Riemann zeta 顶 数 E(xz) 是 由 下 述 Dirichlet 级 数 定 义 ， 
5(Cz) 一 >» 三 ， zz 一 工 十 zy 


n= 二 1 


当 z> 盖 1 时 ,有 Euler 乘积 表示 : 
工 、- 
5(z) = lf a- . 
式 中 pp 这 历 全 体 素数 ,tCz) 还 可 解析 延 拓 到 整个 复 平面 上 . 
著名 的 Riemann 猜想 是 :5(z) 的 所 有 非 平凡 零点 均 位 于 直线 x 二 1/2 上 ,(5Cz) 有 负 偶 数 
一 2, 一 4,…, 的 零点 称 为 平凡 零点 ). 通过 计算 机 的 计算 已 知 Riemann 猜想 对 于 2X10” 以 内 
的 零点 成 立 , 但 仍然 是 2000 年 Clay 数学 促进 会 公布 的 七 个 新 千年 数学 奖 问题 之 一 . 


| 有 
1. limsup 和 | > er limsup | 下 | > &e. 


YY 一 oo 


车 Riemann 猜想 成 立 , 则 上 述 两 个 上 极限 分 别 不 超过 2c: 和 并 e ,其 中 c 为 Euler 党 


数 . (Titchmarsh,E. C. ,The theory of the Riemann zeta-function, Clarendon Press,1986) 
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2. 令 f(z) = limsup 也 | EE， | co 之 TX 过 0. 则 
yo ny 


大 z) 委 (1/2)(1 一 z)0 委 工 委 1. 
Lindelef 猜想 ， 


(17/2) 一， >Z<1/2， 
Ac 一 | 


0， 区 之 1/2. 
Lindel6f 猜想 比 Riemann 猜想 要 弱 . ([97]Vol. 1:46 一 49) 


2 
3. (1) 当 z>1 时 ,5z) 是 zx 的 递减 函数 ,而 且 当 z 之 2 时 ,5Cz) 委 52) = 二- 
([301]1986,118(1) :84) 
x ([399]22(2009),743 ~ 748) 
. m n ntl 
mo | k=1 


n 十 1 
称 为 广义 Euler 常数 . 特别 地 ,co 就 是 通常 的 Euler 常数 . ([101]807) 


(2) 52 十 2) 十 35(022 一 2) < 委 


wl 


4. EK(z) = 


n 


5. 设 SC(r) = 2; HS, (zx) 一 2 Em’R,(r) = S(z) — S,(z) ,zx > 0, 则 


(1) 《17/2) 十 (lz < SCz) 1+(/z); 


(2) 2 < R, (zx) 二 i + ([345]1991,11:36 ~ 37) 


、 指数 积分 不 等 式 


指数 积分 定义 为 : 


El(z) 一 | 了 dt argz | < x). E,(z) = 上 


z 


sO 0,1,2,."， 


则 当 z 守 0, 对 于 1 一 1,2,3…, 有 


1. 


2. Ei(x) < Ei(7z)Enr (x). 


3. -一 erFE,(z) 一 1 


工 十 nn TX 十 n 一 1 

4. (1/2)n[ (1 (2/7x) | < eeE (C(x) < ln[Ll 十 (17/z)]. 
d / E,(zx) 
az (Ec )> 0 

(以 上 上 见 [101]229) 


四 、 Bessel 函数 不 等 式 
第 一 类 Bessel 函数 J,(z) 定义 为 


De/ . 
Tz) 2 ATT? Thiy. 
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1, J,(x) | cLexplr | Ima |() lr ,Cz > 0,Rez > 1/2); 
cx iT 1， 
2. J.(x) | 委 
cr, 0<~<zxr<l1l. 
3. J_(z) | 过 1,(0 之 0). 
4. J (x) | 1/ V2, (a > 1). 
21/3 
5. 0 < (7) < SoC273J > 0). 
了 1 
9 六 一 二 一 YY,， 
6. | J,(z) [< 才干 全 exp | Imz | ,Ce 35) 式 中 Imz 一 y 
n 办 2 
7. | J, (nz) | 去 zexpn* V1l— x ) . 
(1 vl 2z)” 
《以 上 见 [1011362) 


8， Cauehy 不 等 式 : | J],(2) | 之 汪 | 广 z "exp( 子 1z1). 


9， 设 a 放 一 1,xX 泛 {zt 十 [ze 十 32Ca 十 2) 了 了 ”), 则 


TT 
16(c 十 2) 


atl Us ell A x 1 
(x 十 1) 7. (zi) 区 T(z)> (2) Fe Ty 
(Mahajan, A. ,[33111979,634 ~ 677:70 一 ?1) 
10. 设 z 放 0,0 牵 工 芝 1, 则 


1 < re ea) exp[all — x)1. 
J (a) 
《证 明 见 [385]1984,15;203 ~ 205) 
11， 设 a 之 le 之 8 之 一方, 则 
DT, em, (F30111993,179;507 ~ 511) 
0 16H1 < Ce 。 9 > 
12. ”第 一 类 a 阶 广义 Bessel 函数 定义 为 
ed kk 2k}a 
VCz) = 5 《 二 (¥) 
0 IPTCa 十 有 十 ) 


2 
特别 当 c=0 一 工时 ，w(z) 即 为 J (xz). 
标准 化 的 广义 Bessel 函数 定义 为 
BCz) 一 aozr 人 VCxz 二 )， 


式 中 ww = 2T (e+ 2). 


B,(i—7r) 


作 
?on) B02) 


,7 和 GE (01). 则 当 c 二 0, 2a 十 5 十 1 守 0, rm E (0,1) 时 ,下 式 成 立 


i 
m 


[Teero] <o[(ITn)]， 
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仅 当 产 一 … 二 rn 时 等 号 成 立 . 
当 m 二 2 时 , Volni)olrz) 志 ol Vrirs) 成 立 . (Baricz[ 3011319(2006) ,450 ~ 459) 


五 、 上 、 下 确 界 不 等 式 


设 函 数 f,g 定义 在 集 A 上 , 则 
1. inf{fCz)}+inf{gCx)} Sinf{f(x)i+ gr)} Sinf{ f(x)} + sup{g (x)} 
sup{f(x)+ g(r)) SC sup(f (x))} + sup{g 7x)}; 
2. 车 f,g 在 集 A 上 非 负 , 则 
inf{ FCz)》。inftg(z))》 < inf{f lx)gCx)} SS inf{f (x)}suplg(7x)} S sup{f(7x) 。 
gzX)} Csup{f xz)} » suplg (x)}. 
3. 单调 性 : 设 f(z) 过 g(x),Yx EA, 则 
inf{ f(x)} < inf{g(x)} ,sup{ f(x)} < sup{g (zx)}. 
上 述 上 、 下 确 界 均 在 集 A 上 取 . 
4. 设 AiCA,, 则 
inf{ f(x):x €E Ai} > inf{f(x):r € A,)}; 
sup{ fx):r €E Ai) < sup{f x):rx € A,}. 
5， 设 f 在 [a,5] 上 连续 , 则 
m(zx) == inf{ f(t) :a 志 t 之 Xz} 在 [a,6] 上 递减 
M(x) = sup{f(t):a 志 tz} 在 [a,b]」] 上 递增 . 


六 、 上 、 下 极限 不 等 式 


1. 1984 年 , 匡 继 昌 证 明 : 设 了 定义 在 Ca,ce) 上 且 在 (a,coe) 的 任何 有 限 子 区 间 上 均 
有 界 ,g 在 (ay,ce) 上 严格 递增 到 co , 则 对 任意 常数 c > 0, 下 式 成 立 


ft fOr) jinf fz) £2) . FFCz 十 c) — fz) 
liminf i He) gr) < < limin{ G0) < limsup oz) < < limsup gr FO — gezy 


由 此 可 以 推出 ,车 f 定义 在 (0,co〉 上 且 在 (0,co) 和 
G) liminf[f(z+1) — /f(z)] < liminf 2 < limsup 区 < limsup[ fi +1)— 


f(x)]; 
(2)” 当 f(z) 之 c 之 0,(c 为 常数 ,z 二 0), 则 
liminf f(z+t 1) liminf[ f(x) 1” 二 limsup[ f(z) 1 < limsup 太 工 十 1 
Xo0 fz) Xo0 I X00 fz) 


(湖南 师 院 学 报 1984,3:105 ~ 112, MR88m:26001) 
2. liminff(zxz) 十 liminfg(z) < liminf{ f(x) 二 g(x)} Slimin{ff(x) limsupg (x) 


< limsup{ f(z) 十 g&(Cz) 牵 limsupf (x) + limsupg x). 


3. 设 fg 之 0, 则 
liminf f(x) liminfg (7) < limin{f{ f(x) g(x)} < limin{ f(x) limsupg Cx) 


zxo 
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limsup{f(rx)g(7r)} < limsupf (zx) limsupg (x). 
七 、 Zygmund 函数 类 不 等 式 


Zygmund 函数 类 定义 为 Z = {f:f € Cf 一 1,1], | f(z) 一 2f( 畔 本) 十 fl) | 


| zm—zr lzyzs E {1,11,f(—1) = f(1) = 0},， 
令 Vfl.= sup{tl f (2) |: lzrel),K= suptl fl.:f € 2). 
(1) 1951 年 Timan 证 有 明 :K 二 4/3, 随后 Abramov,;L. M. 证 朋 K 声 (4/3) 一 
(1/288) ,1976 年 ,Sokolova. I.P. 证 明 : 
K (4/3) — (4/381). 


(2) ”车 f 还 满足 fC 一 x) = 了 f(z), 则 KK 声 了 
问题 ;:K 的 最 好 上 界 是 什么 ? 
八 、 其 他 


1. 设 函 数 f,g 定义 在 整个 实 轴 上 , 且 对 于 所 有 实数 =z,y, 下 式 成 立 
fry 二 fr—y) =2f(r)g(y). 
车 f(x) 关 0, 且 对 于 所 有 实数 xz, 有 | f(x) | 二 1, 则 对 于 所 有 实数 y, | gC(y) | 委 1 成 立 . 
证 ”用 反 证 法 . 反 设 存在 yo ,使 得 
| gCy6o) | 二 1 十 a (a 之 0), 令 MM= sup | f(x) |, 则 对 于 所 有 zz, 有 


2 | FGz) | | gly) | 一 | fry) fr my) Ia) f(r yo) iT f(r y) | 委 2M. 
所 以 
M _M vy _ Ma 
1 |S TodT THE MBB = Ta > 


这 与 M 的 定义 相 矛 盾 . 
2. 设 g(Cz) 是 方程 Lz 十 g(x)]? 十 | Zz 一 g(x) 1? 二 2x 的 唯一 非 负 解 ,1 二 p 二 2， 
0 委 工 委 1/2, 则 
[1 一 工 十 gz 上 IT 一 工 一 gz) 1? 20—z). (3.9) 
证 令 y 一 1 一 zx, 从 条 件 知 z 所 g(x) 委 和 
(3. 9) 式 左边 二 [1 十 (g(xz) 一 zx)]? 十 [1 一 (x 十 gCz))]? 


一 > (4 ) eC) 一 ZX)* 十 3 1)* (£ ) eC) 十 工 )* 


去 2 一 2pz 十 2z 。 > (2 


Fo (Cx) 在 区 间 [0,1] 上 都 不 取 零 值 ,而 对 于 区 间 [0,1] 中 所 有 ,有 | f(z) | 之 M, 令 
[fl = max(| f(z) :0 < zDD}, 则 fH > 省.([63]77 ~ 78) 


) 人 一 DD)* = 2(1— x). 
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4 [MCU]. 设 函数 f,g 定义 在 实数 集 R' 上 , 则 存在 z,y, 使 得 0 三 x,y 委 1, 且 
| zy — f(x)— g(x) | 之 1/4. 
提示 :利用 三 角 不 等 式 , 有 
1=|[1=-Ad) 一 sgG)] 士 [LFGl) 廿 g(0)] 十 [LFCo) 十 g(1) 一 [Fo) 十 g(0)]| 
< 妇 | 1—f(1)— gC) | 十 | fC1) + gC0) | 十 | Fo) + gC) | 十 | f(0) + gC0) |， 

上 式 右边 四 个 绝对 值 中 至 少 有 一 个 不 小 于 1/4. 因此 在 (0,0),(0,1),(1,0) 及 (1,1) 四 个 
点 中 ,至 少 有 一 点 的 坐标 满足 所 要 证 的 不 等 式 . 

5.， LMCU]. 设 函数 上 在 区 间 [0,1] 上 可 积 , 且 对 于 有 & 一 0,1,…,n 一 1, 都 有 


| zf Cx)dz - 0, 而 | x*f (x)dz = 1, 则 在 区 间 [0,1] 的 某 个 正 测度 集 内 ,有 


| fCz) [> 2 (n+ 1). 
提示 :用 反 证 法 . 设 除 区 间 [0,1] 的 零 测度 子 集 外 ,和 恒 有 | f(x) | 过 2 (x 十 1), 则 
1 一 上 (<) ft | 1z 一 去 由 dz 二 1， 
这 是 不 可 能 的 , 故 不 等 式 得 证 . 
6. Lyapunov 不 等 式 : 设 曲面 (S) 的 方程 为 z= jz), 其 中 zz 一 (zyz) € D,0(x， 
y) 为 曲面 (S) 在 z,y(CE DD) 两 点 的 法 线 之 间 的 夹 角 ,d(xz,y) 为 点 工 与 y 之 间 的 距离 ,者 
DD 为 有 界 团 域 ,f 在 D 内 存在 有 界 的 二 阶 导 数 , 则 0(z,y) 二 cd (zx,y). 式 中 cc 为 常数 . 


[xz] Nk bk, k) 
7， 设 f(z) 一 守卫 0. 则 f(z) <<2z 十 1 
k=0 ‘ 


e”, 0< 工 所 1， 


证 明 思 路 : f(x) = 
f(z {De ] 达 zz 二 2. 


而 z>1 时 ,| fd = fl) —1. 


再 考虑 线性 泛 函 方程 :F(x) = 1 +[ FC dt. (L305]104(10) (1997) ,981 ~ 982) 
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$1 复数 不 等 式 


在 “符号 说 明 ” 中 ,我 们 总 记 z 二 z 十 纺 汪 一 工 一 动 ， |z|= Vr ,~—rx<argz 人 x. 
1. (1) max{|z|, [|y|})<|Iz|<2max(|z|,|y1|}. 
(2) 1z—1|||lz|—1|+|izl.|argz|]. (zz 0). 


(3) -1< argz |. 
| z| 
C4) 去 (tyD Slzl<lzltliyl. 


2. 设 z=| z|e*,a 为 实数 , 则 对 任意 实数 8, 下 式 成 立 
| xz 一 ez | 志 | z—e* | 委 | zx 十 es |. 
3. 设 z,y 为 实数 , 则 


工 一 1 y—1 


于 y+i 妇 21z 一 >1|. 
Ve | ), 
(1 十 VI—z)’ 9 


其 中 上 界 是 最 好 的 证明 见 [8]176 ~ 177) 


5. z+lyl Qlzl SV zr | +t| y |). 

提示 :将 复数 > 用 极 坐标 表示 ,问题 变 成 求 函 数 f(0) = sinb 十 cos0 在 区 间 [0, 六 ] 上 
的 最 大 最 小 值 

6 1 十 2(z 十 习 十 | z 下 十 言 |z 下 委 11 十 z| 委 1 十 2(z 十 为 十 8 zl +31 zl 

证 “ 令 = 一 me; 则 

下 二 | 1 十 z | 一 人 十 2C(z 十 z) 十 | z |* 十 (1/5) | zx 1} 

= 2r?cos2t 二 37 十 4ricost 十 全 r' 一 全 ?十 (4cost)r 十 (3 十 2c0s22). 

只 要 证 明 对 于 所 有 + 上 及 所 有 > 学 0, 有 下 之 0. 这 只 要 注意 到 判别 式 

A 一 16cos:t 一 起 (3 十 2cos21) = 一 号 (1 一 cos20) 之 0, 即 可 证 明 左边 不 等 式 .为 证 右 


边 不 等 式 , 只 要 注意 到 
1 1 二 +z|: 志 1 十 2(z 十 z) 十 6 |z|: 十 4|z|? 十 |z|* 
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以 及 1z 1 之 地 (| = 上 十 | = 1， 
7. (1) 设 1p 志 2,1/p 十 1/4 二 1, 则 
| 十 z2 1? 十 | zi 一 z2 | 志 2{| zi 1* 十 | zz 1?*}” 1. (Clarkson 不 等 式 ) 
(2) 设 0 二 p,q 二; 则 
(Catz lt za | )* CC x ?| zo 17)$, 
式 中 C 二 max{2! ,27 ,23 二) 是 最 佳 常数 . 
(3) 记 4, = (zl?+| 加 1 人 二 B= (二 zs |? 二 | zi zo |) 二. 
则 当 p 守 0 时 AA,, B， 于 递增 , 而 且 
@@ 若 0 二 gg 三 则 B, 过 
若 g 之 2,p 之 2As S23A,; 
车 pg 过 2, 则 B, 过 23-3Bs 一 2+As 过 27A,; 
若 q 之 2,g 之 p, 则 B, < 27As 过 274，,. 
在 中 中 仅 当 (zi,zz) 二 (1, 四), 在 @ 中 仅 当 (zi,zz) 二 《1,1), 在 @@@ 中 仅 当 zi = 1, x 
一 0 时 等 号 成 立 , 式 中 


© Oe 


1 1 1 1 
一 十 二 二 1， 一 十 方 二 1 
p pp gq gq 
((2)(3)  L. Maligranda 等 ,[417 ]280(12) (2007) :1363 一 1375) 


CD 设 "为 非 零 实数 , * 之 0, 户 一 志 一 二 一 二 ,十 十 六 一 1 式 中 


rr 5 gq 


min{2,s)， 若 r 牵 2， 
= {it 若 r 守 2. 
则 
(| 十 zo | 十 | zi 一 zz 17 之 22(| | 十 | zo 1')7. 
(L417]155(1992) ,187 ~ 197) 
(5)” 设 2 二 p< ce,， 则 存在 常数 c: ~ ct 使 得 
clz| 十 czl2< 委 1 十 zj12 一 (1 十 Rez) 委 cs |z|2 十 cs |z|?, 


(一 1])2 十 天 一 上 一 ci 丰 


式 中 0 过 a 过 他 ， oO< a min| 


:之 2]， 


(十 1)2 一 1 一 太一 
£2 


p 
1<<cee <ce， sup ot >0<%<%. 


当 p 二 2 时 , 0 二 0 二 1,0 二 1 一 a c= 二 1 一 ao. 
(Leinder, Acta Sci. Math. Hung. 33(1972) ,225 ~ 230) 
我 们 问 ;c ~ cs 的 最 佳 值 是 多 少 ? 

(6) 设 1 委 1 1 所 之 <co, 则 


1 
| z1 上 一 | 2 一 zz ?| Zi 二 ts |? 一 | zi |?) 过 | zz 十 zs | 一 | zi |?. 
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(7) Zz1 = ne, zz2 = rse"z. 

| rzcosts — ricosti | 寺 | zz — zi | 所 | re C7 | 二 2Crr) 3sin | 所 一 所 |. 
(8) | Cz9 十 2 十 23) | 过 max{| zi | 十 | zo |, | zz | 十 | za |, | zs | 十 | zi |}. 
([305j112(10)(2005)，933) 
(9) 设 |1z| 委 1, 章 仁 江 证 明 下 述 不 等 式 中 的 常数 均 为 最 佳 : 


D (sinl) | z | 和 受 | sinz | 委 Cee) [|z|; 


©® cosl 委 | cosz | 委 5 (ete); 
ez 一 工 
® er: 十 1 
DD de)|zi<|le—1|Q(e—1)|z|. 401]j2008) 
(10) 设 1z| 志 1, |w | 声 1, 则 


1- wl<> | z4 — wa |. 
8. [MCM]Clarkson 不 等 式 : 设 z,w 为 复数 ,a 宇 2, 则 
2(| z| tlwl) iz+ol tizmwol S21 z| 十 | oj ). 
提示 :不 妨 设 | z | 之 | w | ,于 是 可 以 令 w = zre?(0 委 > 委 1), 左 边 不 等 式 归 结 成 
要 证 1 二 过 (1 二 7?) 
9. max{| zi |, | zz |} |x {+| zs | 2max(| zi |, | zz |). 
10. [MCMjJ. 设 |z| 二 1,k 二 1,…:,n (n> 3), 而 且 


| z | 和 受 | tanz | 委 | = | (tanl); 


Dz 0, 则 至 少 有 两 个 复数 之 k » Zi(k 关门 ,使 得 | E43 十 之 ; [到 工 . 
11. 设 复数 之 1 9 之 2 不 为 0, 则 


1 a 十 w | 之 二 辜 | 二 为) |T 和 2 十 


[zi | | zz | 
仅 当 | zi | 二 | x: | 时 等 号 成 立 . 
12. 设 al，as 为 不 同时 为 0 的 实数 , 则 


2 
EA 
2 


提示 : 令 tg8 = ai/as ,将 表达 式 写 成 F(8) 一 A 十 Bsin28 十 Cecos2B, 求 1(B) 的 最 大 最 
小 值 . 
13， 设 a,b 为 实数 ,a 关 0,6 尖 0,4a 十 5 关 0, 若 1/a 十 1/6 守 >0, 则 


| zt 十 za | 
Ga 十 0 


若 1/ae 十 1/2 < 0, 则 不 等 号 反 向 , 仅 当 ax， 二 bzi 时 等 号 成 立 . 
14. 设 | zi | 二 1, | zz | 二 1, 则 


之 1 ”之 2 


之 J EE 
a ， 


二 1, | 十 如 | 过 | 1 十 z?7。 儿 


了 一 zi ze 
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15., 设 | zi | 志 r 二 RR 二 1,|zz | 二 1, 则 


1+Rr -RIx, | 十 1 Rez — ze 1—R|z | 1— Rr 
Rr * R+| zi | RO— zi x; R—| zi | R—r 
(证明 见 [33411992,35(1) :76) 
16. 设 0<|iz 1 二 1 | zz | 过 7 过 1, 则 
Zi 十 | z1 | zs 工 十 Y 
(1—xzzo)z| 1—Y 
17， 设 z 二 十 iyis1 达 上 过, 则 
[Re > 中 < > | ze |， 
提示 :利用 Cauchy 不 等 式 . 
18. 设 iz|==1, 则 0 志 | x 一 z 十 1 | 志 3 
提示 : 令 = 一 cos9 十 isin9; 则 | xz? 一 z 十 1 | 二 | 2cosg 一 1 |. 
19. Re( Drie1)< | zi | , 仅 当 之 1 3 Zs “0 Zz = zy = ze = 时 ， 


7 全 
20， 设 Rez 宇 1, 则 | zx 一 1 > | xz 一 1 |. 
《证 明 见 [305]1962 ,69:927 ~ 928) 
21. 设 z 二 er*cosa,0 二 a 二 zx/2, 则 | 1 一 z | 二 | 1 一 z” |. (305]1968,75.:85) 
22. 设 | argzi 一 argzs | 过 0 过 x, 则 


| zi 一 zz | 雪人 > | 十 | zy max|12 (sin S$) 


23. 对 于 任意 复数 之 1 9 9 Tn ;都 存在 {1，,… ,7 的 一 个 子 集 ,使 得 


| 袜 =|> 去 局 1 = 


其 中 常数 1/x 是 最 好 的 . (证 明 及 其 推广 见 [4]456 一 457) 
24. 设 |z 十 1/z | 二 1, 则 


FD 二 | = | 入 于 WMS 十 1])， (G1.1) 
十 xz/3< Argz 扫 杂 十 去 r( 一 0 十 1, 士 2 )， (1.2) 
提示 :将 复数 z 用 极 坐 标 表 示 :z == re*, 代 和 人 
|z 十 1/z|= 1 得 壮 十 于 十 2cos20 一 1. (1. 3) 
即 x 十 (2cos29 一 1)rr 十 1 = 二 0. (1. 4) 


由 判别 式 A 二 (2cos20 一 1)? 一 4 之 0, 即 可 推 得 (1.2) 式 , 再 由 (1.3) 式 , 得 2 过 
r ?过 3, 由 此 即 可 推 得 (1.1) 式 成 立 . 
25. [MCM]J 设 | z| (1 过 有 过 3) 不 全 小 于 或 等 于 1,0 过 2/3, 则 
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十 | zi 。 zz 。zs | 十 | zizz 十 zzzs 十 zszl |. (1.5) 


a | z p<1+t| Ds 
各 = 

若 zi(1 过 过 3) 为 任意 复数 , 则 使 以 上 不 等 式 成 立 的 a 的 最 大 值 为 2 2/2 . 

提示 :不妨 设 | zi | 宇 | zz | 人 | zs |. 令 zs 二 bz1,zs 二 cz1, 则 由 假设 | zx | 汪 1， 
1 cl 和 165 | 之 1, 引入 辅 助 函 数 

f=1+t|1+6+elte lbt+etb | 十 下 | |—a(lltl6 |+| ce |), .6) 
易 证 f(D) 宇 ( 一 21c1)?/3 之 0G 之 1), 从 而 由 |z | 之 1 得 f(z 1) 这 f(1) 宇 0. 当 zi， 
zz ,zs 为 任意 复数 时 ,还 要 考虑 1 宇 | zi | 人 | zz | 宇 | zs | 的 情形 . 在 (1.6) 式 中 令 上 一 
| zi | , 求 得 AD) 之 1 十 在 一 3 人 令 gG 昌 一 1 十 下 一 3ot ,从 g'(1) = 二 0 求 出 1 一 Vas 又 gg (2) 
二 6 之 0, 知 当 t 一 Va 时 g(t) 有 最 小 值 .由 g(Y2) 二 0 解 出 4 二 2, 且 当 一 zo 二 各 
一 (VY4/2)exp(i2x/3) 时 ,(1. 5) 式 中 等 号 成 立 . 

26， 设 |z2| 委 | zz | 志 7,zi 关 zz ; 则 


nn 
之 1 Z2 #1 


去 到 an 一 1)xr | zi 一 zz |. (证 明 见 [4]440 ~ 441) 


之 1 ZZ 


27. 设 zz 为 复数 (2 3) ,ze 一 zl1， 则 


>) | 区 一 zt 1 之 2(tg 区 )ImC DO) zan), 
k=1 


k=1 


仅 当 z= aorp (a )1+8 0 过 和 之 时 等 号 成 立 ,其 中 ,8 为 任意 复数 .([4]432) 
28. 设 2 | zi | 委 a<1, (从 1 到 站, 则 
2 
| O20) Co—1— Dz |< Ts (Bourbaki, N,[4]432 ~ 433) 


29, 设 xz 一 e3, 则 
(1) | z”* CO—1 | 2n | sing |. 


nm 


(2) > | zol1|< (2ntm) (mt+1) | sing |. 


提示 :用 数学 归纳 法 . 
30. 反 向 三 角 不 等 式 : 设 cERI,0 一 0 一 rr/2,a 一 69 雪 argz a+Ok = 1,.,n, 
则 有 


= | 这 Ceos0) > | ze |. 


证 | Dz | 一 | ee Dz | 之 Re(e > xi) = >) | z | cos(— a 十 argzi) 
> (cos0) >，| zi |. 


推广 设 << argx 委 c 十 9<<c< 十 方 , 则 


Da p> max [家 ,cos0| > | z; |. (L301]1986,118(1) ;140) 
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31. 设 n 个 复数 z, 满足 | 办 | 志 1, 则 存在 es == 土 1 (1 委 & 委 7 ,使 得 


D3 
提示 :用 数学 归纳 法 证 明 . ([30511987,94(8) :788 一 789) 
32， 设 ” 个 复数 zx 满足 >, zx 一 0, 则 VpcE N， 


V3sk = 1,2,,n. 


(2 》， | zi 一 zt 12， 
2 k=1 
EC ， 
k=1 (lS | ze 一 2ze + Za 1?， 
12 A 
式 中 z, 二 zo ,zi 二 Zuri. ([2]184) 


12n max | zx | < > | Zari — Zh | ， 式 中 zl 一 zl (Alzer,H.). 


3 1 
n° 一 1 1sken pe 


33，(1) ” Archbold 不 等 式 : 设 zi 为 复数 ,os > 0,&k 一 1，…7m， 


(2) 


上 且 2》) (oi) 一 1, 则 | > zx | 过 Dot | 之 | , 仅 当 Ql1Zl 一 一 VCn 包 rn 时 等 号 成 立 . 
k=1 k=1 k=1 


(2) 推广: 设 w 之 or>1, 则 | 六 zs 过 (Da) Da ll". 
k=1 二 1 k=1 


仅 当 wi | zi | 二 一 | zz 1 ! 且 zz) 之 0 时 等 号 成 立 . ([22]500) 
34. 车 cl ，…a， 为 实数 ,zi ，… zx， 入 为 复数 , 则 


| Da < EE 
仅 当 a 一 ReGQzs) 且 》 兴 台 为 非 负 实数 时 ,等 号 成 立 ,(& 一 1,… ,0). (证 明 见 [4]430 一 431) 
35.。 [MCM]. 设 复数 zi, Ck 二 1,…,n) 满足 27 | zi | 一 1, 则 这 个 复数 中 , 必 存 在 若 
干 个 复数 ,它们 的 和 的 模 不 小 于 1/x. 
36.” 设 复数 zi ，… ,zx 互 不 相同 ,它们 每 两 点 间距 离 的 最 小 值 为 4, 则 
I [av | (S$)" al. 
若 再 设 在 复数 平面 内 ,zl，… , 在 一 条 直线 上 , 则 


TT 1 一 zz | 宇 C4/2))™!(n 一 1)!1. (证 明 见 [34511980,8:34) 
j=2 


37.。 设 d(zi,z2) 一 | | , 则 
VT zi | ) 1+] zo 5 


d (zi ,zz) < d (z1 ,zs) 十 d (zs , Zz). 


证 因为 (zi 一 2z2) (1 十 zs) 一 (zj 一 Z3)(1 十 zz) 十 (zs 一 Zz)(l1 十 ziz3), 所 以 ， 
[zo—z | | 2 | ) | Cz | 1 zz | 二 | zx —z2 |*|1 二 zizs |. 
再 利用 | 1 十 zzzs 有 星 受 (1 十 | zz 上 (十 | zs 二) 和 

11 十 zzs 1 用 (C1 十 zl 十 | zs |*) 即 可 得 证 . 
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注 ”dl(zi,zz) 是 椭圆 几何 中 的 球面 距离 . 当 | zi | 之 尺 , | zx | 之 R 时 ,还 成 立 


| zi 一 zz | 四 
TR < Ad < 之 ] 之 2 | . 
38. DCz za) =|zi—2z|/| 1 一 zz | 是 双 曲 几何 中 的 非 欧 距离 或 伪 改 距离 . 若 
| zi lp lz |<<p0 < 过 p11, 则 


1 一 之 之 ! 一 之 
[a | al， 


| zl: 一 zs | | zl: 一 za | 
2 和 1 十 | zzzl | 1 1 一 | az1 | 1—p 


车 | 二 | 过 1, | xz | 过 1, 则 


| 21 |—| x | | x | 十 | xz | 
一 一 一 一 一 一 一 < 妇 也 » -一 一 一 一 一 一 一 . 
TT TF a] 
39. 设 0<r><1 1 办 一 LI 委 和 1 过 有 委 m 办 02 一 1,4A 一 AZ 9 
k=1l k=1 
c=- II* ,H H= 》\ 笃 , 则 
k=1 Zk 
2 
0 GD1AISIRIE1 GD el< nl< i 


(Richard,F. ,[30112000,243(2) ,313 ~ 325) 
40. ”华罗庚 不 等 式 (1965): 设 zi 为 实数 ,5,a >> 0, 则 


n n 性 
_ 2 2 人 > 
(人 人 mr) 二 eaZ > 


1997 年 ,Pearce-Pecaric 将 其 推广 到 复数 和 复 值 凸 函数 , 即 
(1) 设 a> 0,as 为 实数 ,6 ,xz 为 复数 , 则 


15 一 Daw + la 二 | Da >> 
“51 “+ Da 


仅 当 a4 = ReGQzi) ,A 为 复数 ， >? 吉 为 非 负 实数 ， 


a da 
且 > az 一 一 全 一 时 等 号 成 立 . 
机 a 十 Dy 
&=1 


(2) 设 a > 0,6,zi ,tw 均 为 复数 ,ws 关 0,f 是 [0,co) 上 递增 的 是 匡 数 , 则 


fd 3— Dew 站 十 一 二 | ws | fla | zi 1) > 


a 


ot Plo w | 81 

/| 二 | ww | 
若 f 为 严格 是 ; 则 仅 当 名 一 和 (二 8 去 由 时 等 导 成 立 . 
Cat 2， | os 1 | ws | 


* ([306 ]MR98m:26016) 
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41. ”华罗庚 不 等 式 : 设 zi ,wi 为 任意 两 组 复数 ,1 委 & 委 二 若 存在 常数 c 盖 0, 使 得 


| ze CO— E93D3 | wi — w; | 委 c | Zh} | 十 | CR Wj | 二 0， 
则 对 于 每 对 同时 大 于 零 的 绝对 关 | 一 zj | 之 0, | om 一 | 之 0, 下 式 成 立 


。 3 
min{| 2 —z; |> 0, | ow—w; >0 < oD 


(证 明 见 [8] 第 一 版 142 ~ 143) 

42， Turan 不 等 式 : 

(1) 设 复数 Zp DA 满足 Zk 奖 0, D6, 兴 0,& 二 1,…,n, 对 于 任 一 整数 m 之 一 1 , 定 
k=1 


Q 一 max{ | ozf| ， | D6) Cmin | ze 1 ir 一 m 十 1 ,mm 十 n), 则 
k=1 k=1 en 


n 
QQ 二 (sem FD ) ” 
1958 年 Dancs,l. 将 上 述 不 等 式 改 进 为 


1 n 一】 
Q> 3 (0m TF) 
1959 年 Makai,E. 以 及 1960 年 de Bruijn,N. G 得 到 最 佳 估计 : 
a /mk\ 
Q>| 27( . )] 
(2) 设 zi ,Db 均 为 复数 ,上 一 1,…,n, 且 | Tn Eg " 过 | 之 2 | 委 | 之 1 | 一 1, 则 


qe o> [x0] se || 


7 一 Ma 十 1，…， 
其 中 常数 A 满足 te 过 A < 8e. 
(3) 设 z 为 复数 , 令 S 一 zh, 二 1,2,%…m 二 max | zi | ， 
jE lj<n 
S, 1/k . 
MG= max| 一 ,; 若 它 1 9 9 不 全 为 0 , 则 
1<k<n | 也 


Q@ 交 地 1 二 妆 < 1, 其 中 上 \ 下 界 都 为 最 佳 


加 当 ) 和 > 一 1 > (6 十 3X4); 时 ,有 
了 | S, [> Lt AInn. 
k=1 2 


式 中 地 (1 十 1) 是 最 佳 常数 . 
(4) ”车 复 数 zi 满足 | zx | 和 1,8 一 1,2,…,n 一 1,z, 二 1, 则 
1 
开本 | |> 序 


当 ? 挟 1.6X10 时 ,下 界 可 改进 为 x/8, 但 是 最 佳 下 界 还 不 知道 .( 详 见 [4] § 2. 18) 
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43. 设 |al 关 r; cc 二 {z: [zl 二 r+}. 则 


| dz | 2xr 
| .i [ztal ~ 17 -laf | 


44. 零点 不 等 式 : 设 已 .(z) 一 Dav, as 二 1,z1，…，z, 是 P,(z) 的 零点 , 则 
40 


ls ? 2 
| <1+max | a | 


([305]112(1)(2005) ,91. 问题 11008) 


45.。 设 a,B8E 台 ,| a | 二 m，| B81== n， 则 复数 z, ,zs 满足 
D7) Dl > Dell )( DP! sl). 
Iy!=mhk al=m B=k 


(L305]112(3)(2005), 265) 
46， 设 是非 零 实数 , 二 十 六 一 1，s 之 0, 则 


(| Sz) + EA 


上 二 1 lk 
mnity 3 车 r < 妇 2 ， p 一 min{2,s} »， 7 = en 1D 9 
式 中 C= 
Nr， 若 r 宇 2, 9 一 min(s，r )， 


特别 , 当 r 二 ss 二 pp 守 2 时 ,下 式 成 立 
| 位 | BD) [az |? nr 3 | ze |?. 


Tc 


([4171155(1992) ,187 ~ 197) 


$2 解析 函数 不 等 式 


1. 1zl<le mll<71z|, (0<|z|<D. (101]70) 
2. 若 1zl 声 1， 风 1 TT1lSlzl. 
证 [es—1)= | D4/4|< 2 zd D 1 /2 Sl 
3， 设 0 达 a 忒 1, 则 
| gexp{(1—a)z} + (1 —a)exp(— az) | exp(| z |). 
4, | e:—1|<ell—1<|zl|e,(z #0). 
5. ”对 于 任意 实数 a, 有 
(1) Te—1|<lal. 


C2) | 一 1 一 各 1-， 或 21el. 
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(3) [er 一 ll 一座 十 a:/2 | 过 la (;/3! 或 i. 


如 《这 六 2 |a | 
和 2 kl |<twTFDl a 


6. 令 ja) = exp(—ia)— (1— iaC—eQ/2), 则 

4a2 ， a ER ， 
| Fo) l/lal’s, lal<1, 
pa’， | wa |p. 


| ae 1 


(4) 


7. Kloosterman 不 等 式 : 


ce 一 (十 三 )*| 二 |e 一 GT) 一 om 二， 
了 2 2n 
([4]445 ~ 447) 
2 zt | z | 
| 2 大 < mi Dr 


注 1 当 |z| 二 nn 十 2 时 ,上 界 可 改进 为 (nt 2) | zl 


ee | | z 1! 
pr 
、 2r—1 
9. 设 | zj 所 1 ;1/2 二 rr 过 1, 则 
:4dr 2r(2r— 1) 
1|< 2 一 . (Wall,H. S. ,[305]1942 ,49 :549) 


10. 设 0 过 a 过 1,1 #18 一 二 (和 一), 则 

| e| 委 | 1 十 z|1 人 1 十 81z1).(L355]1968,20(5):117 ~ 119) 
二 、 对 数 函 数 不 等 式 

1. 设 |z1< 1, 则 


(2 十 1)1C2 十 2 一 | z 1) 


-|z | 二 | ind 十 | 去 | = | 二 士 | 二 | (Wall,H.S. ,[305]1942,49:72 ~ 75) 


1 十 | = | | 1 二 +z| 


2. 车 |z|<1, 则 exp(|z|17V zl 一 1D))< 委 |1 十 z| 魏 expC z |). 


3. 车 [zl 二 1/2,; 则 G1/2) | z| 委 | log(C1 十 z) | 过 (3/2) 1 >z|. 


提示 :利用 ln(1 十 z) 二 >) (一 1) 生 zt/R: 当 | 1<1/2 时 ,有 
k= 1 
| > | 1 
STI) < 2 
4. | In(G1 十 z) |<—ln(l |z|),C0<|z|<1).cd101]68) 
5. log+1|11 十 zj|< 妇 1 十 | z 1|， 
6. |log'| zi |—~log'|z, || log2 二 logt| zi 十 zs |. 


1 
1 一 二 ma+a 
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、 三 角 函 数 与 双 曲 函数 不 等 式 


1. | cosz |< 2, (| z1<< 1). 

2. | sinz 1|<< (6/5) | z 1 (0<|z1< 1)， 

注 ”在 复数 范围 内 ,| sinz | 委 1, | cosz | 委 1 不 仅 一 般 不 成 立 , 而 且 沿 直线 argz 一 
09 关 kr (& 为 整数 ),z -> co 时 ,有 cosz-> coysinz-> 09, 例如 令 z 二 iy, 则 | cosz | 二 《(e? 十 
Ee?7)/2 -> cooly 一 00), 但 当 z 二 xz 十 iy 时 ,有 


|sinz |>1 eo 一 /2,1 tez | 之 1 二 富 
3 | shy | 志 | sinz | 妇 chy. 

4 | shy | 过 | cosz | 过 chy. 

5. jcosz | 二 ch |z1|. 

6 | sinz | 委 sh1|lz|， 

7 


| cscz | 委 csch | y |. (以 上 1 一 7 克 [101]75》 
四 、 单 叶 解析 函数 不 等 式 


设 了 是 复 平面 上 某 区 域 D 内 的 复 变 复 值 函数 ,车 导数 
f(z h)— f(z) 
h 


大 (z) = lim 

在 DD 内 处 处 存在 , 则 称 f 是 D 内 的 解析 冰 数 (或 正则 函数 ,全 纯 函 数 ). DD 中 每 点 都 称 为 f 
的 解析 点 . 它 等 价 于 了 在 DD 内 任 一 点 附近 都 能 展开 成 短 级 数 .DD 内 除 极 点 外 处 处 解析 的 函 
数 称 为 D 内 的 亚 纯 函数 (或 半 纯 放 数 ). 

若 V2 9 之 2 EE D ,zi 天 之 2 时 , f(z1) A f(zz), 称 ff 是 D 上 单 叶 函 数 , 定 义 函 数 类 S: 

S 一 (J:f(z) 一 < 十 qt 在 1z| 二 1 内 单 叶 解析 ). 西数 类 S 在 单 连通 区 域 单 叶 本 
数论 中 起 着 特殊 作用 . 区 域 DD 内 的 解析 函数 了 在 点 z。 的 充分 小 的 邻 域 B(zo,r) 内 单 叶 的 
充 要 条 件 是 fCzo) 关 0. 但 ff 在 D 内 每 一 点 的 这 种 局 部 单 叶 性 并 不 能 保证 了 在 整个 品 内 
的 单 叶 性 . 例如 函数 f(z) 二 e’ 在 圆 盘 | z | 二 RCR > ze) 内 非 单 叶 ,尽管 该 函数 在 复 平面 
上 每 一 点 均 满足 局 部 单 叶 性 条 件 . 有 关 在 DD 内 单 叶 性 的 充 要 条 件 见 [107]Vol. 5. 343 ~ 
345. 

在 第 七 章 $1 一 (二 ) 定义 1 中 ,我 们 定义 了 单位 圆 盘 DD= {z € C: |z | 二 1} 内 复 变 
量 的 凸 淫 数 六 该 上 有 震级 数 展开 式 ， 


f(z) = ocx 
若 该 函数 了 还 满足 规范 化 条 件 :as = f(0) 一 0,a 一 (oo) = 1, 则 记 为 AGE 3S". 
设 f(z) 一 “十 an 在 圆 盘 D 内 解析 ,车 存 在 D 上 的 凸 函 数 p, 使 得 p(0) = 0, 且 


Re(S)> 0,z€D. 
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则 称 f 是 D 上 近 于 凸 的 , 记 为 f € K. 
我 们 用 y 1 表示 形 如 F(z) 二 x 十 co 十 》) 答 为 |z1|>1 内 单 叶 亚 纯 函 数 类 . 


1， Bieberbach 猜想 (1916) : 设 FE S, 则 
| a [ns Vn. (2. 1) 


1984 年 De Branges 证 明了 上 述 猜想 成 立 , 同 时 证 明了 仅 当 f(z) 一 一 55z (9 为 实 
常数 ) 时 等 号 成 立 . ([322]1985,154:137 ~ 152) 
注 若 fE€S, 则 | a, | 所 1CVn). 


在 证 明 这 个 猜想 的 过 程 中 ,下 面 两 个 不 等 式 起 了 重要 作用 . 


(GD) Lebedev-Milin 不 等 式 : 设 f€ S,In 女 2 = S51cz*, 则 
k=1 


之 
Se la 二 1 一 站 二 2 二 1 一 《4 
下 一 1 k=1 k 
(2) Fitz-Gerald 不 等 式 : 设 f EE S,ax 3 ZR 为 复数 且 0 委 | E43 | 二 1,k = 1,2,.…,n, 则 
>) Daa, f(z) 一 f(z;) Da 1 
k=1 & 


k=1 j=1 (zi — zi) (1 — zx;) 


( 它 的 改进 见 [336]1980(3 一 4) :421 ~ 426 和 [L317.]1981(24) :227 ~ 242) 
注 ” 设 f€ S 且 ln 女 22 -22 az, 则 cx 称 为 了 的 对 数 系数 ,这 时 成 立 Milin 不等式: 
k=] 


2 
之 


2 


> ce ls > 二 十 6, 式 中 0 一 3》 一 0.312.([121]39 ~ 41) 
k=1 k=1 


2, 设 fE€S,f(z) =z 十 Darz*, 则 | a, | 所 1/n. 


k= 2 


提示 :f(z) 一 1haiz*1(a = 1) 的 全 部 零点 都 落 在 单位 圆 外 . 
3. Littlewood 系数 不 等 式 : 
设 f(z) 一 = 十 Db ES, 则 6, 称 为 的 Littlewood 系数 ,Littlewood 证明 | 6 | 


过 cle 过 16) 后 ,许多 数学 家 如 陈 建 功 、 斤 异 、Levin、Milin. 胡 克 等 都 做 出 了 贡献 ,特别 是 
胡 克 证 明 | 6。b, | 二 1.1305.([121]107 ~ 109) 


注 ” 设 f(z) = 》)asz" 是 整 函 数 ,Vr > 0, 满 足 | f(re*) | 委 Mexp(r) , 式 中 MI 


为 正 数 , 则 对 所 有 n, 有 


Mexp(n/k) 


| a, | Cn/k) WO 


4、 甘 界 不 等 式 : 
设 Fa = 十 了 awe' 在 1z| 二 1 中 解析 , 则 经 M6bius 变换 后 ,得 到 
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其 中 1 8 | 二 1,6/6s 是 相对 于 Poincare 度量 的 加 有 导数 得 到 人 2 2) 式 等 价 于 : 
0"f df 
Is lalnl gl (2. 3) 


因为 固有 导数 是 不 变量 . 所 以 ,不 等 式 (2. 3) 是 对 不 变量 的 估计 ,从 这 个 意义 上 讲 , 不 等 式 
(2. 3) 比 等 式 (2. 2) 更 有 意义 . 袭 界 从 (2. 3) 式 还 推出 了 一 系列 不 等 式 . 若 f(z) € 5, 则 
dp — 3, 若 人 二 1， 
1 ， 车 二 1， 
3 一 Hp | 一 24 i 
1 + 2exp(T— 丰 0 过 py 之 1， 
3 一 4p 车 4 声 0. 
([333]1986 ,31(16) :1209 ~ 1212) 
5.、 胡 克 不 等 式 : 设 JE 5, 令 qd; 二 | ami | 一 | a; |,; 则 一 2.793 之 4d; 过 3.26.(Yn). 
它 改进 了 Ye Z. Q. 和 Grinspan,A. 2Z. 的 结果 . ([336 11989,10B(1);38 一 42) 
胡 克 进一步 提出 ,d, 的 最 佳 上 下 界 是 什么 ? 称 为 Hayman 常数 问题 . ([121]:2,73) 


6. 设 F(z) z+ 5 和 E 2, 则 1 | 和 1,16, | 志气 ， [6 | 所 (1/2) 十 ce. 
k=1 
车 上 是 >, 中 星 形 函数 , 则 | 5 | 去 一 一 


40(3) :385 ~ 406) 
问题 : 若 上 FE >，, 则 当 ”>>3 时 , | 六 | 的 精确 上 界 是 多 少 ? 


-1 > 1. (Hayman, W. K. ,[317]1965， 


7， 外 部 面积 定理 (Cronwall 不 等 式 ) : 设 F(z) = = 十 bs, 在 |z | 1 中 为 单 叶 


oo 


正则 ,并 除去 在 无 穷 远 点 有 一 极点 , 则 ”2Jn16,1 声 1, 仅 当 F(z) 一 = 十 分 ~ 时 等 号 成 立 . 


多 一 | 


证 明 见 [120]Yol. 2. No. 1:159. 


注 面积 定理 的 推广 : 若 FCzy7 在 |z|>1 上 解析 且 为 六 叶 ( 即 其 所 取 每 一 值 至 多 
次 ) 且 有 展开 式 


F(z) = D6iz ,6b 天 0, 则 3 P< elo, |2. 
= 1 一 1 


上 = 一 m 


8. Milin-Lebejev 不 等 式 : 设 FE 了》',C, 是 w 二 F(z) 将 圆 |z|==r(r > 1) 映 成 的 
闭 曲 线 ,G, 为 其 内 部 区 域 ,QCw) 是 G, 内 的 解析 函数 . 若 QCFCz)) 在 1 一 |z| 二 内 的 展 
开 式 为 

QF(z)) = Sz 十 No 十 S71Bz*, 则 Sp EE< > | 8 1. 

证 明 见 [121]16 7 可 

9. 了 畏 变 不 等 式 ， 
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(1) Bieberbach 不 等 式 : 设 AGE S°, 则 


| z| |z) (2. 4) 
TFIzT <I/ S71eT 
若 fE€K, 则 
| z| 一 |z| (2. 5) 
本 天 入 | /Ha |< oy . 
(2) ”Koebe 不 等 式 : 设 fES, 则 
1 / 1 
1 ， 2.6 
arzi <!f (2 |< oy ) 
若 AE 天 , 则 
1 一 | z | 7 1 二 | z| 2.7 
dre/ (I< ely 人 
IT 一 | = | zf (z) 工 十 | z | . 
1 < | |< 1 C121]:0) 
(3) 设 fES, 则 
| argf '(z) | 过 2arcsin |z|,z€D. (2. 8) 
车 EK, 则 
| argf '(z) | 过 4arcsin |z|,z GE 站. (2.9) 


上 述 函 数 的 辐 角 在 (2. 8) 式 中 理解 为 当 Rez = 0 时 取 值 为 零 的 分 支 ,在 (2. 9) 式 中 理 
解 为 当 z 二 0 时 取 零 值 的 分 支 . 


在 (2. 4),(2. 6),(2. 8) 式 中 仅 当 f(z) = 1 二 去 (| s | 二 1) 时 等 号 成 立 ; 


在 (2.5),(2.7),(2. 9) 式 中 仅 当 f(z) 一 ey (| 8 | 二 1) 时 等 号 成 立 . 


z)? 
注 ” 当 /ES 时,(2.8) 式 有 精确 估计 ; 


4 arcsin | z |， | z | 过 


| argf (z) | 去 


r 十 la(-Lz |)， 
1 一 | z | VZ 


(L120]Vol 2 No. 1:162) 
(4) 设 F(z) 一 > 十 oa 十 2 八 E 2，yYail<<| vw |< oo, 下 式 成 立 
二 1 


| zo | 
| zo 用 一 工 


1- Tn F(z) |< 
0 


[> 
左边 等 号 仅 对 Fi (z) 一 zx 十 ao 十 ao(zz)-1 成 立 , 而 右边 等 号 仅 对 Fi(z) 一 一 了 一 < 一 十 


1 一 (zoz) 1 
Bo 成 立 . 式 中 o,B 是 两 个 任意 固定 的 数 . 
(5) ”Grunsky 不 等 式 : 设 FE 》 ,1 一 | zo | 之 oo, 则 


| InF (z) | 势 一 In[1—— i]. 
| 之 0 | 


504 第 九 章 ”复数 与 解析 函数 不 等 式 


(6) 设 FE >), 则 VYVzz:|lajl=| zx | 二 7 之 1, 下 式 成 立 
区 F(z1) — F(zs) 


Zl 2 


< 一 Ind ) (Goluzin), 


仪 当 F(z) 一 = 十 过 ee (a 为 实 常数 ) 时 等 号 成 立 ; 


F(z)— F(z; 


之 1 ~ 2 


) > 二 《 咏 畸 变 不 等 式 ) , 仅 当 F(z) 一 = 十 < 十 二 em (c 为 常数 ， 


Q 一 于 Carga 十 argzsz ) ) 时 等 号 成 立 . 
(4) ~ (6) 及 其 各 种 推广 形式 见 [122j. 
(7) 设 FE D2, 则 Vzi,z2: | zi | 之 1, 1 zi | 之 1, 成 立 
| 


Zl 2 


> /Ga [二 DG ri) (Goluzin) ([121]:18) 
1 之 2 


(8) Fan Ky 不 等 式 : 设 DD 二 {zx; | = | 二 1, zi,zs ED 的 非 欧 距 离 定 义 为 
d(xz1,z2) 一 SIn | 1— zz |+| zi — ze | 


> 


| 1 Zi 2 | | 之 ] 之 2 | 
车 f€ 5, 则 
| 1 — zi zz | flz1) — fz) | 1— zz | ， 
Te 2 exp(— 2d(z ,22)) < Ca fF) Te exp(2d (zi ,zz )); 


| 1 — zz | ( 诗 | 2 |) 


f(z1) — f(z2) < | 1 十 zzz | /十 | zo 1) 
(zi — zf "(zz ) (1 一 | 之 1 7 ( ); 


aD Ts 1T—| z, | 
f(z1) 1 一 | zs | 
fF 《zz) 1 一 | zi exP(4d(2 ,zz)). 

特别 地 ， 


|z| (1-|Iz)) -一 f(z) |z|ij 二 +|z1|) 
ITz1 < | 7 < TD 


车 f € 5S°,D 的 像 集 f(D) 为 复 平面 中 的 凸 集 , 则 


] 一 | P42 | fz1) — f(zz) 1—| zz | 
11 一 zizs | 二 | zi CO— zz | 和 Cz1 — za)f (zo) | 1— zz | 一 | zi— zz 
1 一 | z | xl) — /za) ;|< 二 1+|z | 
1 十 | z | "Cz2) 1 一 | xz | 
fw) 一 | z 之 2 二 
f Tz ) >|<( 人 | 7 )exp2dCz ,之 > ) ). 
(L30111978,66(3):626 一 631) 
10. Beiberbach 不 等 式 : 设 f€S, 则 
1 一 | z|?\f”(z) (z 一 20)(] 一 zoz) 
< 妇 2， (z) 一 
| ( 2 大 (2) 仅 当 f(z) LC — erzo) + (zo — erz)] 


且 x = zx。 时 等 号 成 立 . (证 明 见 [12012(1) ;161) 
11. 设 feES,|z | 过 7, | zz | 声 7, 则 
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全 二 和 (zi) 
7 


12. 设 AE S, 则 


二 人 (F120]2(1) :162) 


J(z)| 、\1 


Edz|) 
KC zj) 


E(| zz|) 


一 一 2 _ 一 
十 czz 十 1 一 | z | 2 KC) 


十 <2|1- | 11<1 


式 中 ,KK 为 完全 椭圆 积分 : 
EC(| z|) = Vi zlsmidt, KCOz 


([107]5:346) 
13. 设 fE S, 则 


) = 人 
用 之 ze 


Ti 
1 一 | z 下 


式 中 | z 1 一 | z | 二 1 由 下 式 确定 : 你 


(L107]j5 :346) 


zf (zz) 
* f(z) 


( 歼 界 ,[334j1953,3:208 ~ 210) 


flz) | 


之 


(1 一 并 2 )? 


(1) | z) |< 


(z) 


(1 十 x) 


(2) 


2 aln)? 
<anf1 79 1] , 式 中 ar) 一 ,0 <r<l. 


i 二 th 二 ,由 f(2)\ po—r 
(3) 设 0<r<p=th 了 3,1z| ", 则 Re (x Fe )> 0 


(证 明 见 [121]:124) 
14. Goluzin 不 等 式 : 设 f € S, 则 


坊 _ ， 罗 7 | 了， 
(1) | flre*) | 十 | f(— re*) | 委 : y+ rs 

本 i 2 1 一 > 
(2) | f' (re*) | 十 | 太一 ze) Is 和- tT 


式 中 0 过 0 一 2r,0 雪 rr 二 1. 证 明 及 胡 克 的 改进 见 L121j:114 一 122. 
15. 设 f(z) = 1+ youze, | = 1 一 1. 对 了 作 变 换 G: 


一 a 
G(f) 1 十 之 (zj 2 :4a>>0,A4 宇 0 
(1) 车 Ref>>0,|z| 二 1, 则 
1 a 
ReG(N > {1 (aT1) }; 


(2) 若 Rer>ao， iizl|= 一 >， 则 
1 十 (1 一 2a) 半 一 2(1 一 a)7 
1—r “ 
(Chan Kim Yong 等 . Panamer, Math. J ,1997,7(3) :105 ~ 111) 
、 fz) 
16. 设 fE 5,0<4<1,( > ) 一 1 十 >)D,(A)z"， 


n=1 


ReG(f) 之 
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AGA 十 1)…( 人 十 2 一 1 


A 一 | DOD ID IE i 


胡 克 提出 以 下 问题 : 
(1) 0 一 1 和 <1 时 ,6G) 的 最 佳 值 是 什么 ?已 知 5(1) 二 1. 


(2) | D, (二) | 的 最 佳 上 界 是 什么 ? 
(3) Vse>>0,Duren 猜测 (证 明 或 否定 ) : 


| Da ( 广 ) | [ID | 过 oo 


AiQ0) _- 0 
(4) > < co,0< <1 是 否 成 立 ? 


其 中 (3) (4) 已 为 胡 克 所 解决 , 详 见 胡 克 的 专著 [121]. 
17. 平均 模 数 不 等 式 : 设 f€ S,p 交 0,0< 三 r 三 1,M(7) = max | f(z》 | , 则 


1 " MC) ]? 

汪 |， | Fe +ao< | Pdr. 
证 明 见 [121]27 ~ 28.。 p= 二 1 时 , 称 为 Littlewood 不 等 式 . 
推论 设 FES 疡 > 万 5,0 < 到 1， 则 

1 如 r zt 1 

if | f(re®”) ra < p| Hw 
18. ”车 f(z) 二 2》)arz*(al 一 1) 是 单位 加 内 的 单 叶 解 析 函 数 , 则 当 0 二 rr 过 1 时 ， 

上 二 1 


A 2x 
二 | | fre | dg 过 >/ 一 让) | | Fores) dF/ 7). 
2rJo 2rJo 
(56]Vol. 2. 29. Ex155,158) 
19. 车 fE€ES, 则 


{2 21z| 4|z| 
FT 1 zl Tp (2. 10) 
f”(z) 6 
从 而 fT) < Te (2.11) 
(2. 10), (2. 11) 式 对 Koebe 函数 f(z) 一 0 成 立 等 号 .实际 上 , 2.10), (2.11) 式 对 


D 中 任何 单 叶 函数 均 成 立 . 特别 , 若 f 在 D 内 单 叶 ,从 (2.10) 式 有 精确 的 不 等 式 : 
| £0)/f Co) | 4. 
1982 年 Osgood, B. G. 做 了 进一步 推广 . ([368]1982,31(4) :449 ~ 461) 


20. 设 f(z) 一 Doz 在 圆 盘 刀 = {z: | z | 过 1} 内 单 叶 解析 , 则 
(1) | f(z) |< Gm | z | 二 7,0 之 7 之 1,(Jinkins- 夏 道行 )，; 


(2) | Ca) < 与 下, 式 中 |z|<1, | fz) |<1. 
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胡 克 将 (1) 改进 为 : 


| f(z) | 过 cI 


{1 [C1 rr 2 一 | Cn 12 J]?}'4, 


— rr) 
仅 当 | ec | 二 rm 一 户 )? 时 等 号 成 立 , 其 证 明和 进一步 的 改进 见 [121]:137 一 138， 
21. 设 feE 3S, 圆 周 A= {z: |z| 二 r 达 1) 的 像 集 /(A) 称 为 等 高 线 , 记 为 L(f,7). 


K(f 21+ (人 


r 1 一 


仅 当 f(x) 一 (IT 在 = 一 了” 时 等 导 成 立 ; 


我 们 间 :KCf,7) 的 精确 上 界 是 什么 ? 
目前 已 知 f 属于 S 的 星 形 函 数 子 类 时 ， 


KCf sn) < 和 tr (7) ， 


工 十 和 


仅 当 f(z) = 如 二 yz 在 z 二 7 时 等 号 成 立 .有 关 参 考 文献 见 [107]3:391 ~ 392， 
22. 设 f(z) 在 z 二 0 的 邻 域 内 具有 级 数 展开 式 : 
ja) 一 < 十 mz" 并 设 In /P= 一 Dit”, 
式 中 a4 与 w 为 常数 系数 , 则 ff 在 D = (z: | xz | 过 1) 内 单 叶 解析 的 充 要 条 件 是 YN， 
Vrisl 过 上 过 NN, 成 立 Grunsky 不 等 式 : 
| > ，awknzkzh < > 去 | ze | 


(Duren,P. L. ,Univalent functions, Springer, 1983) 


23. 设 f(z) = Dicz' 在 圆 盘 D = {z: | xz | 过 1) .上 解析 , Ref(z) > 0, 则 


ml 
2n! > Gln,k) | 过 | 


| f°? (z) [Ee | 2 7 Ref(z),， 


m 


式 中 Gny0) = 1， Go,D 二 n 一 1l， Gln,m) = D1)Gm kmh, 


k=1 


mn 一 1， m 二 1,2,…,n 一 1. 特 别 当 | f(z) | 二 1 时 ,有 


| F762) | 去 2 十 (1 | fz) 12).([330]36(2005),193 ~ 197) 


24. ” 设 f 是 形 如 f(z) 二 =z 十 an" 的 开 单 位 圆 盘 上 的 单 叶 解析 函数 , 且 是 8 阶 强 
a 凸 的 (其 定义 见 第 7 章 $1). 则 对 于 复数 z, 下 式 成 立 
| as 一 zaz < im 吧 十 8e 十 3 一 4z(C1 十 2a) | 8 ， 


全 2a 十 1 《1 +o)’ 
其 证 明 及 更 多 的 结果 见 [330]34(2003) :21 ~ 28. 
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25. 今 $ = 二 {ff ES:| fz) |<1, f(z2)K0,zED), D= {z:|z|<=<1}, 


A= sup { | Da 
k=0 


:f/fE€ So } , 则 
A<Cos 一 1.616… 
但 上 界 Ce 不 是 最 佳 的 . 于 是 ,我们 问 ,是 否 存在 最 佳 常 数 C, 使 得 
4 过 CC 一 Co?([330]35(2004) ,101 ~ 104) 
26. 设 f(z) 是 |1z| 二 1 上 单 叶 解析 函数 ，f(0) = 二 0, 了 (0) = 1， 则 


一 4 gargf’ (z) 4 
IT zl SI 


(2) | argf’ (z) [<2loe (1 二 到) 


注 “满足 某 些 附加 条 件 的 单 叶 解 析 函 数 类 的 系数 不 等 式 , 见 1330j37(2006),345 ~ 
354. 


五 、 一 般 解析 函数 不 等 式 


1. 设 f 在 D= {zEC;|z| 二 1) 上 解析 , | f(z) | 过 1. 了 (0) = 0, 若 存 在 数 7r EE 
(0,1) ,使 得 fl7) 一 大 一 7) 一 0. 则 

| flz) | 过 | 

(美国 加 州 大 学 贝克 利 分 校 1991 年 试题 》 


2. ” Schwarz 不 等 式 : 设 /在 圆 | z | 二 R 内 解析 并 满足 | f(z) | 过 M. 了 (0) = 0, 则 
性 乙 | 


yp 
1—riz:|" 


| f(z) | 所 


,([z|= R); | £ CO) < 


这 是 最 大 可 原理 的 一 个 直接 准 沦 ,Lindelot.E 还 把 Schwarz 引 理 推广 到 一 般 域 的 情形 . 
3. 设 f(z) 在 | z| 二 1 内 解析 且 | f(z) | 过 1, 则 


1 一 Fo I<1 zl TT < zl<1, 


仅 当 f(z) 二 上 二 二 (a E R1) 时 等 号 成 立 ,ru 二 f(z0)。 


1 + woerz 
4. 设 f(z) 在 | zj 二 1 内 解 析 , 旦 | /2) | 过 二 则 
| fC0) | 一 | < | fC0》 | 十 | = | ,| 


(1) z [= 1); 


TF TT S|/ IS TF FO Tz 
(2) Pick 不 等 式 : 设 | z| 二 1, |w| 二 1, 则 


fz) 一 flw) zw 
1— fl fz)| 11 一 oz 有 
特别 有 7 二 |< 11 — F005 f(z) | 
(3) 车 | zi | 过 rr 二 1, | zz | 过 7 二 1, 则 
A eg ] 二 
Zz — Zl 1—r 
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5. [MCU]J. 设 f(z) 是 将 单位 开 圆 盘 刀 上 映 人 自己 的 解析 函数 , FC0) = 0, 则 在 D 上 
下 式 成 立 
| fC2) + fz) |S2|z|’. 
仅 当 f(z) = hz: ,| 4 | 二 1 时 等 号 成 立 . 
6. 车 f(z) 在 |z | 二 1 内 解析 , 且 | f(z) |<1, Fo) 王 8B>0, 则 当 |z| 委 >< 工 时 ， 


_6GL 一 | = 有 |xlUa—pB) 
| 7 1— (8|z|’) ST Bl aly 


7，。 设 f(z) 一 3a 在 |z| 二 1 内 解析 , 且 | f(z) | 之 M, 则 


Mia lM 一 | ao |:. 


8. 车 f(z) 一 = 十 >)avz"，, 则 
n=2 


[zj| (1 一 2|z|) 


一 | (0 <<| z|< 1). 
9. 设 b, 这 0,9(z) 一 DS)6,z", 当 1z| 过 1 时 收敛 , 则 当 0 过 a 二 x,z 二 re*(0 过 r 
n=1 
二 1) 时 ,有 
工 | 2 1 2 
二 | | gC(z) | db 之 6 | p(Cz) |* d0. 


1 一 | 9/a |1 蔡 10| 委 wo， 


提示 : 令 8(0) 一 
iE 0， 若 a 二 | 9 | 过 x 


考虑 


4 1 sin(n — 7 ) 0 
| | g(0) |?exp(i(n—m)0)d0 = [ m7 a (nm) 


2a/3， 70 一 Nn, 


2" mn， 


([76]154 ~ 155) 


10. 设 |z| 过 1,(1 一 zx) 二 》)asz", 则 存在 两 个 常数 c1 ,cs ,使 得 
闫 一 0 1 
0 < cl < ay < cy < cc 《2. 12) 
提示 :(2. 12) 式 等 价 于 


ioga, = (4 一 1)logz 十 0(1). (2. 13) 
而 由 二 项 式 定理 ,得 到 


rTDD…(r 十 nn 一 1) 


nl! 
所 以 loga， = 二 Djlog(r+ hk 1)C— > logk. 
ce 十 172 | 1/2 “! 
再 利用 | ,logtdt 一 | {loge? 十 log(1 一 卢 /02)}dt 二 logc 十 OCe-?) 即 可 得 证 . 
11. ”Caratheodory 不 等 式 :” 设 f(z) 在 图 | z | 过 R 上 解析 ,M(r) 一 max{| f(z) |: 
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|z|=r<R},A(r) = max{Ref(z): |z|=r<R), lim A(r) 二 A(R), 则 对 于 0 志 | > 
| 二 +r 二 R, 有 
(1) 


Ref(0)|; 


2r 


(2) Refl(z) < Ref(0)1 


二 7LACR) Ref(0)]; 


(3) Om Te Ref(0)]; 
(4) A SET Re 
(5) M(D 过 _A(o) 去 二 号 二 2M (0) HR ACR). 
车 A 全 
(6) ”车 f(z) 在 |z| 二 R 内 解析 , 非 零 且 有 界 , 令 一 六 二 “,8 一 六 一 ,0<r<R, 


则 
M(r) < MC(O)*M(CR)S. 
其 中 lim M(r) = M(R). 除 了 f(z) 是 常数 外 ,M(r) ,A(r) 都 是 -的 严格 递增 函数 . 
(7) 若 AGr) 宇 0, 则 


Mr) < < RACR) 十 | Fo) | 


而 且 
27T2n1lR 
(R— 7r)™! 


提示 :利用 f(z) 一 | 二 dw; 式 中 C 是 以 w = z 为 心 ,8 二 (RR 一 让 /2 为 


(8) 令 T0) = 中 jg flre”) | 40, 式 中 
XJo0 


max | f(z) | 过 CACR) 十 | £60) 1). 


logz， 之 之 1， 
log+ x 一 
0， 0<<><< 1 
则 当 0 志 | z | 二 7 二 RR 时 ,有 T0) 二 logr MCr) < RELITR). 


12， Reza 不等式 : 设 f(z) 在 区 域 Rez 宇 0 内 除去 虚 轴 上 可 能 有 极点 外 是 解析 的 ,又 
设 f(z) 二 了 f(z) 且 Ref(z) 宇 0 (Rez 守 0), 则 对 于 Rez 实 0, 有 


| PC [HOt 
~ 之 十 之 « 


13. 设 f(z) 在 |z| 二 R 上 解析 ,在 | xz|==rClr 二 R) 上 ,A(r) = supRef(z), 则 

| a | 过 max{4A(7r),0) 一 2Ref(0),n 一 0,1,2,…, 式 中 a 为 f(z) 的 Taylor 展开 
式 的 系数 . 

14. 设 f(z) 在 |xz 一 zo | 二 R 上 解析 , | f(z) | 过 MM,f(z) 的 Taylor 级 数 为 f(z) 


= jan(z 一 zo)", 则 
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(1) Gatzmer 不 等 式 : > | a。 |2R2 < M2. 


(2) Gauchy 不 等 式 : | f(zo) | 过 于 天 i; | a; | 三 


n) 1/n 
由 此 推出 Cauchy-Hadamard 不 等 式 : imsup( 太 二 (zo) ) 之 J py 
[HE 


式 中 d(zo ,9D) 是 从 zo。 到 f(z) 的 全 纯 域 的 边界 9D 的 距离. (L107]Vol. 1,512) 


15，。 设 /(z) = Daiz' 在 圆 | = | 二 R 内 解析 , 令 


A(f) = sup {| Ref(z1)— Ref(z2) |: | zi | 二 R, | zs |<= R;, 
DOf) = sup{| f(z) — f(z) |: | zi |<R, |z |<R), 则 : 


(1) la | R< SA. 
(2) la | R<FDN. 


式 中 因子 2/x,1/2 都 不 能 再 改进 . 
(3) 对 于 所 有 rr 二 R, 当 |zi | 过 7r, |z | 过 rr 时 ,有 


| Ref(z1) — Ref (2;) [< LACfarctg(r/R); 


| Imf(z1) — Imf(z:) | SADIn 


Rr 
一 7 
16. Harnack 不 等 式 : 设 F(z) 在 |z|1<1 Re > 0, 了 (C0) 为 实数 , 则 


|z| 0 lt 
(1) f(0) ji | 全 Ref(z) < 过 f(0) 1 一 zf 


(2) | Imf 9 [< 0) 放生 
|z | 1+|z| ， 
(3) f(0) 于 | <1 7 S70 TE Isl 


式 中 仅 当 f(z) 一 wo 二 人 < (avc 为 实数 且 wo > 0) 时 等 号 成 立 . 


Fan ky 将 上 述 不 等 式 推广 到 算 子 , 即 设 X 为 复 Hilbert 空 间 , 了 为 X 上 有 界线 性 算 子 . 


全 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 
ReCT) = 于 CT 十 T* ),Im(T) 一 却 (T 一 T* )，(T* 为 工 的 共 生 算 子 ) 


设 厂 ,T 为 X 上 Hermite 算 子 . 荆 过 Ts 表示 T; 一 全 为 正 算 子 , 即 ((Ts 一 Ti)x,x) 之 0 
TX.T 之 T, 表示 Ts 一 7T 为 可 首 的 正 算 子 ,1 为 恒 等 算 子 . 设 上 TH 二 1,g 为 D = 


9 


1z| 二 1} 上 解析 函数 ,g(T) 是 由 Riesz-Dunford 积分 所 定义 的 算 子 ( 见 本 节 后 面 No. 


45) Reg(z) > 0,z €E D,g(0)=1,g(0) = g (0) = = g” (0) = 0,(n 2 2, 则 
(4) [I— gCT)* [LT 一 gCT] 过 [LT 十 gCT) TY) (TI)LI g(T))]; 
1 一 1T*1 _ 1 二 
(5) 二 一 一 -一 一 一 一 CT) Ti 
| 
1 十 外 Tv 21T" | 
(6 (TY)— lt i I ST 
”sD TT ST 
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经 


1 一 首位" 1 十 呈 工 * 
7) 1—1T"|] < Reg(T < 
人 TTT RED SI 
NT Do tT 
人 I 
(9) 1 二 TDCI- 全 一 1 十 去 I| < Tz <r< DOT < 
(10〉 车 中 TH 过 7r 二 1, 则 


ReT(I—T)7 >— oI. 


1 十 7 
仅 当 开 = 一 rl 时 等 号 成 立 ; 
(11) 设 TI 二 1, 复 数 z 满 足 zl 三 1,0 志 7 声 1, 则 
TT 一 zDOC 一 zT)- 了 过 1. 而 且 (TT 一 zD (1 一 zT)7 | 寺 7r 伟 


yy? 加 2 
1 oe 1 | < < a = 号 
([354]1982,179:293 一 298;54(2) :333 ~ 339, 另 见 第 14 章 § 2. No. 42,43) 
17、 设 f(z) 在 |z| 二 1 上 解析 ,Ref(z) 过 和 A, 则 

| f(z)— f(0) | 委 2RefA 一 Fo)) 1z| (|z|) 
18. 设 f(z) 在 |1z| 二 1 上 解析 , | fCz) | 委 1, 80) 二 0, 则 


1， 若 |z|[ 委 V2 一 1， 
DD If | 和 Gare)y we 
条 TFT eli<lzl<l. 


(2) ”车 还 满足 | Jo) | 二 a, 则 
jzij (tamilz|) 志 QO~alz|)| f(z) |， 
19. 设 f(z) 在 D== {z:; |z | 二 1) 内 解析 . 


iT 


QD) 车 f(0) 一 0,Ref(z) 之 A (A>0, 则 17 和 到 sl ,ze D). 

(2) ”车 fC0) ==a> 0,Ref(z) > 0, 则 ”7 
fF |< z|, | f’(0) | 20. 

(3) 车 1 f(x) |< 了 | (z € D), 则 

| f(z) | 委 4G 一 [zzED) | f°" 00) [< a <7< 1). 


r(1— 
二 n/(n 十 1) 时 ,得 到 | 了 ?00) <atD!(it 计 ) 之 en 11. 


| fF‘ (z) | 1 . 
(1) im 过 yy" 工 十 iy). 


[| f(z) — f(zo) | 二 | z— zo | 
| f(z2)— fz)1 “1z—zo) 
21， 设 f(z) 在 |1z| 过 1 上 解析 , 则 在 | zz | 二 1 时 成 立 


(2) 
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2x 
Qlzl) 1 fo | 生 去 | | Fe) | db. 
AJo0 


提示 : 先 证 Clz |) f= fp (to) |z|=1. 


NAL ltl=1 [q 


22. ” 若 f 在 一 个 包含 加 B(z。,R) 的 开 集 G 内 是 解析 的 , 则 
| f(zo) 1 过 | | | f(zo + re*) |2rdrd0， 


、 = 1 n ”a hl(z) — wl -一 
23. 设 F(z) = 50 )* 了 一 大) "其 中 h《z) 是 方程 w 一 2 一 0 在 


|z| 二 1 内 的 根 :w = 二 h(z),h(z) 在 | z | 二 1 内 解析 ,h(0) 二 0, | hhCz) | 二 1, 则 当 |z| 
二 1 时 ,有 


n=1 


(1) J < FP I< i 

(2) | 去 | F(z) |< TH 

(3) 7 ce <I F (2 I< oo jc 和 z [3 
C4) ss <| F(z) | 去 二 | 


证 明 见 [375]1986 ,2(3) :127 ~ 130. 

24。 ”Schottky 不 等 式 : 设 f(z) 在 |z| 二 R 上 解析 ,并 且 f(z) 关 1, 而 当 |z1<1 时 
f(z) 关 0, 则 在 |z| 志 9R (0 委 0<1) 上 ,有 | f(z) |< SCf(0), 外 ), 式 中 SCf(0),) 是 
由 了 (0) 与 9 确定 的 正常 数 . 

25. [MCUJ. 设 为 f(z) 的 m 阶 极点 , 则 存在 正 数 c ,cs 及 e 汪 > 0, 使 得 
0 二 | z 一 zo | 二 e 时 ,有 


cl |z—zo | ”| f(z) | es | z—zo | ™. 


26. 设 f(z) 在 |z| 之 1 内 解析 且 | | fle?) 1 mg = 1, 则 当 守 一 1 时 ,有 


1 
] 二 ， 当天 9 
ee 当 《 为 整数 
(2 | sinkr |) !， 当 上 不 为 整数 . 
27,， (1) 设 f(z)= 二 1 十 ez 十 … 在 |z | 过 1 上 解析 ,a 二 1, 若 | z| 志 1 时 ， 


Re[z?f”(z) 3zf (2) —af (2)1 >—1, 则 Ref(z) > 0. ([305]1984,91.;446) 


(2) 设 f(z) 在 单位 加 DD 一 {z: 1z| 二 1) 内 解析 ,fC0) 一 0 且 | 2 sf 2) | 之 1， 


则 | f(z) | 二 1 (xz € DD). 
28. 设 g(7) 在 0 之 7 二 1 上 递增 ,gC0) >0,f(z) 在 |z | 二 1 上 解析 ,f(0) = 0， 


若 | f(z) | 过 pC z0); 则 | f(z) | 二 有 | z|g(| xz]), 式 中 ,常数 & 一 220/27, 


pC0) 
29.。 设 f(z) 在 1 zj] 过 7 二 R 内 解析 , 则 
(1) ”Jensen 不 等 式 : 
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log | fC(0) | 去 到 | os | flre*) | dt (2. 14) 
2 
车 f(z) 在 z= 二 0 有 m 重 零 点 , 则 
log | limz "f(z) | 二 log(r”》 过 |log | f(re*) | dt， 
Jensen 不 等 式 还 有 以 下 形式 ， 
iog | f(0) 1+ Dloglr | 1 SE log | foe) | de, 
Pt Tt 


式 中 ,zi 为 f 在 1z| 过 + 内 的 零点 Cm 重 零 点 作 m 个 零点 计算 ). 
提示 :利用 Poisson-Jensen 公式 : 


iog | /C0) i+logTTr | = 17 = /log | ce) | dz. (L8582) 
=1 
(2) ”Polya-Szeg 均值 不 等 式 : 当 p 汪 0 时 ， 
27 1/ 
1,(r) 一 (于 | | flre*) de.) (p > 0) (2. 15) 


是 > 的 严格 递增 函数 ,而 且 log7 (Cr) 是 logr 的 同 孔 数 . 当 p 二 2 时 就 是 Hardy 均值 不 等 式 ， 
这 个 不 等 式 还 包括 了 著名 的 Hadamard 三 和 俩 定理 . 
(3) ”几何 平均 不 等 式 : 


2r 
G(r) = exp (去 |， iog | 7(e | de) (2. 16) 
是 > 的 递增 函数 ,而 且 logG(r) 是 logr 的 凸 范 数 ， lim CT, C7))) 二 G(《7). 式 中 了 (7r) 由 
p> 
《2.15) 式 定义 . 
30.。 Hadamard 三 圆 定理 : 设 /在 开 集 G = {xz €E C:0 志 Ri 二 lz| 二 R,) 上 解析 , Yr: 
Ri rr 之 R;, 令 M(7) 一 Sup | f(z) |. 若 RR nr < 怀 ;; 则 


lnzr 一 lnr 


InMcr) < EinMr) + inMn), 

它 表 明 lnM(r) 是 lny 的 凸 函 数 . ([74]Vol. 1 :238) 

31. 三 线 定理 : 设 下 是 闭 带 域 D = {z1z 二 x 十 iy ,0 三 ZX 忒 1} 上 有 界 连 续 复 值 池 数 ， 
并 在 DD 的 内 部 解析 .车 对 于 所 有 y, 有 | Fliy) | 委 mo，| Fl 十 iy) | 委 mo ， 

则 对 于 所 有 xz 二 xz 十 iy € D, 有 
| FCz+Tiy) | mi mi. 
即 若 令 & = sup{| F(x 十 iy) 1 一 ce<y?<co,0 委 2Z 魏 1, 则 YWz) == lnk, 是 凸 函数 ， 

注 ”定理 的 证 明 见 [65]180 ~ 181, 利 用 三 线 定 理 可 以 证 明 Riesz 凸 性 定理 ,这 是 L? 
空间 的 基本 插值 定理 ,由 它 可 以 推出 很 多 重要 的 不 等 式 , 有 关 三 线 定理 的 类 似 结果 及 其 应 
用 ,参看 [56]Vol. 1. 174 一 183. 

32. Lindelaf 不 等 式 : 设 区 域 刀 含有 z。 ,并 且 以 zx 为 中 心 .r 为 半径 .ae 为 中 心 角 的 图 
弧 在 DD 的 外 部 ,以 C 表 示 DD 的 边界 9D 与 圆 盘 | zx 一 az | 过 7 的 交 , 若 了 在 DD 内 单 值 解析 ， 
| f(z) I 过 M, 并 且 对 于 所 有 E C, 有 

limsup | f(z) | 过 mM, 


则 对 于 所 及 守 > 2x/a, 有 
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| f(z0) [< MT ,mn, 
33. Carleman 不 等 式 : 设 品 是 线段 0A ,OB 以 及 连接 A,B 的 Jordan 弧 AB 围 成 的 区 
域 ,AOB 二 or,R 是 0 与 48B 的 最 大 距离 ,f(z) 是 D 上 的 解析 函数 ,车 对 于 OA ,OB 上 的 
5, 有 limsup | f(z) |< M, 而 对 于 AB 上 的 5, 有 limsup | f(z) | 达 m < M, 则 在 人 AOB 的 
角 平 分 线 上 的 点 z€E D, 有 | f(z) | 三 M?m?*, 式 中 pp 二 (| x | /RD) 
34. Doetsch 不 等 式 : 设 f(z) 在 带 状 区 域 S$= {z|z 二 Xx 十 iy,Xi 守 XX 一 CO 之 y 
二 co} 上 有 界 解 析 . 若 对 于 zz 过 zz 过 xs,| f(z) | 在 x 二 x; 上 的 上 限 为 M(xzj),j 一 1， 


2,3, 则 MCzz) 和 妥 Mz)rM(zs)f. 式 中 a 一 汪 B= 3 1 


Xs XT3 一 x1. 
35. Gabaa 不 等 式 ,其 可 求 长 昌 续 工 位 于 另 -一半 曲线 C 的 内 部 ,并 且 了 是 C 内 的 解 
析 函 数 , 则 存在 绝对 常数 A, 使 得 


| | Fa || dz <4| | fC2) || dz |. 


但 A 的 最 佳 值 还 不 知道 ,猜想 A = 2, 当 C 是 圆 的 情形 ,已 证 明 是 正确 的 .([4]$ 3. 8. 45) 
36. ”积分 估 值 不 等 式 : (1)〉 设 在 曲线 C 上 定义 的 连续 函数 f(z) 在 C 上 满足 
| f(z) | 魏 M, 曲 线 C 的 长 为 L. 则 


[| -repdz <|. | ra | dz |< ML. 
式 中 | |= Vdz 十 dy 是 曲线 C 的 弧 元 . 
J |< > | fC&) || Azs <My | Az, |. 


max | Az, | 一 0 取 极 限 即 可 得 证 . 
特别 地 , 若 C={z:z 一 re”0 委 0 入 2r), 则 


仿 


dz 
| .< < 和 
2 Res xR 
(2) 0 1 + Rom < > nD 
2 《Res)e liRe® 
(3) [ 本 dg|<ax 二- (R>1,0<~a<= 1). 


37. [MCUJ. 设 f(z) 在 D={z:|z| 过 1}) 内 解析 ,有 目 在 PD 内 | f(z) | 志 M.z,*…， 
是 /0z) 在 内 按 量 数 计算 的 零点 ， 则 在 DD 内 ,有 


# 别 有 | fC0) 1<MIT 1a | 


38. ” [MCU] 设 w= RM {z: | z | 过 1) 到 平面 区 域 @ 上 的 保 角 映 射 ,wo 
一 了 (zo), 则 


inf{| ww |:w FE 0} S| fF 20) 1 一 | zo 1). 
提示 :将 Schwarz 引 理 用 于 广 : 上 . (美国 1984 年 博士 资格 考试 题 ). 
39， Phragmen-Lindelif 定理 : 设 f 存单 连通 域 D 内 解析 , 若 存 在 D 中 复 值 解析 聘 数 
gg 在 D 中 有 界 且 不 取 零 值 , 若 存在 正常 数 M,aD 王 AU 了 ,使 得 : 
(1) VaE A,limsup | f(z) | 妇 AM; 
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(2) VbEB,Yy> 0, limsup | fz) || pz) 17 魏 M. 


则 Yz ED,| f(z) | 委 M. 
40. ” 准 素 因子 不 等 式 : 整 聘 数 


工 一 z， p= 0,， 

E(z,p) | 一 p 
{a pec p21 

k£=} 


称 为 准 素 因子 (或 基本 因子 ). . 
(1) 车 1] zj| 过 1/2, 则 | El(z,p) 一 1 |] 才 4|z]?; 
(2) 车 |z| 志 1,p 宇 0 时 , 则 | ECz,p) 一 1 | 魏 | z 1; 


(3) 设 >)1mwl2<cop>0c>0, 则 


3 一 1 


ITE( 过 ,2 一 1 [< ope | z |?). 


(4) | E(z,p 一 1) | 委 exp 人 (|1z| 和 ) (5 为 常数 ). 
注 ” (3) 的 证 明 用 到 (4). ([74j]Vol. 1,260 ~ 261) 
41， Milin-Lebedev 不 等 式 : 设 f 在 D = {z; | z | 二 1} 内 解析 ,ff(0) = 0， 


用 1 [fazdy < %, 则 当 思 之 0 时 ,下 式 成 立 


D 

£ 2 一 1 2 1 7 2 

2 ja ze | expfCz) | drdy < exp (zp FD | | fC2) ?dzrdy\. 
当 钙 一 0 时 ,下 式 成 立 . 

1 2 1 , 2 

冯 || 1 epye | al< exp(#)| 17 (z) | dzdy|， 
仅 当 f(z) = 一 (p 十 1)log(1 一 cz) 时 等 号 成 立 ,c E DD 为 常数 . ([344]1992 ,3) 


42， Marcinkiewicz-Zygmund 不 等 式 : 设 P,1(z) 为 nn 一 1 次 代数 多 项 式 , 则 当 1 二 p 
< ce 时 ,有 


| 1 Pa 1 dz |< D1 Pz) |， (2. 17) 
z k=1 
当 1 记 pp 这 吕 时 ,有 
TD | Pd) So) | Ps bladel, C2. 18) 
k= z 
式 中 (x) 为 次 单位 根 :m4 二 exp (全 ) ,4 (2. 19) 


coycy 为 只 依赖 于 p 的 常数 . 

1989 年 沈 塘 上 虽 、 钟 乐 凡 将 其 推广 为 : 

对 于 任意 整数 g 宇 0, 任 取 9 十 1 个 不 同 的 自然 数 0 一 ra < ta 过 ms 过 之 ym 
过 ,1 忒 上 过 gq. 则 对 于 任意 入 次 多 项 式 Pn(z) CN 一 (gq 十 1)n 一 1), 有 

(1) 当 1 二 pp 二 时 ， 


| Ps | dz | oD PD {PY Ge) /ne 
2 k=1 j=0 
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(2) 当 0 二 pp 二 吕 时 ， 
六 六 | PN (Cz) |* /not <c| | | Pn Cz) I* | dz |， 
k=1 j=0 * 
式 中 (zx) 是 由 (2. 19) 式 所 确定 的 单位 根 ,ci(k = 1,2) 是 依赖 于 Pym ， ”9 729 的 常数 . 
(北京 大 学 学 报 ,1990. 3.257 ~ 265. 其 他 推广 见 [332j1991.7(1) :100 ~ 107， 
[335]1994,23(1) :66) 


43.， 超 几何 函数 不 等 式 : 超 几何 级 数 定义 为 : 


(az Fo Cr+mWrGi+n ,2" 
Feici 一 a FED 2 Fctn) a 式 中 (0), 


ala 十 1)…(a 十 n 一 1),(a)o 二 1.4a;b,c 可 以 是 实数 或 复数 .F(a,5b,c;z) 在 单位 圆 刀 一 {z 
EC:|z1<1) 内 解析 . 它 可 解析 延 拓 到 整个 复 平面 ( 奇 点 z= 二 1 和 z 二 除外 ) ,这样 延 
拓 后 的 函数 称 为 超 几 何晴 数 . 

(1) 令 日 == Flaylycy;1)yasc 汪 0,c 一 a 之 1, 则 当 |z| 过 1 时 ， 


FH HCH— 1) | 加 
下 (ay lyc; Zz) 3 < 2H—1 . 当 z 1 时 等 号 成 立 ; 


H 
ReFl(a,l],c; 2) 之 5 


(2) 设 c>a>0, 则 当 |xz| 迄 1 时 ,下 式 成 立 


2 


| Feele+D z) — 和 二 二 
| 1 2c 一 & 十 cz La | z | 
Fla,l,c;— 2z) 2c—a 2c—a 
车 Rez 之 一 1/2, 则 
FCslsct 1 —#) 元 一 一 去 元 二 
1 C 十 @ 十 az 


一 | xz | ， 


[Fe c++a e+a 
(CWall, H.S, ,[324]1940,7:146 ~ 153;[305 |]1942,49;72 ~ 75) 
44.”( 复 )H? 函数 不 等 式 : 设 /在 圆 D == (z: | z | 二 1) 中 解析 ,0 二 pp 二 %， 


27 1/p 
1 = sop { 读 |。 1 ftw) rae) 
若 | Fl ， < co, 则 称 f€ 日 *( 圆 盘 的 Hardy 类 ). He 表示 DD 内 有 和 界 解析 函数 类 . 
(1) Fejer-Riesz 不 等 式 : 设 /在 | z | 过 1 上 解析 , 则 V0:0 过 9 二 2x,p > 0, 有 


| | flre®) 12dr < | | fer) |?dt, 
, 3) 


仅 当 f 寺 0 时 等 号 成 立 . 式 中 系数 1/2 是 最 好 的 . 证明 及 其 早期 推广 见 [4]460 ~ 461. 
1983 年 潘 一 飞 证 明 : 设 FE H?,0< 二 pp 二 0. 若 0 二 a 二 1, 则 


1 _ 1 2r ， 
| = | f(x) dr < zt | fler) rdis 


若 a 盖 0, 巾 
| | zl | fx) Paxz<Mm| | fle:) jzdt 
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[2sin (ar/2) ,0 < a<1, 
RT MM fs “之 1 
([333]1983 ,28(5) ;316 和 胡 克 [159] 3 4. 18) 
(2) ”Riesz 不 等 式 : 设 正二 x 十 如 E BCT) ,1 一 六 一 co, 其 中 卫 是 R" 中 一 个 开 凸 
锥 , 则 存在 常数 A, 二 ce ,使 得 对 于 yE 工 和 > 一 0: 下 式 成 立 
1/ 


1/p p 
(| etiy) de)” Sa) uctiy) dr) 


注 械 为 开 凸 锥 指 : 子 集 TC R' 满足 : O04FT,@ 基 x;y ETasB 之 0,; 则 or 十 > €E 
TIT.C 为 2 维 复 欧 氏 空间 ,TT 为 基 的 管 Tr 一 {之 :之 一 《zl 2) 一 (Xx1 十 iy1 9""" Tn 十 iy») 一 
zr 二 iy€C, 有 是 y€ET.FE HI(Tr) 指 在 下 在 Tr 上 解析 且 对 所 有 y E 有 


| | FCzHiy) Pdr A? (p> 0).(565]138 ~ 139) 
。 


45， Jilia-Fan 不 等 式 : 设 /在 = (z: |z| 二 1} 上 解析 且 | f(z) | 过 1, 若 xz, EDD， 


1 一 | f(z,)| _ 
工 一 | z, | 


设 们 是 Hilbert 空间 和 上 的 有 界线 性 算 子 是 ‖ 工 ‖ 二 1. f(T) 是 Riesz-Dunford 积分: 
Fo = 2 | fC) CI — T) -1dz. 
2m c 


式 中 C 为 D 中 正定 向 简单 闭 可 求 长 围 道 .为 恒 等 算 子 , 则 
(1) ADI FD ACT IT 一 FT 
<aulGT 一 TO 一 TTD-CT 一 下 ) 13 
(2) ”车 (I 一 TC 一 了 T) < BT 一 全 了 T),8 二 0, 则 
[IT— fT * J fT] < og [LI fT) f(T)]; 


让 | _8_ 网 
(3) 车 中 工 TFB < 了 和 p80' 则 


a < co. 


使 得 limz, 二 1 ,limf(z,) = 1,lim 


| fCOD) 1 _T1 一 [321]1979 ,239:241 ~ 245) 


8. 

1+op T 十 三 

46. Von Neumann 不 等 式 : 设 /在 D = {z: |z| 二 1) 上 解析 , ACD) CD. f(T) 是 
Riesz-Dunford 积分 (No. 45), 若 了 是 Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 , 且 上 开外 过 1, 则 


| .FT 1 1. 
Fan Ky 改进 了 该 不 等 式 ,例如 , (0) 二 0 时 ,得 到 
上 工 上 十 | fC0) | 


| FT 志 | TH <1.([354]1987,194:7 ~ 13) 


1+ TE.|l fF Co) | 
47. Wolff 不等式 : 设 f 是 D = {z= 二 | z | 二 1} 上 人 解析 函数 ,f(D) CCD,f(z) 关 z， 
z ED,f" 是 了 的 2 次 选 代 , 即 Fi 一 了 ji 三 了 所 和 记 2, 则 存在 复数 w, | w|= 
1 ,使 得 
| Fn(Cz) 一 co zw | < 妇 r(zyz)z €E 门 . 
1 一 | = [1 一 到 上 , 
2[1— Re(w 2z)] 2[1i 1 Re(wz) |] 
Fan ky 将 其 推广 到 算 子 上 .([354]1982,179:293 ~ 298,[387]1983,12;295 ~ 304) 
48， Pick 不 等 式 : 设 ww = f(z) 在 单位 圆 盘 DD = {z: | z | 二 1) 内 解析 . | z | 二 1 时 


式 中 cCw,z) 一 


,rr(W ,2) 一 
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| f(z) | 过 1， dvw = f(z)dz. 
则 
| dw | | dz | 
iI-Iwh 1 
49.， Grotzsch 原理 : 设 0 二 +r 二 尺 二 吕 , 圆 环 K(r,R) = {z:r 二 |z | 二 R}) 包含 有 限 
个 互 不 相交 的 单 连通 域 DC 过 有志 n) ,Di 具有 Jordan 边界 ,边界 上 分 别 包含 圆周 
1]z|= 二 r+, |z| 二 RR 上 不 退化 为 点 的 弧 Ci 和 如 .车 De 被 映 和 信 某 个 矩形 G = (也 :0 二 Rew 
a0 < mw < bx.) ,使 得 Cx 和 Ls 分 别 芙 穿 长 度 为 CE， 了 的 边 , 则 
yap 2x 
2 < Rm’ 


FE- (L321]j1916,77:1 ~ 6) 


仅 当 D; = {z:r 之 | z | 过 Ra < argz < (ay 为 常数 ), 且 UU D, 覆盖 开 (r,R) 除去 
射线 argz 一 a; 和 argz 二 B: 上 属于 K(x,R) 的 那些 区 间 时 等 号 成 立 . (L107]Vol.2:780) 

50. Bloch 常数 不 等 式 : 设 互 是 单位 圆 盘 D = {z: | z | 二 1) 内 的 解析 函数 f(z) 类 ， 
f(z) 的 Riemann 曲面 在 其 一 叶 上 包含 一 个 半径 为 Bj 0 的 最 大 开 圆 盘 , 令 B=inf(Br: 


f EH}. 则 将 一 B < 0.472. (L317]1970,2:689 ~ 695) 


1 11 
TC OT 
1982 年 ,Minda 证 明 B 声 i 并 猜想 等 号 成 立 . (J ,dAnalyse Math. 
1+V3T(7) 


1982,41:54 ~ 84) 


51。 设 f(z) 在 图 | z| 二 RR 内 的 展开 式 为 f(z) 二 Dow", 令 g(%) 一 了 名 w, 则 g 
的 展开 式 在 整个 平面 上 收敛 ,而 且 存在 M 0, 使 得 | | 二 7 二 民 时 ,下 式 威 空 
8 [< Mexp (1), a® (2) [< exp (EL). 
52. 设 f(z) 在 圆 | | 过 1 内 解析 , fla) ==0, |a| 过 1. 则 |z| 过 1 时 ,下 式 成 立 
| Fa |< 1 
53. 溉 及 在 1 <1< 3 上 解 ， | Ref(z) | 过 1, 则 
GD) | ReLf(#) —f(0)] |< Sarcsin | = |， 


(2) | Im[ f(z) 一 f(0)] 2 2 | ): 


54. 设 p 守 1, f(z)= 二 ww 十 包 是 |z| 二 R 上 正则 函数 ,，v(0) 一 0, 7 所 民 . 令 


M,(f) = (去 |。 | fCr ee) Pag) ， 


则 


(FE Mo, 1<p 志 


M,(f) <| (Riesz 不 等 式 ) 


2 pM, (ww) 六 2. 
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([317]8(3)(1933) :242 ~ 247) 

55. 设 F(z) 在 圆 D = {z: | zx | 过 1) 的 内 部 解析 ，Di: ,D: 是 圆 的 任 2 个 直径 ， 
1 二 0， 则 

1 

7176 0 
sin(F )t eos (2) 
式 中 0 是 直径 之 间 的 锐角 夹 角 . ([317]9(2) (C1934) :90 ~ 94) 

56， 设 /是 |z|<1 上 的 解析 函数 ,Ref (zxz) 汪 0, f(0)==0, (0)==1, |z|==r 达 1， 

Re (KE Cz) ) |%#< 2r + dlog (Tt). 


| f(z) 


(Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci. 65(1)(1989),15 ~ 16) 


A(D)=1, dA,.(z) 一 (ae 十 1)(1 一 | z |)"dA(z), 


| Heo al< | ep 1 ael, 
Di UD, aD 


则 


fl = ,176% raA cw) 


加 权 Bergman 空间 定义 为 Af = (f:f 在 D 上 解析 而 且 上 fa < 2). 
在 Bergman 空间 上 以 下 三 个 不 等 式 成 立 : 


1 
(1) Fejer-Riesz 不 等 式 :| (1 一 | Z1) | f(x) ?dz < | f(z) |*dA,(z); 
(2) Hardy 不 等 式 : 设 f(z) = 二》 aiz" € Ai, 一 1 过 a 过 00, 则 


ratorT (z+1) 


Ta lS a) | f62) | dA 2); 
?nt DT(s 十 2 十 9] ? 


(3) Hardy-Littlewood 不 等 式 ; 设 0 三 p 才 2, 一 1 之 a 之 %2,， f(x) 二 》)arz" € A?， 
n=0 


~ TCat+ DT( 轩 +!1) 
>， (2 十 1)z |a, |2 < 去 2rcs| | f(z) |?dA.,(z), 


"= r(% +2+e) 
特别 地 


o0 


Dt Dr ele | fC) ahsca， 


式 中 cc 二 c(p,a) 是 与 ia 有 关 的 常数 . ([305](2004) :520 一 525) 
58，” 亚 纯 函 数 的 Schwarz 导数 不 等 式 : 设 了 = (|z| 志 1) 是 单位 圆 盘 ,上 是 刀 上 亚 
纯 函 数 . 令 
Jf _1l/fV 
3 一 (FP) (FF) 
则 Sj 称 为 上 在 D 上 的 Schwarz 导数 ,定义 非 欧 距离 
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g(tw, 2) 一 也 (人 | w—z| ) wzED 


11—zw| 

H(zya) = {w E Di:o(w,z) <a) (0<a< oo} 
与 

T(zya) = {w EE Diolw,z) 一 ca) (0<a<= co) 
分 别 是 中 心 在 z E DD 半径 为 a 的 非 欧 圆 盘 和 非 欧 图 周 . 记 p== pla) = tha, 0<a 委 ce， 
zD(Cce) 一 1. 

(1) 车 f 是 D 上 亚 纯 函 数 ,使 得 Sj 是 D 上 全 纯 函 数 . 则 Ya,6€ (0,00), VYz€ED， 

下 起 成 立 


2 _ 1 去 
@ Gd -| zs |<p “(KCps28—) + | S/ (9 dedn| 
} - _Dl ; 
@ Qlz|yi| sz) |<p “(KCps28 1) 二 | 1 SC | a || ， 
式 中 


p [ 
， C0， 
5 一 6 十 切 K(p,c) = (Ha) 


(2) 若是 上 单 叶 亚 纯 函数 , 则 
人 sup(C1 一 | z|)?|S,(z) |< 6; 


6rxp’ 
1 2 


® | 1S0 | ddy< EPs; 
® | | Sj(O [+ | dz |< ?ep. ([368]28(C1)(1979) ,131 ~ 135) 
T(z,a) 
59. 设 polz) 一 1 十 > 加 zt Repo(z) 之 0,a>>0, |x|< 之 1， 
&=1 


pn CZ) 一 | pe (z)dz 二 1 十 万， 9 


k=1 


式 中 po 一 (2 年 4) 2 则 


Qa 


~ Q ” 一 
(1) | | 魏 (2) | zs(z) | 委 1 十 2 2 (5 下) 辣 ， | = | 一 7. 


_ 20 _,， 
(atk)" 


(3) ReP,(2) >1+27) (sf 让) 一 7)*, | z |= 7. ([330]37(2006),355 ~ 366) 
(at 


注 1 形 如 f(z) = xz? 十 》)apmiz*"1(p > 0) 的 亚 纯 p 阶 函数 类 的 系数 不 等 式 ， 


畸变 不 等 式 等 见 [330]37(2006) ,251 ~ 260. 
注 2 ”解析 函数 的 某 些 子 类 的 系数 不 等 式 、 增 长 和 了 畸变 不 等 式 等 见 [330138C2007)， 
103 ~ 109,301 ~ 306,39(2008) ,325 ~ 334,40(2009) ,31 ~ 39 等 . 


六 、 多 了 叶 解 析 函 数 不 等 式 
设 f 在 域 D 内 取 所 有 的 值 至 多 m 次 , 且 恰 取 到 某 个 值 闷 次 , 则 称 了 在 忆 内 是 m 叶 的 ， 
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当 和 2 盖 1 时 , 称 了 为 多 叶 函 数 . 
1. 设 1 x|=1 时 ,m 一 1 < Re( 他 ce)<m+1, 或 


Dn an an | 一 | a。 | 一 Dk | an |. 
n=2 k=2 
则 f(z) = 二 》)asz" 在 |z| 志 1 内 是 m 叶 的 . 


2， 设 /(2) 一 二 Daz'(as 一 1) 在 0<<| =| 坟 1 内 是 由 叶 解析 函数 , 则 对 所 有 
递增 丽 数 Fi) ,it 之 0, 下 式 成 立 
d fz yg 
也 |. FC| f(re*) |)d0 < o. 


特别 , 当 F(z) 一 志 时 ,就 成 为 面积 定理 . 
我 们 还 可 以 定义 该 f(z) 在 0 二 |z| 志 1 内 平均 m 叶 解析 的 概念 (例如 见 [122]J) ,这 时 
面积 定理 变 成 : 
yo 1 | ac，| 2 二 72. 


1 


3 
1 


$3 ”调和 函数 不 等 式 


一 \ 调 和 函数 的 定义 及 其 性 质 ~ 
设 0Q 是 R” 中 开 子 集 ,f € Li.(0), 了 在 开 球 B= 二 B(z,r) 上 的 平均 记 为 
1 
fs = zB | dr) 


车 Yr:BCz,7) C0, f(z) 声 faa.e.x € 0. 则 称 和 在 2 上 是 下 调和 的 , 它 等 价 于 Ar 
之 0. 

车 一 了 是 下 调和 的 , 则 称 f 是 上 调和 的 . 

若 


flx) = ZB] dy) a.e.X 02. 则 称 f( 在 Q 上) 是 调和 函数 , 它 等 价 于 


Af = 0. 
了 在 R" 中 单位 球面 S”" 上 的 平均 记 为 


f 
式 中 是 球 B(z,r) 的 半径 . 
设 /是 下 调和 的 , 则 存在 唯一 函数 7.0 一 RRU (一 co) ,使 得 7(z) = f(x) a.e.xE€ 
Q. 而 且 了 也 是 下 调和 的 ,并 且 成 立 平均 值 不 等 式 ， 
~ 1 1 ~ 
f(z) < zB | de) < nes ¥Cz + rw) do. 
在 一 些 著作 中 ,直接 用 /满足 Laplace 方 程 Af = 0 来 定义 /是 调和 函数 ,并 常常 将 f 改 记 


= | fz + re) de 
阿 
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为 zy 即 : 
设 u(x) 二 ulzx1，,"… ,zs) 在 区 域 DC R"* 上 有 二 阶 连续 偏 导 数 , 且 满 足 Laplace 方程 : 


Au 一 S193 二 0,(x € DD), 则 称 和 是 D 上 的 n 元 调和 函数 . 


调和 函数 x 的 一 个 基本 性 质 是 平均 值 公式 :x 在 以 z 为 中 心 ,r 为 半径 的 球面 SCz,r) 
上 的 平均 值 等 于 它 在 圆心 的 值 , 即 


人 -1| gy 
uC) ee RE re vt+m)d 


式 中 >)，, 是 R" 中 单位 球面 ,wi = pC( 》),,) 为 >》，，， 的 表面 积 . 

利用 平均 值 公式 立即 得 出 调和 函数 的 最 大 最 小 值 原理 :车 4 在 区 域 D 内 调和 ,在 DD 的 
闭 包 忆 上 连续 , 若 x 不 是 常数 , 则 它 不 能 在 D 的 内 部 取得 最 大 最 小 值 , 即 Vz € ,成立 
inf{z(z):zED)<xz) <supfxCz)szED) (其 中 上 、 下 确 界 均 为 有 限 数 ). 

当 n 二 2 时 ,用 复数 z= z 十 iy 的 记号 ,将 u(x,y) 记 为 ul(z), 若 ulz) 在 |z| 二 RR 内 
调和 ,在 | xz | 三 RR 上 连续 , 则 Vzo: | zo | 二 民 ,平均 值 公式 可 写成 


ua) 1 Rb 
? 2rJizl=R | z—zo |? 


这 就 是 著名 的 泊 松 公式 . . 

二 维 调和 函数 和 解析 函数 有 密切 联系 :在 区 域 D 内 的 调和 函数 一 定 是 DD 内 某 解析 应 
数 的 实 部 或 虚 部 ;反之 ,D 内 的 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 D 内 的 调和 函数 ,并 称 虚 部 为 
实 部 的 共 思 调 和 孙 数 . 调和 函数 的 详细 讨论 见 [65] 第 2.6 章 ,[72]、[87]、[114] 等 . 


二 、 调和 函数 不 等 式 
1. 设 B 是 上 半空 间 R+! 二 {((Czyy) :并 所 R’",y > 0} 中 以 (zo ,Yo) 为 中 心 的 球 ,u(x， 
y) 在 B 内 调和 ,在 B 的 闭 包 上 连续 , 则 对 任意 正 数 请 ,下 式 成 立 
| ulzxo,yo) |? < |, | uCxz,y) |?*drdy. (3. 1) 


式 中 w(CB) 是 球 B 的 体积 ,常数 C 与 B 无 关 . ([322]1972,129.137 ~ 193) 
(3.1) 是 上 半空 间 Rf 中 的 调和 函数 不 等 式 .由 此 可 以 推出 : 若 uC(z,y) 在 RPT! 中 调 


ul Re®* )d0. 


sup| ,| ulzsy) ?dr <oo, 则 sup | ulzyy) | 委 A4Ay (0<y<%). 
y>0JR IER” 
2 若 u(x) 二 w(xzi,… ,zy) 是 区 域 D 上 的 维 调和 函数 ,B = B(x,r) 是 万 中 以 z 
n lal 
为 中 心 ,> 为 半径 的 球 , (os ，… ,a,) 为 多 重 指标 , 记 | a | 一 Da Dr 一 Fe 则 
此 一 芋 nn 


az9 
| Dr Cz) [< ar end | uCy) [dy)Y?. (L721275) 
B 
下 面 3 一 6 是 二 维 调 和 函数 不 等 式 ， 


3. Harnack 不 等 式 : 设 u(z) 是 单位 圆 盘 DO z |<1) 上 非 负 的 调和 函数 ,D(z。 ,r) 
= {z ED:|z—z | 二 7r}. 则 


sup{u(z) :2 € D(z)7))} ( 十 rz inftw(z):z €. D(zo 5,7)). ([87]187 ~ 188. 278) 


—r 
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4. Hardy-Littlewood 平均 值 不 等 式 : 设 zx 在 单位 圆 盘 忆 上 调和 ,DCzo ,7r) CC D(zo,R) 
.CD, 若 0 二 一 co, 则 存在 常数 c 一 c(zb) (与 尺 ,ru 无 关 ) ,使 得 


sup{| uCz) |:z € D(z ,7)} < Rn, | zz) 12dzdy)12， (3.2) 


式 中 B= DCzo,R)INDCzor) (0 之 7 过 玉 ). 

更 一 般 地 , 若 (3.2) 式 对 某 个 po (0 过 po < co) 成 立 , 则 (3.2) 式 也 对 所 有 p:0 二 
二 po 成 立 . ([87]188 一 191) 

5， Littlewood 从 属 运算 (Subordination) 定理 : 设 x(z) 是 DD 中 的 次 调和 函数 ,f 是 D 


uCf Cre ar < ulrer Yd,0 rl1T= (—x,xl. 


提示 ;不 妨 设 f(x) 天 zexp( 座 ) ,4 为 实数 ,于 是 当 |xz| 志 7 时 | 了 (zx) | 二 r. 若 wlz) 表 
示 x(z) 对 DCG0,7) 的 调和 扩张 ; 则 w(f(z)) 在 1z| 达 + 中 调和 . 由 平均 值 性 质 , 有 


| wf re a = rw f(0)) = 2 C0) = fCre de. 


再 考虑 到 z € D(0,r) 时 ,ulz) 过 w(z) ,不 等 式 即 可 得 证 . (L87]197. No. 6. 31) 
6.， 设 u 二 (x,y) 为 单位 贺 DD 上 的 非 负 调和 函数 ,Ci ,Cs 为 DD 内 光滑 曲线 ,Ci 位 于 
C。 所 围 的 区 域内 , 令 f(x,y) = (u(xz,y))?,(p > 0), 则 


GD 当 p>1 时 ,0 过 [ds <|， 疆 ds, 当 0 二 pp 过 1 时 ,两 个 不 等 号 均 反 向 , 当 
P= 二 1 时 ， 
af af 
0 一 | as < 34ds» 
式 中 3f/3n 是 了 洛 曲 线 C 的 外 法 向 的 方向 导数 . 
(2) ” 当 p 之 1 时 ,(u(0,0))?* 之 去 | [etreosb,rsin9)]db， 


当 0 二 pp 二 1 时 ,不 等 号 反 向 . 当 p 二 1 时 等 号 成 立 , 这 就 是 二 维 调和 函数 的 泊 松 公式 ,其 
中 0 二 + 之 1. 
7. 车 flz) 在 |1z| 二 R 内 调和 和 且 非 负 ; 则 


| z | R+|z| 
/(0) RR [70 < /0) Ra 


8， R" 中 的 Harnack 不 等 式 (对偶 Harnack 不 等 式 ) :这 是 正 调 和 函数 两 个 值 之 比 
w(x)/uly) 的 上 、 下界 估计 不 等 式 ， 

(1)” 设 也 为 R" 中 的 区 域 ,x 是 D 上 非 负 调 和 函数 ,D(Cxo,7) 是 R" 中 以 re 为 中 心 、 
r 为 半径 的 开 球 ,车 闭 包 BCzo,7) CD,Vx € Blzo;p) ,0 二 pp 过 7 ;下 式 成 立 


(Ey 人 (Ee )*(<o) ,或 
A max{u(z):r € Blzosp))< 人 E Blzo,p))}. 
相关 文献 见 [10712:837 ~ 838. 
(2) 设 * 是 及" 中 开 球 BCz,r) 上 的 非 负 调和 函数 , 则 Vz,y E B(z, 侣 )， 使 得 
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3 xz) 委 22(z) SC uly). (3. 3) 
这 种 形式 的 Harnack 不 等 式 并 不 是 最 佳 的 ,但 它 很 有 用 . 因为 它 通过 确定 非 负 调 和 函 
数 变化 量 的 界 来 量化 极 大 值 原 理 .人 [167] 第 9 章 ) 
9， A 一 py 平均 值 不 等 式 : 设 0 是 R* 中 开 子 集 ,f € Li.(0), 若 在 D'(Q) 中 ， 
Af—f>0. (3.4) 


则 在 Q 上 存在 唯一 的 上 半 连 续 函 数 产 ,使 得 Y= fa.e. 于 0 且 


f(z) < fz rw ) do. (3.5) 


_1 _l1 

J lr) pl(S™1)Js 

式 中 J:[0,ce) -> (0,co) 满足 J(0) = 1 并且 是 
(A—py)J(|z|)=0 

的 解 . 使 用 Bassel 函数 [2 ,J 可 以 表示 为 


卫 
2 


Jr) = (和) ( 中) Tea Cp 7), 


车 (3.4) 反 向 , 则 了 是 下 半 连 续 函 数 且 (3.5) 也 反 向 . 
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在 本 章 中 , 设 n 阶 实 方 阵 为 


相应 的 行列 式 记 为 
D=|A1|= detA = det(a;). 

车 a5 = 一 aiij 一 12, 则 A 称 为 对 称 矩 阵 ; 若 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 都 大 于 0( 或 
非 负 ), 则 A 称 为 正定 矩阵 (或 半 正 定 和 矩阵 ) ; 若 A 为 复方 阵 , 且 A 的 转 置 矩 阵 A 等 于 A 的 
共 罗 和 矩阵 和, 则 称 4A 为 Hermite 矩阵 . 记 4" = A 3; 4- 表示 A 的 道 矩阵 ,4@B 表 示 A 与 
B 的 Kronecker 乘积 ,4A。B 表 示 A 与 召 的 Hadamard 乘 积 ( 或 Suhur 乘积 ).r(4A) 表示 和 矩 
阵 A 的 秩 ( 即 非 零 矩阵 中 不 等 于 零 的 子 式 的 最 大 阶 数 ) ;trA 表示 A 的 迹 ( 即 A 的 主 对 角 线 


上 各 元 案 之 和 ):trA 一 Deu.2A) 表示 A 的 特征 值 , 即 A 的 特征 方程 p(X) 
二 | A 一 21 | 二 0 的 根 4.(1 志 过, 其 中 了 工 表示 阶 单位 矩阵 ;oC(A) 表示 A 的 奇异 值 . 
oA) = AA A)'S. 

pC4) 一 max | ACA) | 称 为 人 的 谱 半 径 . 若 Yas >0, 则 称 A 为 正 插 阵 , 记 为 全 0 
若 Van 宇 0, 则 称 A 为 非 负 和 矩阵 , 记 为 A 之 0; 若 A 一 B>>0( 宇 0), 则 记 为 A> B(A 之 B). 
车 方 阵 A 满足 A = A !, 则 称 A 为 西 和 矩阵. 若 A'A 二 AA ,( 即 A 与 4 可 交换 ), 则 称 A 为 
正规 矩阵 . 实 对 称 和 矩阵 、Hermite 挫 阵 . 正 交 和 矩阵 与 西 抑 阵 都 是 正规 矩阵 . 

n 阶 方 阵 A 的 积 和 式 定义 为 


per(A) = ST awew), 
式 中 求 和 遍及 {1 2 ,7} 的 一 切 排列 oO, 
若 A 的 每 一 行 元 素 的 和 ,以 及 每 一 列 元 素 的 和 都 等 于 1, 则 称 A 为 双 随 机 和 矩 阵 . 
设 A(ii,…,is) 表示 A 的 第 i ,…,ii 行 和 列 交 又 处 元 素 组 成 的 主子 阵 , 相 应 的 主子 式 
记 为 detA (i 9 ,in ). 


PA) 一 I detA(i1 s*** ,i). 


1 < i 


称 为 A 的 所 有 阶 主子 式 之 积 . 
其 中 的 乘积 共有 [a 特别 P,(A) 二 | A |;P, CA) = Tes. 
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1. Hadamard 不 等 式 (1893):; 设 DD 是 具有 复元 素 aw (&,i 二 1,…,n) 的 矩阵 A 的 行 
列 式 , 则 


D:=IAl:< 1 as12). (1.1) 
天 一 1 j=1 


仅 当 对 于 每 对 不 同 的 &,j， 2 amam 一 0 或 人 1.1) 式 右边 的 因子 中 至 少 有 一 个 等 于 零 时 等 
号 成 立 . 

(1.1) 式 的 几何 意义 :2 维 空间 中 平行 六 面体 的 体积 不 大 于 它 从 某 一 顶点 出 发 的 各 边 
长 度 之 积 , 而 当 这 些 边 互 相 垂直 或 某 一 边 的 长 度 为 零 时 则 等 于 这 个 乘积 . 

特别 当 Van 为 实数 且 | as | 委 M 时 从 (1.1) 得 到 DD 过 Mn”, 仅 当 Vay 一 1 或 一 1， 
且 A44 二 nT(1 为 n 阶 单位 矩阵 ) 时 等 号 成 立 , 这 样 的 矩阵 称 为 Hadamard 和 矩阵 . 

(Bull,Sci, Math,1893,17(2).240 ~ 246) 

若 A= (aw) 为 nXm 算 阵 , 则 


1 44°* |< [| 1a 1 ), (1. 2) 
k=1 7 一 1 


仅 当 A 的 行 向 量 相 互 正 交 时 等 号 成 立 . 
若 A 二 (aj) 是 x 阶 半 正定 Hermite 矩阵 , 则 


1 41< Ta, (1. 3) 
仅 当 A 为 对 角 阵 时 等 号 成 立 . 
利用 Hadamard 不等式 可 以 推出 许多 其 他 不 等 式 ,目前 对 于 Hadamard 不 等 式 已 有 上 
百 种 不 同 的 证 明 方 法 . ([30]81 ~ 84;[2]64) 
Hadamard 不 等 式 已 有 许多 推广 和 改进 : 
(1)” 若 将 A 中 a 换 成 矩阵 Auw ,就 可 将 (1. 3) 式 推广 为 Fischer 不 等 式 : 设 下 述 A 为 
半 正 定 Hermite 从 阵 : 


A Ai An 
A= Az Az "" Az ， 
Ani Anz 机 人 A 


式 中 hu (一 1,…,m) 蕴 为 方 阵 , 则 


Al<IiA. 
仅 当 A 为 准 对 角 阵 , 即 As 一 0( 和 尖 力 时 等 号 成 立 . 
证 明 见 [30]84, 由 此 推出 :将 A 分 块 为 A = (4 : A;), 则 
1Al’*<|IAtA|.| A;?A,|. 
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仅 当 A? A;, = 0 时 等 号 成 立 . 

(2) ”Szasz 不 等 式 : 设 A 为 n 阶 正定 Hermite 阵 , 则 

| A |= P,(A) < (P(A) & 1 & [Pn Ch) < [PCA)j 委 
< (P(A))® < (P(A))® < P(A). 


式 中 心 一 C 证 明 见 FT30]85 ~ 86 ,或 [360]1957,8:274 ~ 275. 


由 此 推出 : | A |< (JI | 4w 1) 站. 式 中 ,A 表示 除去 A 的 第 i 行 和 第 i 列 后 剩 下 的 
子 阵 . 王 谅 儒 证 明 PP 关于 & 是 递增 的 . 其 中 k= 0,1，… 7 一 7 一 1 了 7 = 0,],.…,n—1, 


( 


nj ? 一 。 8 9 
5 C[345]1989,5:28) 
( 4 ) 
(3) 设 A= (ay) 是 nXn 实 方 阵 , 令 
= {De :45 > 0}, A =- {D1e a 0),D=|Al. 


1978 年 ,Schinzel 证 明 : 
D< I (max(A ,A;,)). 
1980 年 ,Johnson 与 Newman 将 上 式 改进 为 ， 
DD 过 < IT cmaxch ,As)) 一 I (min(Ai,A,)). 


闻 年 ,Minc 证 明 对 复方 阵 也 有 类 似 的 不 等 式 . 但 对 于 非 负 实 方 阵 ， 上 式 反 而 不 及 
Hadamard 不 等 式 ， 
1986 年 , 层 伯 击 对 Hadamard 不 等 式 作 了 实质 性 的 改进 ,证 明 :对 于 ”Xz 阶 非 奇异 复 
方 阵 4 一 (ar ), 下 式 成 立 
| Daaal’ 
> | ax |? 


作者 猜测 ,上 式 对 四 元 数 除 环 上 的 可 中 心 化 非 奇异 阵 仍 成 立 . (复旦 大 学 学 报 ,1986， 
2544) :429 ~ 435) 
1989 年 , 李 广 兴 证 明 : 设 A = (ax) 是 半 正 定 Hermite 方 阵 ,o 为 非 恒 等 置换 , 则 


二 det4 之 Te 一 | IIeeu ， per4 之 [Taw 十 | TI ew |. 
&=1 &=1 
这 两 个 不 等 式 加 强 了 Hadamard 不 等 式 和 Marcus 不 等 式 . ([339]1989,9(3) :372 一 374) 
(4) 设 A== (as) 为 nn 阶 方 阵 , 令 


~ | au | ， 到 一 J， 
Gy 一 , 
一 | ($3 | ， kk 入 J 


ren | p=1 i 


I 


”< a | Lo 一 
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则 MCA) = (6。) 称 为 A 的 比较 矩阵 ; 
若 | au |>> Ri(A) = >) | a 1,k=1,2,.,n, 
Ea 


则 称 A 为 严格 对 角 占 优 算 阵 ,于 是 下 式 成 立 
| deth |> TT [lan [~ R.A)]; 


| detA | detM(A) > max{ | au | TI a; 1— R; (A))}. 
jk 


( 胡 永 建 ,[345]1994,7;38 一 41) 
(5) Oppenhein 不 等 式 : 设 A,B 是 ” 阶 正定 Hermite 方 阵 , 则 


Cdet 4) [| bn < det(4oB)， 
k=1 
式 中 AoB 是 A 与 B 的 Hadamard 乘积 .由 此 推出 : 
det Adet B 和 det(AoB) (|[]aw) (lou); det(AoAT') > 1. 
k=1 k=1 


(证 明 见 [30]88 一 89) 
2. 设 A.B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 . 


令 S, (A) 一 (A+A'),S- (A) = 寺 (4 一 人) 


若 4* 二 A 为 正定 矩阵 . S， (B) 为 半 正 定 矩 阵 , 则 

(1) |det(A 十 B) | 之 det(A)+| detCB) |. 

由 此 推出 : 当 S (4) 为 正定 矩阵 时 ,成 立 | detA | 三 det(S; (A)) 十 | det(S_ (4)) |. 它 
是 下 述 Ostrowski-Taussky 不 等 式 的 改进 : 

| det A | 宇 det Si (A), 仅 当 S (A) = 0 时 等 导 成 立 . 


(2) ”车 det(4A 一 B) = 0 的 复 根 个 数 为 m, 令 p= 二 元 一 , 则 


| det(4A 十 B) |* 之 (detA)?* 十 | detB |*, 
仅 当 det(24 一 B) 三 0 的 复 根 为 纯 虚 数 上 且 模 长 相等 , 实 根 相等 并 等 于 复 根 模 平 方 时 等 号 成 
Ys 
1 


| det(A 十 B) 1'” 大 (= 


| detGOA 十 (1 一 人 )B) | [MNT] | detA |* | detB |™. 
由 此 推出 , 当 A” 二 A,B”= B 均 为 正定 矩阵 时 ,Minkowski 不 等 式 成 立 : 
Cdet(A++B))'” > (detA)'” + (detB)™”. (1. 4》) 
仅 当 B= 二 X44 (4 > 0) 时 等 号 成 立 . ( 何 洽 瞳 ,L339]2002,22(1) :79) 
Fan Ky 从 另 一 角度 推广 上 述 Minkowski 不 等 式 : 
设 A,B 为 n 阶 正定 方 阵 ,As 是 A 的 由 前 & 行 和 前 & 列 形成 的 主子 矩阵 , 则 


2 RE 去 
(这 外 + (二 二) < (下 二 抱 ) 


) 4 detA | 十 | detB |Y"); 
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正定 矩阵 的 Minkowski 不 等 式 (1.4) 还 有 以 下 推广 : 
pldetA)”™” +-g(detB)™” & Fdet(pA + gB)]’, 
仅 当 A 一 aB,(a > 0) 时 等 号 成 立 ; 
设 Asll 过 上 & 迄 my) 为 n 阶 正定 矩阵 , 则 Y ps 之 0, 有 


Dprfdet MYT” STdet( DpA)] 

k=1 大 二 1 
证 明 可 用 凸 函 数 不 等 式 .数学 归纳 法 等 . ([345]1989,7:18;1985,3:31,[2]70;[342]1991， 
3;64 ~ 66. 汉 慈 陈 , 杭 州 大 学 学 报 ,1994,21(1):11 一 15) 


部 称 传 证 明 , 设 As 为 正定 同 阶 Hermite 短 阵 ,px > 0 且 也 一 1,mwn 之 2, 则 
2 [1 CaetAs)” ]< ll[der( ZA )] (1.5) 

([344]1985 ,4) 

1987 年 张 福 振 指出 ,(1.5) 式 对 于 宇 1 也 成 立 . ([344]1987 ,2) 

1990 年 沈 光 星 讨 论 2 p; < 1 的 情形 . 证明， 

四 设 Au 都 是 r > 2 阶 Hermite 正定 知 阵 ,pr >0， 了 pr 之 十 , 则 


聘 n ， 
ZL ade A I J [eet( Zh%)] y (1.6) 


仅 当 As 都 为 某 矩 阵 B,G 达 之 坟 的 倍数 且 了 pi = 上 时 等 号 成 立 .(1.6) 式 对 实 对 称 
正定 矩阵 也 成 立 . 
@” 设 As 都 是 * 之 2 阶 Hermite 半 正定 矩阵 ,或 实 对 称 半 正 定 抢 阵 ,0 之 三, 则 


> [Cases ) 下 < [> (dt( DAs)) 地 
> [ (2 ders ) ?下 之 [> (det( PA) ) J 


(杭州 师 院 学 报 ,1990,3;14 一 18) 
3. 设 Ap 是 nn 阶 方 阵 A 相应 行列 式 detA 中 dg 的 代数 余子 式 ; 则 


Cdet A)”™! 过 [Tr Oa 2] ， 
仅 当 >);(axax) 二 0 时 等 号 成 立 . 
i 
“ 1/2 1 六 
站 "< 总 了 J 


仅 当 2 = D3 = = > 时 等 号 成 立 . ( 尹 景 邦 ,L345]1983,2:25 ~ 28) 
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4.” 设 A.B 为 半 正 定 Hermite 方 阵 , 则 
det(A 十 B) 守 det(A) 十 det(B). 
仅 当 A 二 0 或 B 二 0 或 det(A 十 B) = 0 时 等 号 成 立 . 
推论 ” 设 A,B,A 一 B 均 为 半 正 定 方 阵 , 则 det(A) 之 det(B). 
(华罗庚 .[334]1995,5:463 一 470) 
5. 将 方 阵 A 分 块 为 
An A 
A= . 
| 
当 An 可 着 时 ,Azz — AnAniA 称 为 An 在 A 中 的 Schur 补 和 矩阵 , 记 为 CA/An ) , 则 
(1) A 为 正定 Hermite 方 阵 的 充 要 条 件 是 Ai ,(4/Au ) 均 为 正定 矩阵 ， 


(2) det(A/A1) 一 从. 
11 

、 A A Bi Bi; 

A AAA: 了 Ba 了 2 


A 与 B,4u 与 Bi 各 具有 相同 阶 .Au ,Bi 与 4,B 均 为 正定 和 矩阵, 则 


det(A 十 了 吾 ) ~ detA |, detB 
det(Ai 人 B11) 和 detA detBi” 


此 外 ,车 A,B 为 半 正 定 矩 阵 , 则 (CA 十 B)/(Aii 十 B14)) 一 (A/An) 一 (B/Bii) 仍 为 半 
正定 矩阵 . ([30]73 一 76) 

6. Bergstrom 不 等 式 : 设 A,B 为 同 阶 正定 Hermite 矩阵 ,A,,B; 分 别 表 示 和 A,B 删 去 
第 i 行 和 第 i 列 后 剩 下 的 子 矩 阵 , 则 


det(A++B) 一 detA | detB 
det(A;+B)“ detA; detB,' 


该 不 等 式 已 有 许多 推广 形式 ,例如 : 
(1) 设 A,B 是 n 阶 正定 矩阵 ,太一 4A 十 (一 和 )B,0 之 A 之 1,A’ 表示 A 删 去 头 j 一 


1 行 与 头 j 一 1 列 后 得 到 的 主子 矩阵 ,实数 w 满足 la 之 0,m 二 1,2,…,n, 则 


1I (detE’i)” 之 II (detAi)*; (detB’i) 2%. 
j=1 


(2) 设 4 是 ” 阶 正定 实 和 矩阵 , 则 VY x,y € R' ,下 式 成 立 
(zy 用 (zAz)(y,A-y). (证 明 及 其 推广 见 L[2]67 ~ 69) 
7.” 设 A,B 为 n 阶 半 正 定 Hermite 方 阵 . A 表示 A 的 左上 角 k 阶 子 方 阵 , 若 Ai，,B， 
均 为 正定 矩阵 ,一 1,2,… ,nn 一 1, 则 


det(A+B) > detA (1+ 六 人 Ar )t detB (1+ 5 detA, )+ (2 — 2m) CdetAdetB) 


detB， 
提示 :利用 数学 归纳 法 . (307 一 79) 
推论 设 A,B 是 n 阶 正 定 Hermite 矩阵 , 则 det(A 十 B) detA 十 det 召 十 (2"” 一 
2) (detAdetB)Y2 
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8. 设 A 二 (aw) 是 nn 阶 实 正定 方 阵 . 


Cr 人 组 rm: 0 Urs 
CHir Qlrtl Qortl,s 
A 一 ,1 rs 
Cr Qs,rtl "°° Cs 


则 detA, 过 (detAv)(CdetA .特别 地 ,detA 过 TT ex. ([344]1994,2:45 ~ 47) 

9.， Fan Ky 不 等 式 : 设 | A =) tl 是 实 正定 矩阵 A 的 头 & 个 最 小 特征 根 
之 积 , 则 对 于 7n 阶 实 正定 和 矩阵 A,B 以 及 0 二 4 三 1, 有 [A 十 (1 一 DBI,. 宇 | A ||1B1i. 
证 明 及 其 各 种 变形 和 推广 见 [2]74 一 79， 

10. Fan Ky 种 性 定理 : 设 A,B 为 实 正 定 和 矩阵 , 则 对 于 0 过 4 三 1, 有 


1 24 十 (1 一 DB| 宕 | A1*|1BI™, (1.7) 
提示 : 当 ) 一 0 或 1 时 ,(1.7) 式 显然 成 立 , 所 以 不 妨 设 0 二 4 二 1. 用 Halder 不 等 式 ,有 
RT [3 = 上 | exp(—A(z,Ar)— (1—X)(z,Br))dzr 


1 一 


么 (| .| exp (Cz,Ar)Jdz) 。 (| … 人 sx- (zx, Bz)Jdz) 


—A) 


< lAIYIBI ST 
上 式 就 等 价 于 (1.7) 式 . ([2]63) 
1981 年 胡 克 将 (1.7) 式 改进 为 : 设 A,B,C 为 三 个 n 阶 实 正定 抢 阵 .0 委 1 委 1, 令 MG) 
一 min{4 ,1 一 A), 则 


IMT+G-DBI>I4PISI | LA vB ]] | 


VIATC| VIB+CI 
(证 明 见 [364]1981,2:141 一 148 或 [1211143 ~ 1447 
同年 胡 克 进一步 证 明 , 设 A,B,C 为 n 阶 实 正定 矩阵 , 则 当 1/2 志 4 这 1 时 ,有 
[IAA 二 + DBIT<IAIT*?{(Al:|BI) 
—(|A+C|I.|1BI)® (dAl.|B+C) 1} 7. 
([36411981,8:1047 ~ 1055) 
11. ”华罗庚 不 等 式 : 设 A,B 为 同 阶 复方 阵 . 1 一 AA* 与 1 一 BB* 均 为 正定 矩阵 , 则 
det(I— AA* )det(I— BB’*) <| det(I— AB* ) |’,， 
仅 当 A = B 时 等 号 成 立 . 
王 松 桂 ([30]91 ~ 92) 改进 为 : 
det(I— AA* )det(I— BB*)+| det(A—B8) | 委 | det(I— AB'*) 1. 
《进一步 的 推广 见 [6]235) 
12. Lavoie 不 等 式 : 设 A 为 m Xn 阶 复 矩阵 ,将 其 分 块 为 : 
Al 
4， 4 
A 一 |， 式 中 Ai; 为 m; Xn 和 矩阵, >)m; = m. At 为 A; 的 Moore-Penrose 广 闵 道 
: i=1 


A 
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阵 , 令 了 = (4 Ai), 则 0 过 det(4B) 委 1, 仅 当 r(A) 到 时 ,左边 等 号 成 立 ; 而 仅 当 
A4 一 0(Vi 天 力 时 ,右边 等 号 成 立 . (证 明 见 L3095 ~ 96) 


n 


13. Price 不 等 式 : 设 A = (au ) 为 n 阶 复方 阵 , 令 Si 一 》) | aw 1,k 一 1,…,n. 车 
. 1 


7 一 寻 
| Qk | 2) | [4 4 一 1,… 7. 则 | 
jj 上 


0< [dau 1—S) <l detA [|< [Cn [+ Si,). 
k=1 £=1 


仅 当 A 为 下 三 角 阵 时 ,等 号 成 立 . (证 明 见 L301]97 一 98) 

Fan Ky 改进 和 推广 了 上 述 不 等 式 . ([317]1971,3(2):187 一 189) 

14. BW 不 等 式 (Bloomfield-Watson 不 等 式 ): 设 A 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ， 
Al 之 … 之 Ar 为 A 的 特征 值 , 若 YnXm 和 矩阵 B 满足 B"B = 了 , 则 
TT A det(B* AB) < TIT. 


=m+1 


若 A 为 n 阶 正 定 Hermite 方 阵 ,” 盖 2m, 则 


2 
det(B* AB)det(B* A71B) < [| Wet At) 
k=1 MpA etl 


(证 明 及 其 推广 见 [30199 和 149 ~ 153) 

15. Gram 不 等 式 : 设 {xi}(k 二 1,…,n) 为 内 积 空 间 关 中 z 个 元 ,内 积 (xi,zj) 记 为 
as， 由 这 些 内 积 构成 的 n 阶 方 阵 记 为 GCri，… ,zx,) 一 (ai ), 称 为 zi ，,… ,zs 的 Gram 和 矩 阵 ， 
它 是 Hermite 对 称 矩 阵 , 即 (i,;7) 是 G ,2) 的 共 思 复数 ,G 的 行列 式 | GCzi，,… ,zx,) | 称 为 
Gram 行列 式 . 令 | zi | = (zz 二 1,n. 若 xz; 关 0( 即 ;为 非 零 元 ),j == 1,*…， 
n, 则 

0 委 | Gr ,zs) | | zi 二 | | 7*. 
式 中 |1GCz za) | 一 0 全 To 线性 相关 ,|GCz sz) | 二 上 zz; 有 ?二 
Xi,"… ,Xs 正 交 ， 
推论 1 Gauchy 不 等 式 的 推广 


(1) 离散 形式 : 令 As 一 askaia ; 则 det(A;) 之 0. 
k=1 


(2) 积分 形式 : 令 As = if;dz, 则 det(Ay) > 0, 


仅 当 及，…，,f, 线性 相关 时 等 号 成 立 . 

若 {y1，,… ,ys} 是 内 积 空 间 X 中 的 线性 无 关 组 , 则 对 于 1 上 过 n 一 1, 有 

| Glyi ss ya) [S| Gy se sa) fol GO) |， 
仅 当 Mi 一 {y,,…,y:) 中 的 每 个 元 素 都 正 交 于 M, 二 《ye ，,… ,ys}》 中 的 每 个 元 素 时 等 导 
成 立 . 

16. 设 z 是 西 空间 中 的 向 量 ,Gram 行列 式 仍 记 为 | Glzi,…szxo) |, 设 0 过 
过 mm 一 1,m 二 n. 则 
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GCzl yz) | |GCrzs yx) | 
|G( | 
CCZ Te ) | < | (oD ,Th ) | Ds | Tet X,) | 


(2) G(X 二 Yi»T2 "Ta ) | 六 < 所 | CCZ1，Zs2 0 全 十 | CC Ta oh) | 去. 


(1) 


G(x ,ALL yn ) | < 一 | G(x Zhan ) | 
| G(x 9 Za ) | 和 | CCZkrl 0 | 


| GCze Zn) | 
GCCynH ya) | 


(5) detCziesy;) | S| Gr ,Ta) | | Gy yn) |. 
(6) 设 忆 为 投影 算 子 ，y 一 Px 则 


| GOyn 9 Yn 1) | > | Gxis°"* ,Xn 1) | 
[| GCy1 yn) | 一 | GCCzt 和 yn) | ， 


式 中 |1GG ya) | Gry Xa) | 关 0 而 且 | Glxriy sz) | 全 |GC om) |. 
([221597 ~ 599) 
17. 设 A 是 nn 阶 正定 和 矩阵 . 在 A 上 定义 BBF 拟 线 性 泛 函 o:，6;，vi(BBF 指 
Bellman-Bergst6m-Fan) 如 下 : 设 | A |; 表示 A 的 头 i 个 最 小 特征 根 之 积 ,A 表示 从 A 中 
删 去 第 7 行 第 7 列 后 剩 下 的 子 和 矩阵 ,4 是 由 A 的 前 上 行 和 前 & 列 形成 的 主子 矩阵 . 令 


Al| 1A i 
(A) = Wi, Al,=|A|,， 654A [Al, 一 /A 
oi(A)=|Al| 1A| | A|1,， 6(A) [A | va (A) ( 人 站 ) 


(3) 


(4) | Glyn) |. 


下 面 将 它们 统一 记 为 p € BBF. 
(1) 设 pg € BBF， A,,A; 是 7 阶 正 定 矩 阵 ， pi,p2 > 0， 则 
ppiAl 十 加 A:) 之 pi9 (A1) 十 pp(As) 《 氢 线 性 》 


(2) 设 Ai 均 为 za 阶 正定 矩阵 ，Ne 一 {1,*…,k}， gq > 0， Q, 一 了 qi, 令 


k=1 

1 总 & 
?(&; 2) m\! 1 
FCN = — fi (4) 2 2 (EAn t+A,)) 
TT¢cA)® Iie 
j=1 
则 FCN。) 之 FON DD) 六 人 FOUND) > 1 
9( 广 六 )= fm 
了 一 j=1 


更 多 的 类 似 不 等 式 见 [22]215 ~ 219. 
18.， 圭 不 等 式 , 设 A 一 (au ) 是 1 阶 对 称 方 阵 . 令 SCA) 二 》 au , 则 当 m 区 3 时 ， 


下 式 成 立 S(CA) SCA?) 过 nS(A4). 但 当 n 守 4 时 ,上 式 不 成 立 . 当 n 之 4 时 有 以 下 结果 : 设 
A 二 (aw) 是 阶 非 负 对 称 方 阵 . 
车 m= 二 3,4,5, nn 二 11,2 或 @m= 二 3,4,…， 和 nn 二 1,2,3, 则 
S(A”) 过 (mw ) ([22]227) 
我 们 问 :在 cC2) 满足 什么 条 件 下 ,下 式 成 立 
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S(A)S(A’) < eln) SA)? 
19.。 Minkowski 猜想 : 设 A = (as ) 为 实 n 阶 方 阵 ,detA 天 0, 令 
yh 一 Davr,,1 kn， 
Ei 
则 Y 实数 &L 委 & 委 7 间 ,存在 整数 x1，… ,zx, ,使 得 
TT I yx 612 | detA |. (1. 8) 


=1 


1918 年 Minkowski 证 明了 nn 二 2 时 上 式 成 立 , 目 前 已 知 n 声 5 时 上 式 也 成 立 , 当 nn 二 5 
时 ,已 知 在 某 些 附加 条 件 下 ,上 式 成 立 . 令 Sm 为][ | yx 一 64 | 的 下 界 , 则 


Ma < 2 全 | deth |. 
(L10713:761) 
20. ” 设 A,B 为 n 阶 正定 矩阵 ,I ==al(a> 0) 为 数量 和 矩阵 ,detC(A) > det(1,),det(B) 
>> det(T), 则 
[detCA 二 B)— det(l, + 1)] > [Ldet(A)— det(1,)]” + [det(B) — det(1s) 1], 
仅 当 an'A = B11B 时 等 号 成 立 . (L345.11990,8:36) 


21。 [MCMJ 设 A 一 (au ) 为 z 阶 非 负 和 矩阵 , 它 有 如 下 性 质 : 若 某 个 cs 一 0, 则 > au 


十 De > 宇 . 于 是 A 的 所 有 元 素 之 和 不 小 于 己 必 ， (13 届 IMO). 
证 ”可 先 通过 换行 或 换 列 , 使 得 有 尽 可 能 大 的 x, 满足 a1 二 … = am 一 0, 这 时 上 &， 
j 这 >m 时 a 和 0), 当 有 委 了 人 > 站 时 , 若 a 二 0, 则 ay 闫 0; 从 而 了 Cas 十 auw ) 宇 n. 于 


m=1 
是 
2 Da, > > (as 十 ax) 之 于 .证 毕 . 
k=1 了 一 1 


$2 ”和 矩阵 不 等 式 


一 、 和 矩阵 特征 值 与 奇异 值 不 等 式 


设 A== (as) 为 n 阶 复方 阵 ,A(A),olA) 分 别 为 A 的 任 一 特征 值 和 奇异 值 . 当 A 为 实 
对 称 或 实 正 定 方 阵 时 ,XCA) 为 实数 ,我 们 总 设 A 的 个 特征 值 和 奇异 值 从 大 到 小 排列 : 

| CA) | 守 | X2064) | 宇 … 宇 | 414,66) |; | olh) | 宇 | oi(24) | 宇 … 宇 | 0,(A) | 
与 MA) 有 密切 联系 . 
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1. Gersgorin 不 等 式 : 设 A 一 (ax ) 为 n 阶 复方 阵 . VACA) ;至少 存在 一 个 m, 使 得 


| A CA) 一 am i 过 >， | Aaj | 
ji 一 1 
jm 
Fan Ky 证明; 设 B= (bg) 是 另 一 nn 阶 复 方 阵 . 若 bs >| Ag | ， Vk,j 一 1 ,2，… ,72， 刚 
| (CA) 一 om | 二 po(CB) 一 bs 
Ostrowski 则 进一步 证 明 : VY pb:0 声 p 志 1,; 下 式 成 立 


EERSTE DE 


J 了 闫 区 i 
2. 设 A,B 为 n 阶 实 对 称 方 阵 ,z € R”",x 关 0. 2 称 为 A 的 Rayleigh 商 . 


(1) C-F 不 等 式 (Courant-Fischer 不 等 式 ) : 


(zy Az) 
(Xx,X) 


(2) AiCB) SAATB) NAARNB), lkEEn; 

3. Weyl 不 等 式 : 设 A,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 , 和 .CA) 宇 宇和 CA);01(4A) 宇 
宇 o,(4), 则 . 

(1) MA) 十 1 了 B) 委 和 MA 十 了 委 和 CA) 十 NGCGB) 1 委 有 委 7. 

(2) An (和 十 B) iA)+h(B) ,mj 了 + 一 1. 

(3) (A) 二 和 4(B) 之 wa(A 十 B),j 十 k 渤 n.( 证 明 见 [30]114 ~ 120) 


Ai(A) 魏 (A); 


(4) > 14.C(A) 1 去 DY oA ,p> 0,1 声 m 声 n. (证明 见 [12]153 ~ 154) 
天 一 一 1 
4. 设 A,.B 为 nn 阶 Hermite 方 阵 , 则 对 于 1 < ki < 5 nN ,下 式 成 立 
> (4) 十 > B) SC Da (A+B) < > (4) 十 SlB). 
j=1 j=1 了 一 1 了 一 1 了 一 1 
(证 明 见 [30]121 ~ 122) 
5,， 设 A,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 ,r(B) 去 < 7 一 27z, 则 
(1) han 人 (4 二 B) 过 MCA) SAA+B). 
(2) Xpon (A) 过 Xn(A 十 B) 过 (CA). (证明 见 [30]123) 
6、 设 A,B 为 n 阶 实 对 称 正定 方 阵 , 则 
(TCA)) ”+ (TAB)™" < (TTacA+B))” 
k=1 k=1 k= 
7， Sturm 不 等 式 : 设 A 是 n 阶 实 对 称 方 阵 ,A 是 A 的 任 一 mx 阶 主子 阵 , 这 样 的 主子 
阵 共有 (m% ) 个 ; 则 Xt (CA) 过 (A) 过 和 (A),1 过 过 mm. (证 明 见 [30]124 ~ 125) 
8. Fan Ky 不 等 式 : 设 A,B 为 n 阶 实 正定 矩阵 ,0 过 a 过 1 记 P(A4) = 
[saCA) ( 即 和 A 的 前 m 个 最 小 特征 值 之 积 ) ;0 CA) 一 > 1441C4) ( 即 前 mr 个 最 小 
k=1 k=1 
特征 值 之 和 ) , 则 
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(1) FTP。(A)][P。(CB)] < Po(oA 十 (1 一 o)B)i 
(2) orn A) 二 + (1 oa)o,(B) < on(oh + (1 a)B). 
9.、 设 A 是 n 阶 实 对 称 方 阵 ,zi,zs，…,zxs 是 R" 中 标准 正 交 向 量 组 , 令 by 一 《ze， 
Az;),B 二 《bs ), 则 
(1)”C-P 不 等 式 (Cauchy-Poincare 不 等 式 ): 
Mmie A) AB) SAA = 1,2,,m 
(2) ”Fan Ky 不 等 式 : 


y (A) = max yp Dara (A) = min > bu ， 
k=1 k=1 k=1 k=1 


特别 : > At(4) 过 Dansl 人 mn 
k=m k=m 
(3) ”车 和 A 为 n 阶 实 正定 方 阵 , 则 
[la cA) 一 min [ou (Fan Ky) 
k=m 


10， Poincare 不 等 式 ; 设 A 为 n 阶 Hermite 方 阵 ,B 为 nxXm 阶 正 交 阵 , 即 B* B 一 1,， 

则 
Mat A) SCAB’ AB) SSAA) El SkEm. 

由 此 推出 DW 不 等 式 : 设 A 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ,B 为 正 交 投影 阵 ,r4B) 一 m, 则 

Xl(A) 过 和 (BA) 过 A1(4),1 志和 m. (证 明 及 其 推广 见 [30]125 一 134) 

11. 设 A,B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ,1 过 kn, 则 

(1) XCANCB) CAAB) SA AN B). 

(2) 和 MCA) CCB) 过 4(AB) 志和 CA)X1(B). (证 明 及 其 推广 见 [30]j128 一 129) 

(3) 设 入 (A) 宇 一 宇 CA)N(B) 宇 一 宇 .(B),1 声 k 志 nn, 则 


1 
BAH < AB) < mM AMCB). 


1/2 
(4) TLtrCAB) 一 tr(A2:B2:)] 


(CAB ) 一 二 (tr(AB)) < (F648) 了 一 = 二 


( 汉 慈 歌 ,[352]1987 ,14(1):121 ~ 122) 
12. 设 A,B 是 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ,1 过 过 之 二 n. 则 


(1) > (A)Arin (B) < > (AB) < > (MANB) Um); 


(2) > (A (B) 二 Dh (AB); 


j=1 j=1 


(3) la (AB) < la (A)X(B). 当 m 二 n 时 等 号 成 立 ; 


m 


(4) TI (A HB) < lI» ,(AB). 当 m 二 n 时 ,等 号 成 立 . 


j=1 四 


(证 明 见 [30]132 一 134) 
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13， Schur 不 等 式 : 设 4 为 n 阶 复方 阵 , 令 上 A = (trCA* A)7272 ， 则 


(1) (27 144) 1) 
k=1 


172 


之 A; (2.1) 


172 


(2) (2 [Re ADY < 到 (4 十 全" ) 1 ; 


(G) ( 呈 | ImQueCA)) 上) 二 下 序 (4 一 人 )‖. (证明 见 [30]135 ~ 136) 
&=1 


推论 > | a4A) [过 SCA A). 

1982 年 屠 伯 塌 将 (2.1) 式 作 了 改进 . 证明: 设 和 ,… ,A 是 n 阶 复方 阵 
A. 也， 

A= 
GD 

的 特征 值 ,其 中 A 是 A 的 & 阶 顺 序 主子 阵 ,1 委 & 委 ”一 ], 则 


DIAN— mex, |B.l — Cly. 


证 明 及 进一步 推广 见 复旦 大 学 学 报 1982,21:416;1985,24:321;1986 ,25:429 ~ 435. 
14. Hirsch 不 等 式 : 设 A = 二 (as) 为 4 阶 复 方 阵 . 


记 Ma 一 maxt| aw |};M; = max{ 却 | ou 十 ar |};M; = max( 当 | a — an |}， 
则 对 A 的 任 一 特征 值 4(A) ,下 式 成 立 


| AAA) | 和 Mi | ReX(A) | 委 Mo | ImACA) |[ 志 nM;. (证 明 见 L301136 一 137) 
15. Bendixson 不 等 式 ; 设 A 二 (as) 为 nx 阶 实 方 阵 ,$C(A) 为 A 的 任 一 特征 值 , 令 4 = 


max{ (1/2) | dg ~ Qi |; 则 
| 7 (CA)) [< da. 


这 是 本 节 Schur 不 等 式 (No. 13) 的 推论 . 
16. Cauchy 不等式 : 设 A 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 , 则 Yzx,y € R" ,下 式 成 立 
[| (zr,Ay) | (rx,Ar)(y,Ay). 
车 与 y 正 交 ,A 为 n 阶 正定 Hermite 方 阵 .A 的 特征 值 i1 (4A) 之 … 宇和 (A) > 0. 
则 成 立 Wielandt 不 等 式 : 


A1(A) 一 2(CA) 1 、 
A 明 匈 ~ 
MAS TFA A) ) 《xz,Ax)(y,Ay).( 证 明 见 [30]142 ~ 144) 


17， Kantorovich 不 等 式 : 设 A 为 n 阶 正 定 Hermite 方 阵 , 和 (A) 宇 … 宇 ,CA) 汪 0， 
XE R*, 则 


| (z,Ay) | 过 ( 


] 二 (zx,Az)(x,A xz) (A1 十 和 2 
《 工 ? 工 )2 AXA 


证 明 及 其 各 种 推广 .应 用 见 [301144 ~ 153,218 ~ 221,288 ~ 292. 
18. Weyl 不 等 式 : 设 4 为” 阶 复方 阵 ,了 在 (0,ce) 上 递增 , 且 fe') 是 上 的 凸 函数 (这 


和 
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时 称 f 为 Weyl 函数 ), 则 
DUNFORD ND < DFOAA)N) ,1 Em. 
k=1 k=1 


1949 年 Fan Ky 和 1992 年 陈 灵 分 别 作 了 推广 , 见 [339]1992,1:80 ~ 82. 
19. 设 A,B 为 n 阶 复方 阵 , 则 当 1 过 mx 二 7n 时， 


G) TocAB) < To cAYo dB); 
二 1 k=1 


(2) [aa) | Toa). 
天 一 1 k=1 
当 m 一 n 时 ,(1) (2) 中 等 号 成 立 . (证 明 见 [123]171 一 172. Yang X. M. 等 ) 进一步 证 明 ; 设 
AAA。 是 nn 阶 复方 阵 ， 1 这 过; 则 
(3) Hai < Ta; 


i=1 j= 


(4) Sa TIAa) < > (A,). 
由 (3) 推出 : 
(5) 设 Ai 四 是 nn 阶 半 正 定 和 矩阵 , 则 


II (I[a,) < I lla(A) 1 Sh 
(证 明 见 [301]2001,263(1):327 一 331) 
20. ”在 本 章 开头 时 曾 指出 A = (as ) 之 0 表示 Yas 宇 0, 但 有 的 著作 中 ,A 实 0 则 指 和 A 
的 所 有 特征 值 为 非 负 ,这 是 两 个 不 同 的 概念 . 在 后 一 种 意义 下 ,从 A 宇 B 宇 0, 不 能 推出 
1 


A 宇 ,例如 取 A= | ,| 3- | 
1 1 0 


;从 A 之 0,B 之 0 也 不 能 推出 AB 十 BA 之 0, 例 


如 ; 取 A 一 ? 
0 1 
设 A,B,C,D 为 Hermite 矩阵 ,A 与 C 可 交换 ,而 B 与 吕 可 交换 , 若 A 宇 B 宇 0,C 宇 D 
0, 则 VYzq>>0',p+ae 和 1, 成 立 4AzC9 之 BID?. 对 Vp:0 达 pp 志 1,; 成 立 A? 之 Br. 
作者 们 提出 若 于 猜想 . 猜想 1: 关 A 宇 B 宇 0, 则 (BA?B)* 宇 B:, 且 和 A? 
宇 (4BA)”; 猜想 2: 设 A,B,C 为 非 负 Hermite 矩阵 ,车 A 声 C,B 声 C, 则 
(4: + B)Y < V2C. 
1987 年 ,Furuta, 卫 . , 举 出 反例 ,说 明 猜 想 2 不 成 立 . 我 们 自然 要 问 , (A? 十 B?)'”? 的 最 优 上 
下 界 是 什么 ,进一步 当 p 汪 0 时 , (A? 十 B?)!? 的 最 佳 上 下 界 是 什么 ? 


二 、 和 矩阵 迹 不 等 式 


1. Holder 不 等 式 : 设 A,B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ,A 关 0,B 关 0,1 < 之 p< 之 %%， 
1/p 十 1/g = 二 1; 则 


1 1 
| 一 | 中 年 Chan 等 在 后 一 种 意义 下 证 明了 以 下 结果 : 


trCAY?B') < (trA) (trB)', 
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仅 当 存在 正常 数 c, 使 得 B == cA 时 等 号 成 立 .2 二 9 二 2 时, 称 为 Cauchy 不 等 式 . 

2. Minkowski 不 等 式 : 设 A,B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ,A 关 0,B 关 0， 
i 过 pp 二 2, 则 

(trC(A+B)?)Y? (trAz)1 二 (trBe) Ye, 

仅 当 3c 汪 > 0,B = ch 时 等 号 成 立 . 

No.1 一 2 的 证 明 见 Magnus,J. R. [386]1987,95:127 ~ 134. 或 [30]195 ~ 200. 

3. 设 A,B 为 m Xn 复 矩阵 , 则 

| tr(A* B) |: < tr(A* A)tr(B* B). 
特别 当 A,B 为 实 对 称 或 Hermite 方 阵 时 ， 
| trCAB) |? < tr(A?)tr(B’). 

仅 当 存在 常数 c, 使 得 A = cB 时 ,等 号 成 立 . 

提示 :利用 Cauchy 不 等 式 . 

设 A ,…,A 为 n 阶 复方 阵 , 则 


1/m 


Retr(Ai…A,) S| tr(C4A…A。) | [1As A )™®] 
丰 二 1 


推论 1 设 Al,…,A 为 n 阶 实 对 称 半 正定 矩阵 , 则 


之 TSAr AD™ ; 
Mm =1 


trCAi'"*An) S [| [trtAr) 1 < 二 DtrcAr). 《m 二 2 时 即 为 Bellman 不 等 式 ) 
k=1 k=1 
推论 2 〈Ault 不 等 式 ) 设 A ,…,A, 为 n 阶 复方 阵 , 记 。”B。 == [[ 4;, 则 
k=1 


tr(B, + B:)) < tr(B;: B,) < 二 ta[ > (AF AD 
2 m £4 


([334]1992,35(5) :620 ~ 622) 
4. ” 设 A,B 为 n 阶 方 阵 ,A 一 B 为 半 正 定 Hermite 方 阵 , 则 trA 洋 trB, 仅 当 A 二 B 
时 等 号 成 立 . 特别 当 A 为 半 正 定 Hermite 方 阵 时 ,trA 之 0. 
5. 设 A,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 . 
(1) ”车 入,B 均 为 半 正 定 方 阵 , 则 
Otr(AB) QA BtrA < (trA) trB); tr(1, t+ AB)A < [1+ (AB)]trA; 
tr(T, + AB)A < [nttr(AB) A (A). 
(2) ”车 和 为 正定 方 阵 ,B 为 半 正 定 方 阵 , 则 
trC(B) AAtr(A DB) < (trA)tr(A 1B), 


_1 trA 
tr(T, + AB) 人 ATTFHCABY 


式 中 A1(A) 表示 A 的 最 大 特征 值 . ([30]170 ~ 171) 
6 Neumann 不 等 式 : 设 A,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 . 
A1(A) 宇 之 A164A); 和 1(B) 宇 … 宇 4,(B), 则 


Da Aa (B) < tr CAB) < DACB). 
k=1 下 二 1 
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证 明 及 其 推广 见 [30]178 一 186. 其 中 一 个 重要 的 推广 的 形式 就 是 下 述 BT 不 等 式 : 
> [ax 《47 了 ” [ks (B)J” 过 trCAB)” < < Hi (CAVA CB) ]”， 


k=1 
式 中 了 径 为 任意 正 整数 . ([386]1990,132:173 ~ 178) 
7. 设 A,B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 . p,q 之 0,1/p 十 1/9q 二 1, 则 


n ， ， 
0 > (CA)Ms eB) < tC4AB ) 委 (分 十 下) 


( 黄 礼 平 ,[345]1994,1:33 ~ 35) 
8. 设 A,B,C 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 , 则 


Retr(ABC ) < tA+B+OF < [了 (CA 十 B 十 C)]. 


仅 当 和 A = B = C 时 等 号 成 立 . (证明 及 推广 见 黄 礼 平 ,L345 11994,1:33 ~ 35) 
设 Al,…,A 为 n 阶 半 正定 矩阵 或 半 正 定 实 对称 和 矩阵 , 则 


| trC [TA 1” < HtrcAr), 
天 一 1 =1 


从 而 利用 A-G 不 等 式 , 有 
| «CJTA) Eq Ea 〈 陈 道 琦 ,[334]1988,31(4) :565 ~ 569》 


9. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 所 有 特征 值 A(A) 都 是 实数 , 且 tr(A?) >0, 若 4A 恰 有 Ri: 个 正 
特征 值 ,ks 个 负 特 征 值 , 则 当 trA 三 0 时, (trA)? 过 tr(A?); 当 trA 过 0 时 , (trA)? 


2 
Ca; < 妇 max(ki,ks} Cr A). (L301173 ~ 175) 


10. 设 A,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 ,trCA) > 0,tr《B) 汪 0, 则 


trC(A++ BY)’ 二 trCA? Ef ) 
tr(A 十 B) ~ trA 


11. 设 A 是 n 阶 半 正定 Hermite 让 ， 它 分 块 为 
A= a 4 | 


之 kotrCA?), 从 而 当 trCA?) 汪 0 时 ， 


) 十 . (证 明 见 [30]175 ~ 176) 


A Az2 
式 中 A 为 & 阶 方 阵 ,1 三 这. 则 
tr(A As) 过 (trAn) (trAzz). (证 明 见 [30]171 ~ 172) 
12. 设 A 为 n 阶 Hermite 方 阵 , 入 CA)… 宇和 (A),B 为 nXm 阶 矩阵 且 B* B= 二 工 . 则 
(1) >》 MACA4) 生 tr(B 4B) < Dh); 
&=1 


k=n—m 二 1 
(2) ”Dan (4) 达 tr(B*' AB)T 才 X24(4). (证 明 见 [30]189 ~ 191) 
此 二 1 此 一 1 


13. ” 设 A 为 n 阶 实 对称 正 定 方 阵 ,特征 值 21 C4) 宇 … 宇 A154),n 2m,B 为 n Xm 
阶 和 矩阵 且 B*B = 二 了, 则 


m 


(1) OHLBAB)— BAB SC DA — Nn)’; 


k=1 
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dd 


A An) 
trCB'AB) 2 出 


| 
7 By ~ 
tr(BA ) 2 》\ OA ps 


k=1 


2 


(2) 


EE 


(3) tr(B'ABB’A-B) < > te (证 明 见 [30]189 ~ 194) 
kin 


14， 设 A 为 n 阶 正定 Hermite 方 阵 ,B 为 正定 Hermite 方 阵 且 detB = 1, 则 
tr(AB) > n(detA)'’”. 
15. 设 A 为 n 阶 半 正 定 Hermite 方 阵 ,1 < 过 Pp 三 00,1/p 十 1/4 二 1,B 为 满足 条 件 
tr(B*) 一 1 的 半 正 定 Hermite 方 阵 , 则 
tr(AB) < [tr(Az)]12. 


py A? 
仅 当 8B trA? 
16. 设 A 为 n 阶 正定 Hermite 方 阵 ,B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 ,A 一 B 为 半 正 定 


阵 , 则 


trB ~ detB 
trA 7 detA- 


17. 设 A,B,C 为 n 阶 Hermite 方 阵 ,A 为 正定 ,B,C 为 半 正 定 , 且 B 一 C 为 半 正 定 ， 
则 tr[CA 十 B)-1B] 守 tr[ C4 十 C71C]. 
18， 设 A 为 半 正 定 Hermite 方 阵 , 且 分 块 为 
An “°° Alm 


Anl woe A 
式 中 AAA 为 nn 阶 方 阵 , 则 mm 阶 方 阵 (trCAs )) 宇 0 
(上 述 No. 14 一 18 的 证 明 见 [L30195 一 202) 
19. 设 A= (aw) 为 n 阶 正定 Hermite 方 阵 . 工 为 n 阶 单位 方 阵 ,A 的 特征 多 项 式 为 


detQl, — A) = 2) (~ DioA™, 
j=0 


式 中 6o 是 A 的 所 有 可 能 的 7 阶 主 子 式 之 和 , 即 
| oj 一 >) det(A,), 


1<h <h < hn 
Gh 人 名 CQ 


Qik Gtky ”Ci 


det(A)) 一 9 


CE 


sk] Qk CE ， 


了 了 


Go 一 1l,o 一 tr(A),o, 一 det(A) , 则 


> SY detcAy] ly dtA))” 
( 2 ) lh <hy Sn 


( n ) 1<& ck Sn 
了 


之 … 之 
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之 (det(4))'”*. 仅 当 A 的 全 部 特征 值 4:CA) 相等 时 等 号 成 立 . 


” dx 1 tr(A) 
eA < oi) < 


式 中 常数 p 汪 0, 仅 当 所 有 A(A) 相等 时 等 号 成立 . 
( 方 献 亚 ,[345]1985,6:44;1985,11:35 一 37) 


三 、 矩阵 秩 不 等 式 


1. 设 A,B 为 mXn 算 阵 , 则 7r(A) 一 r(B) 记 rr(A 一 B);rC(A) 达 min{m,n}),r(A 十 B) 
委 r(4:B) 委 rr(4A) 十 7(B). (证 明 及 其 推广 见 [30]56 一 57 和 63 ~ 66) 

2. 设 A,B 为 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 , 则 

(1) 7r(4A。B) 过 r(A)r(B). 

(2) 若 r(4A)r(CB) 二 nn, 则 A。B 为 奇异 阵 . ([30]46) 

3. 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,B 为 nx Xk 和 矩阵 , 则 

r(A)+r(B) nr(AB) < min(r(A),r(B)}. 
(Sylvester 定律 , 见 [30158 ~ 61) 
4. Frobenius 不 等 式 : 
r(4Ai4AA:) 疡 r(4AA:) 十 r(A:A:) —r(A,). 

等 号 成 立 条 件 及 其 证 明 见 [30]62 ~ 63. 


5 设 A 一 (ay) 为 n 阶 方 阵 , 令 Si = 1) 则 r( 过 六 | | 
i=1 k=1 

(证 明 见 [30]67 ~ 68) 

四 、 矩阵 范 数 不 等 式 


设 A = (aj) 为 m Xn 阶 复 和 矩阵 ,车 存在 映射 :A 一 1 A ,使 得 

(1) |AI 宇 0,1Al = 08A=0; 

(2) lah | =)jal nAl,a€ Ci 

(3) lA4++Bil 志 Al 二 + 中 Bl|. 
则 | A1 称 为 A 的 范 数 ,着 A 为 m Xn 阶 ,B 为 x Xk 阶 .满足 上 AB 过 上 AI 1B1. 
则 称 该 范 数 是 相 容 的 . 满足 上 述 条 件 的 范 数 有 : 

例 1 欧 氏 范 数 (或 Frobenius 范 数 ): 


n 


Als = (tA A) 一 (之 2 | as |) . 
£1 j=1 


例 2 谱 范 数 | A; = [X24*A)J? 一 (pC(A*A))?( 即 A'A 的 最 大 特征 值 
XA1CA* A) 的 平方 根 ). 


例 3 列 和 范 数 1 41: 二 max 27 | au 1; 行 和 范 数 141- 一 max 2) | aw |. 
例 4 设 A 二 (as) 为 n 阶 方 阵 ,通过 R" 中 维 向 量 z 二 (zi,zy,…,z,) 的 范 数 


544 第 十 章 ”行列 式 与 矩阵 不 等 式 


zl | 


max | za |， p= co. 
定义 矩阵 的 算 子 范 数 , 记 为 
141 一 ,shp lArl,lSpe om. 
上 述 例 2,3 都 是 例 4 的 特殊 情形 . 


车 A 为 n 阶 可 逆 方 阵 , 1 A 1 为 A 的 任 一 范 数 , 则 天 (4) = 41 14 1 称 为 
A 的 条 件数 . 
车 n 阶 方 阵 A 的 特征 值 ,奇异 值 分 别 为 和 (A) 宇 … 宇和 (4),01(A) 之 … 之 01(A)， 


则 KCA) 二 5; 当 A 为 Hermite 方 阵 时 ,KCA) = 信和 ? ; 若 和 为 下 X7 阶 矩阵 ,r(A) 
二 0 WA) 

一 _ CGI (A) 

一 4 委 0 则 天 4) = -AY 


1. (1) 设 A 为 n 阶 方 阵 ,B 为 Hermite 半 正 定 和 矩阵.DUi ,Us 为 酉 矩阵 ,A = 二 UiB, 则 
[IA—UUl<llA—Ul < |A+U | Fan Ky). 

CQ2) 1A oiB1 la 1A—Bl. 

(3) ” 设 和 AA 为 n 阶 方 阵 ,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 ; 则 


1 A 一 记 (A 十 A) 上 < 1A 一 Bi (Fan Ky) 


2 设 141，<11 过 2 过 co, 则 TI 一 4A 和 TI 十 A 可 逆 , 且 


1Al, 
1— A 


< 1Gd+4m 1 入- 1 一 0 一 Am 芭 


1 1 ， 
1 十 Al ， 站 A1 
(证 明 见 L30]25 一 26) | 

由 此 推出 : 设 A "存在 ,A 中 志 p,A 一 Bl 志 g;p9 二 1,(4,B 为 n 阶 方 阵 ), 则 
B 可 道 , 且 


1B11 志 


2 
1— 
3， 41s 委 1 Aie. 特 别 当 人 为 对 称 和 矩阵 且 迹 tr(4) 一 0 时 ,下 式 成 立 
141 < Aa) lAl. 
证 不妨 设 
A 0 
人 2 


则 1 Ai 一 max(i 2) A$ 一 > 由 假设 tr(A) 一 ys 一 0, 所 以 ,只 
k=1 k=1 
要 证 
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六 过 一 (D3). (2. 2) 
j=1 


由 Cauchy 不 等 式 , 有 
| Sa | 4 DEO)™. 


jE J 尖 丰 
从 而 虹 二 (yw 之 4n 一 DC = (一 了 DD 一 (x 一 1D) 业 ,由 此 即 得 (2.2) 式 . 
7 jk j=1 
4. 设 A 为 n 阶 Hermite 方 阵 , 和 A ,… ,4 为 A 的 特征 值 ( 按 其 重 数 重复 计算 个 数 )， 
Ia = (2 网 
1 
Mn 
5. 设 A 为 n 阶 方 阵 , 则 对 任意 算 子 范 数 141:o(C4) 委 1 41. 
若 Ye > 0,; 则 存在 算 子 范 数 上 . 中., 成 立 A, 志 p(A) 十 e. 
(证 明史 [124]23 一 25) 
由 此 推出 ,p(CA) 二 1 的 充 要 条 件 是 对 A 的 某 个 算 子 范 数 eA1 到 1. 这 些 结果 用 于 佑 
计 和 解 线性 方程 组 的 一 些 迭 代 法 的 收 化 速 度 . 


iAlNr< lA: < lAl:. 


6， 设 |au |l> 2) 1w11 扫 & 入 mw 则 人 为 非 奇 异 阵 且 
jh 
1 

win {| CC 如 | 一 > | Gg I} 

7，、 Bauer-Fike 不 等 式 ;, 设 矩阵 A 的 Jordan 标 准 形 是 对 角 阵 :D= P71AP == diag (A1， 
…,4,) ,其 中 卫 为 某 个 非 奇异 矩阵 ,矩阵 范 数 满足 

1 1 = max{l Nh 1:1 kn)}. 
564 是 A 的 扰动 ,4 是 A 十 64 的 一 个 特征 值 , 则 
min |4—X Es 
若是 Hermite 矩阵, 可取 P 了 为 西 阵 ,; 即 P| 二 P11 = 1, 于 是 
min 1a—A | 84 1. 

当 A 为 对 称 和 矩阵 时 ,上 述 结果 还 可 改进 . 例如 下 述 : 

W-H 不 等 式 (Wielandt-Hoffman 不 等 式 ) : 设 A 和 B 为 n 阶 实 对 称 方 阵 , 定 义 EE= A 十 B， 


1A | 所 


n 


A,E 的 按 递 减 次 序 排列 的 特征 值 分 别 为 DAD 则 (DD 一 BD 了 )” 


委 Bs.1990 年 , 冷 岗 松 进一步 改进 为 : 设 A,B 为 n 阶 实 矩 阵 , 则 


1/2 


{ » [AECE) 一 20 (ED (A) 十 入 (A)J) 
当 A,B 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 时 ,下 式 成 立 


BI:, 


DMA BF SBI SE DEE) — 2A (EA in (A) + A CA). 
k=1 R= 1 
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(T35011990,6.39) 
8.， 设 A,B 为 同 阶 方 阵 ,A 为 非 奇异 且 eA 一 Bl < 下 AT A , 则 昌 也 是 非 奇异 的 , 且 
1A7 1 pi 1 4 1 。iLA 一 B1 
TarTTABT |S 5 1 Si 一 TABT 
这 些 不 等 式 表明 ,对 非 奇异 矩阵 作 充分 接近 的 扰动 后 的 矩阵 仍 是 非 奇异 的 . 
9 双 随 机 和 矩阵 不 等 式 : 设 A 二 (ay ) 为 n 阶 双 随机 矩阵 , 则 A 的 积 和 式 
per(A) 字 zl] 仅 当 Van = 二 1/n 时 等 号 成 立 . (99]3:13) 
19., 和 矩阵 Young 不 等 式 : 设 A,B,C 为 n 阶 复 方 阵 ,A,B 为 半 正 定 ,1 ~ p ~ oo,1/p 
十 1/g 一 1, 则 


| SAC+ CB i> lAC— CB i+ |ACB |?, 


IB 1 < 


式 中 7 二 max{p,9g}). (L386j]2000,308,(1 一 3):77 ~ 84) 
11. 设 K(A) 为 n 阶 可 北方 阵 的 条 件数 , 则 
1K(A) EEK(AA'). 
12. 设 A,B 为 n 阶 Hermite 方 阵 , 则 
(1) K(A 二 B) 过 max({K(A),K(B)}) ,特别 地 ,KC(A 二 1) < 委 开 (4A); 


K(A) K(B) 
K(B)’K(A) 


(证 明 见 [30]159 一 161) 
13. 设 A 为 n 阶 Hermite 正定 方 阵 , 且 分 块 为 
Al Au 
a A 
(1) K(An) < K(A); (2) K(A) 之 K(Az ~ AnAnAu). 
(证 明 见 [30]160 ~ 161) 
14.” 设 A 为 n 阶 可 北方 阵 , 则 对 任意 7 阶 奇异 方 阵 B, 下 式 成 立 
ol (A) 
alA—B)' 
式 中 04.(*) 为 最 大 奇异 值 . (证 明 见 [30]162 ~ 163) 
15， 设 A 为 n 阶 复方 阵 , 它 的 特征 值 都 是 实数 , 按 递减 次 序 排列 为 A 宇 … 宇 X,, 令 


(2) max{ 


} 志 KC(AB) < K(A)K(B). 


| 为 到 阶 方 阵 ,1 去 冯 二 于 则 


下 (4A) 之 


n 


M= L150 = Tih),S = LY MM’ = LO (CD. 
好 Al n ?1 1 nl t=} 
、 S 
“ 记 2 二 。 
vn—l 
(1) 车 A 为 n 阶 Hermite 正定 方 阵 , 则 
2p 
K(A) lt sy 
当 ?2 2 时 , 仅 当 ) 一 … 一 )。 时 等 号 成 立 . 


(2) ”车 和 A 为 n 阶 Hermite 方 阵 ,;trCA) 之 0,Ctrha)2 全 (一 1D)trC42), 则 4 为 正定 阵 
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1 十 


2p -2 -AM 
Mp < KA) 入 11 和 1' 式 中 4 一 Sm， 


当 n 这 2 时 , 仅 当 A 二 cl,(c 之 0) 时 等 号 成 立 . (证 明 见 [30j163 一 167) 

16. ” 设 和 ACA) 是 A 的 特征 值 ,车 A,B E€ C*””,B 可 逆 , ReCA4(B  A)) >>0, 有 一 1， 
7 则 

1A+BI*> 1AlN*+ |B?; 4 二 Bl 兰 1A4AI 二 |B1， 
([344]33(9)(2003) ,123 ~ 125) 
17.、 设 A,B 分 别 是 m Xk,kXn 复 矩阵 ,1 过 2,ar 扫 co， 则 
| | AB | , < Ap Ay kan CAs | AN BI,. 
式 中 
([22]224) 
18. 设 A,B 是 n 阶 复方 阵 , 则 

|+ per(AB) | < per(AA * ) per(BB* ). ([221225) 

19. 设 A= (ay),B 二 (bw) 是 n 阶 方 阵 ,aw ,by >0, 车 


bb 和 1 (2. 3) 


bua ~ br bm 
则 
per(A) 之 per( B) | 
若 (2. 3) 中 所 有 不 等 号 均 反 向 , 则 (2.4) 仍 成 立 ， 
( 文 家 金 . 王 挽 澜 ,[386]422(2007) ,295 一 303) 
20. 设 A 是 nXn 正 定 Hermite 和 矩阵 ,1,4, 分 别 是 A 的 最 大 与 最 小 特征 值 , 则 


(2. 4) 


n n n 
< det(A) 过 (BOAT LD 1) . 


(二 GT 一 
([3051116(2009) ,844) 
21. 设 A,B 是 nn 阶 复方 阵 , 则 

|det(4A 十 也 ) |: 十 |det(I—AB’) | < det(1+ AA’)det(I + BB). 


([340]29(6) (2009) ,774 ~ 778) 


第 十 一 章 ， 序 列 与 级 数 不 等 式 


$1 序列 不 等 式 


前 面 各 章 中 ,实际 上 包含 了 许多 数列 不 等 式 . 本 章 作 进 一 步 系 统 的 论述 ,但 在 内 容 上 
不 与 前 面 重复 . 
1. [MCMJ. 设 {a,) 为 等 差 数列 , 首 项 al > 0, 公 差 4d > 0, 则 当 #2 时 ,有 
2 Va — Wa) < 2 Va Yai). 
Van 
提示 :因为 arrH 一 a 二 d>>0， 所 以 as 这 av 这 0, 从 而 


2(0a+l 一 an 72 -一 2d ad 
2(Va — Vas) 一 1 Gn 一 ， 


2d 
2 “一 Var) 一 一 一 -一 日 345]2000,3:28 ~ 29, 
(Va Van1) 二 7 二 一. 李 胜 明 的 改进 见 [345] 


2. 设 {ai} 成 等 关 歼 列 , 公 益 过 0, 则 ， 0 > dd ，,(k > 2). 
3: ” 设 {as} 成 等 差 数 列 ,as > 0,& 三 1,…,2n 十 1, 则 
Ql1 QI1 ,03,,.. d2n-1l 01 
dz dz2n U2 Qa4 U2n aantH 
杨 克 昌 改 进 为 ; 当 公 差 届 >0 时 ， 
2( al 十 as ) 之 QI1Q3 °°*Q2n-1 二 CI1C3 (= 十 aanti ) 
C2 


al 十 aa azadeeazin ~ azaznmil\ as 十 as 
车 4 二 0, 则 不 等 号 反 向 , 仅 当 7 = 二 1 时 等 号 成 立 . ([34512000,7:30 一 31) 
4 ” 设 {a) 为 等 差 数 列 ,as > 0,k = 二 1,2,…,n 十 1, 公 差 4 >>0, 则 


(1) nf Jan 1 二 bp3 4 1 十 于 一 1 ] QI VD 
d ( Un ) kl Qk 41 da [ (z) | 
(2) o< > v 本 一 阁 (o 凡 一 oj) <Va  Vas). 


5. 设 {a,) 为 等 差 数 列 , 首 项 al > 0, 公 盖 @ 二 0, 则 
(1) 当 n 守 2 时 ,有 


1/2 


1 二 1 之 1 
AR Ts 
2 Va kt=2 Wail Mae 2 Vai 
1 1、1/1 1 = ，1 
2 — 一 一 一 一 
02) opal rol A Cr 
1 1 1 1 ade 1 
1 
< oa-oal pr 2 ‘oA D) 
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( 李 永 利 ;[345]2006(4):61) 
(3) 71 宇 2 时 ,下 式 成 立 


1 : 1 1 A 工 
ma 十 d)arr 一 m(ai — d)ar | < DE 


一 本 Len (a$) 一 (ma — d) (Cas)]; 


jmarn art) 一 mar + d) Car*)] < Dyar™ 


(7 一 1) 个; 


< ma tad) Ca) ma t+ (2— md) (art)]. 
ma 


(的 益 武 ,[351]2008(4);410 ~ 412) 

(4) 设 a= 二 1,4 放 1, 则 

工人 (+ 误 )> {(24 一 1)m 十 1) 二 
CA 


炎 一 1 


([345]2006(77 :53) 
(5)” 设 a  d/2 二 0,2p 为 正 实数 , 则 当 宇 mm 十 1 时 ,下 式 成 立 


2arti + Pp\ 1 PY /20rtd 
(2 < +2)< (es) ， 
( 续 铁 权 ,[351]2003,2;16 一 19) 


6. ” 设 {a:) 是 等 差 正 数列 ,公差 4 宇 0. 则 当 n 宇 2 时 ,有 


Zar 和 (Gn 一 1)/2) Caer 十 azam1)/(aiazanant1), 仅 当 d 一 0 时 等 号 成 立 . 
k=2 
特别 , 取 as 一 上 kk,(l 三世 n 十 1), 得 


5 2 1)(32 十 2) 
2 人 ) < 一 1， 


取 a 王 28 一 1, (1 过 & 势 nn 十 1)， 得 


1 Ca Dan}1) ,1 
rs Bm 1 ~ 3. 


7. 设 {ai} 为 等 差 数 列 ;{6;) 为 等 比 数列 , 且 a 二 bi,as 二 byal 闫 assai 之 0 (一 
2,…), 则 当 n 实 3 时 ,a, 二 5,. (提示 ;用 数学 归纳 法 ). 

8. 设 {a,) 是 等 差 数列 ,着 a1 > 1, 则 当 公 差 4d > 0 时 , {logsasn) 是 严格 递减 数列 ， 
即 logs Cas + d) > loges io (a, + 2d). 

注 ”自然 数列 {n) 可 看 成 公差 为 1 的 等 差 数列 ;因此 有 关 自 然 数 4 的 不 等 式 容易 推广 
到 正 的 公差 4 的 等 差 数列 {a,} 上 去 . 另 见 第 2 章 8§1,No.2 ~ 3. 

9. [MCM] 设 {a,) 满足 ao = 17/2,ar = 二 ai 十 (af/n) ,k= 二 0,1,2,…,n 一 1, 则 

1— (1/n) < a, < 1. 

这 道 数学 竞赛 题 的 命题 者 给 出 的 证 明太 繁 ,前 后 用 了 四 次 数学 归纳 法 ,但 若 用 “加 强 

命题 ”手法 ,只 用 一 次 数学 归纳 法 ,就 可 证 明 
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n 十 1 n 
— 1hCn 
HRT Hak’ lh 


取 k& 二 n, 即 得 
ln+l 
l nn < 7 十 2 
10. 设 {a,) 满足 as 一 由 十 ay8/5 委 ai 委 9/5, 08/5) 委 a 委 《9/5)?, 则 对 于 
所 有 nn 成 立 (8/5)" 委 ay 二 (9/5)*. 


<a, < 1.([34511982,3.33) 


提示 :用 数学 归纳 法 ,还 可 证 明 。 一 > 上 上 <3. 
11， 设 {a,} 满足 之 YB,8 之 05amm 一 (Co 十 有 102a), 则 ar 过,, 且 当 n 之 (2% 
一 1)-! 时 ,有 
0<a—/B<n (o>1). 
这 是 计算 机 上 常用 的 计算 平方 根 的 牛顿 法 . 特别 , 当 8 二 2 时 ,有 YW23 过 a, 过 1 二 V2. 
12. 设 {ar} 满足 :la = 二 1， 上 且 nn 守 1 时 a 二 0 十 az， 则 V2n 二 an 
二 V2n 十 (1/2)logn,(n 之 3), 当 nn 泛 4 时 ,下 限 V2n 可 改进 为 V2n 十 (1/2)log(n/4). 


令 GCn) = 二 2 十 (1/2)logn 一 必 , 则 G(C2) 严格 递增 且 上 有 界 , 从 而 
limG(n) = c. 


并 -ce 


对 于 上 述 极 限 c 提出 了 以 下 三 个 猜想 : 
Q@ “是 超越 数 ; 、 
四 “对 任意 整数 mm(z 夭 0) ,成 立 | cc 一 (mf/n) [1> 1/(10n’); 


@ ”对 于 任 给 正 数 。, 有 无 穷 多 对 素数 p,9, 使 得 | c 一 | 一 地 
当 n 达 14, 还 有 


.([348]1991. 8) 


0 < G+ — Gn < Lge, 


8722 


0 一 GG3) < GG4 < Gm CntD <GG3) 十 > sdogk). 
&=13 


(L67]12 和 [L305 ]1988,95(7) :654;1990,97(3) ,244) 
若 取 Q1 一 5 ,得 常见 的 估计 式 :45 < alooo < 45.1. 


13， 设 1< aa 一 2,asl 二 1 十 ar 一 (a2/2), 则 当 n 守 3 时 ,有 | a, 一 V2 | 二 2. 


2 

14. 设 ah =z 1) , 则 当 2 一 a 过 3 时 ,0 过 a 一 2 过 21™7 ,而 当 a; 之 3(Vn € N) 
时 Ga/ Qn < 3/4. 

提示 :用 数学 归纳 法 . 


、 1 3 
15. [MCM] 设 a = 误 *o 一 (1 刻 之 2, 则 


这 jas 过 1. (1988 年 IMO 备 选 题 ). 
友 二 1 
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提示 :由 条 件 知 所 有 a, > 0 且 当 守 2 时 as 十 (2k 一 1)as 二 (2k 一 3)ar. 
在 上 式 中 依次 令 & 二 2,3,…,n 然后 相 加 . 
16.、 设 a 一 3/8,a, 二 十 Cai/2), 则 3 人 8 天 aa 过 ar 过 1/2. 
17. [MCM] 设 ail > aa 一 3a 一 24a; 2， 则 
a 这 2";anti 一 Qs 之 2"?。 (提示 :用 数学 归纳 法 ) 
18.， [MCM] 设 {a 是 正 的 递减 数列 , 且 GDae < 1, 则 Das/ <3. 


19. 设 0 二 pp 二 1,ai 二 1 十 Byami 二 《1/a,) 十 B. 则 
1 过 a, 三 1 十 B,(n 之 2) 提示 :用 数学 归纳 法 ) 


20. [MCM] 设 a 一 lan 一 ma/a, 则 >) (1/ar) 守 2Vn 一 1. 
k=l 
21. (1) [MCM] 设 一 1,amm 一 1 十 守 ,n 之 1, 则 
<as<vz 十 1 (n> 2). 
(2) 设 ao 一 十 二 ,al 二 0. 则 


al 一 C 十 wz 十 cz 一 1 委 a < 委 c 十 WwW 十 cz， 式 中 c 一 学. 


([305]111(2004) ,729 ~ 731) 
22. 设 al 庆 0yam 二 Qi 十 (n/a,). 


(1) 当 n 二 和 时 ,是 否 成 立 ar > as?( 陈 计 提 出 , 见 L31]116 ~ 123) 
1 


2 
(2) 当 之 1 时 ,Wn 一 1 二 全 十 全 之 4, 过 Ln 


([305]1996 ,103(10) :912) 
23. 设 al = 二 2, an 一 多 十 赴 ， 则 V2 一 a, 二 V3 十 二 . 


车 an 二 pa 十 qa7'， p,q 之 0, a > 0. an 的 最 佳 上 下 界 是 什么 ? 


24，。 [MCM]. 设 m = lo = 人 十 8 一 1, 则 a > -不 . (1990 年 匈牙利 奥赛 斌 


Qn-l 2"+2° 
题 ). 
、 _ V2 Vi— VI,n = 一 一 
25. HIMO]. 设 me。 一 全 am 一 Co 。 1 一 1 一 ai :1 一 0:1:2……)p 一 1 ,0 一 
VITR1 
站 二 名 一 1, 则 


22a < 之 Xx 之 2726,,n 二 0,1,2,….(1989 年 30 届 IMO 预选 题 ) 
26. LMCMI]. 设 ap 之 0 Qnrm < Cn 十 am ; 则 对 Yn 和 宇 m; 下 式 成 立 


a, < ma 十 (均一 1D)an. 特 别 , 若 a =1,a,>1n 守 2) 有 Bar Sa 二 an; 则 a 二. 
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27. [MCMJ]. 设 (as) 满足 an 一 0，a2 < au 一 Gn+l ,出 an = 二 Cn 之 2). 


提示 :用 数学 归纳 法 ,或 利用 f(x) = xz 一 x? 在 z 世 1/2 时 递增 ,于 是 ， 


加 1 k+l 1 
a an di rm 


28， Khinehin 不 等 式 : 设 {a;) 为 复数 列 ,es = 十 1,1 过 n,c 之 1, 则 
(2 | as | ) < c 人 | Da | ， 
式 中 3) 表示 对 所 有 es 一 士 1 求 和 .〈[125]Vol. 1:186) 


{a) 


29.， (1) [MCM]J. 设 Ss, = V2 十 V2 十 … 十 V2 (个 根 号 ) , 令 


_ 2 
f(m) = , 则 “了 寺 一 Fo 天 有 天， 一 Sm <2 
一 1 
和 让 ~ i nn 1 
证 令 a = 到 , 则 S, 一 2cos(24,). 问题 变 成 要 证 Vf(n) 一 二 Ci > 三 


(2) 和 二 Va 十 … 十 Va(n 个 根 号 ). 
二 我们 在 第 三 版 中 曾 提出 :g(z) 的 最 优 上 、 下 界 是 多 少 ? 


g(n) = 


已 知 zc 盖 0 时 ，S， 递增 且 1msS， 一 (ViaTli 十 1). 


2004 年 , 章 仁 江 证 明 : 
@@ 车 1 过 a 过 2, 则 必 存 在 唯一 的 mo, 使 得 5, 一 a 一 Sun ;而且 


a— SS, 十 1 一 9。 十 2 
0 0 
Q& 一 Sn < gn) < a — Sut1 ” 
@ 记 h(0) = Yate, ,ca) = Va-2e ， 
a—Va 24a— (a— Va’ — 2a)’ 


则 a 二 2 时 ,下 式 成 立 
一 gn) < hi (2), 


aD>2 时 ,下 式 成 立 
min{hi(a) ,hs (a)} SR gn) < 1. 
(中 国 计 量 学 院 学 报 2004(3) :250 ~ 252. 另 见 [345]2000(11) :21 一 22) 
我 们 可 以 进一步 问 : 设 a, > 0， lina, 二 a, 令 


ao 一 Nai 二 + 十 an， f (1 一 人 一 一， 


On—l 
fln) 的 上 、 下界 是 什么 ? 
(3) 设 a>0E Ri 天 0. 记 


S,(t) 一 Va 十 Va 十 … 十 如 ”(n 个 根 导 )， 
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a — Sri(t) 
8&o (0 一 a—S,(t) 


2003 年 祁 锋 等 研究 了 S,(3) 和 g, (3) 的 性 质 . (L30316(3)(2003) ,413 一 419) 
我 们 问 : 对 于 一 般 的 1:，S,(z) 和 g, (2) 的 最 优 上 下 界 是 什么 ? 
(4) 设 a 放 1,1 之 1, 或 者 0 二 4a 二 1,0 二 1 过 1, 记 


0) 二 Na 一 Va 一 … 一 绍 (n 个 根 号 )， 


a — ont l(t) 


f(t) 一 a—o(t) 


2009 年 席 博 诊 .张涛 研究 了 o.(t) ，f, (2) 在 :一 2,3,4 ,本 ， 本 ,于 时 的 有 关 性 质 和 不 
等 式 , 例 如 

6D) 当 a 汪 1， t> 1, 或 者 0 二 a 二]1， 0 二 t 达 1 时 ， Oz2n 1 Ct), fz 1 2) 严格 递减 ， 
ozn (2)， fzn £) 严格 递增 ,; 且 

limo, (1) = o(1),， lim f(t) 二 1， 

式 中 o(t) 是 方程 x' 十 x 一 a = 二 0 的 根 . 由 此 推出 

加 妆 a>>1 时 ,下 式 成 立 

Va — Va < oo2) < om3 2) < ol2) 一 ons(2) < 021C2) < Va; 


a Va Va Na Ye Dan Dan Da DS EE. 


a 一 Va 一 Va a Va 


图 当 0<a<1 时 ,下 式 成 立 
dd 一 2a3 十 ai < (3)< mn (去 )< :( 诗 )< G2ntl (#)< Oz2n—1 (z)< a ; 


! 二 4 二 4 人 二 全 < fo (2)< fzni2 (#)< 1 < fart (#)< Ja (3) 


1—a(l—a)’ 
1 一 a “ 
(2009 年 第 四 届 全 国 不 等 式 学 术 年 会 交流 论文 ) 
我 们 可 以 进一步 问 : 对 于 一 般 的 :，g; (2) 与 f,(2) 的 最 优 上 下 界 是 什么 ? 


(5) 设 a 守 2, Si = 二 Ya,S: = Va—Va, Ss = Na a 十 Va, S, 一 


Ma a 十 Va 十 Va ，… ,这 里 , 根 号 套 中 符号 序列 ys 十 ， 十 按 周 期 3 出 现 , 则 
S Fd < Sent < 6nt2 < Sortrl ; Sonra < Sents < Sonre < Sent7; 


Gr 


< 


0<S < Sy Som < Seon < So Ze < S, < S: 一 Va. 
limS, 一 B—l 十 过 V4a 十 Bsin( Larctg 28+t1) 
a 6 3 3 33 


式 中 8 二 Vta 一 7.([305]1993,100(7).650) 
30. 设 a 一 l,artl = V2 十 an , 则 
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则 


1 


0 二 2 一 a, 二 .( 提 示 :用 数学 归纳 法 . ) 
(2 + V3)" 
3 
31。 [MCM], 设 S 一 V2 二 V3 十 … 十 源 , 则 Sn 一 5, 二 广 一 
(1985 年 IMO 备 选 试题 )([99](3) :49) 
32.。 设 a6 = 二 1,aws 二 sina,, 则 
1 ,< 3. 
V3n 十 2 n 
33.。 设 al = 1)asl 一 5 , 则 当 n 宇 2, 下 式 成 立 
3[1 一 (3)"] < a, <<3[1 一 3)"]. ([348]1990,10;33) 
34. [MCM]. 设 1==ao 志 ai 志 4 和 和 a1 芝 '), 令 
_ 1 
(1 — el ， 
-2 " 
0 过 ZS, 2,0 = 1,2,.). 
、 _ 2 1 1 1 1 
0 过 S, 一 一 十 
证 2 二 (2 去) 2 主 ( 7 (Go 


1 1 1 
(二 二) 2 二 )<2 


35. 设 Fi(z) 一 I k 一 z) 以 之 2,14m) 二 | F(z)dz, 则 当 n 之 2 时 ,有 


I(n) > 5 D1n 2 


n=1 


36. 设 e>0, 太 在 [La,co) 上 严格 递减 和 严格 凸 ,1im jz) 一 0,zr(z) 在 [0,co) 上 


是 上 函数 . 令 a 一 > fb 一 | Fazdz,lima 一 上风 


之 0，(VY7z)， 


玉 一 
a: 执 一 一 4， 
n—m 


下 序列 ;车 也 | A4, | 过 oo, 则 称 (a,} 为 有 界 变 差 序列 , 记 为 (a,} € BV. 若 (a,} 是 有 界 所 


k=no 
fn) 
2 二 (1/n) 


(Astra Mat. 1990,1(3):3 ~ 7) 


< la i. 


37, 凸 序列 不 等 式 : 设 {a,} 为 实数 列 ,Aa， 一 Cn Untl ,A2a， 二 4a, 一 4 如 sn ,车 A’a, 
则 称 {a,} 为 凹 序列 ; 更 一 般 地 , 着 YO 过 mm 二 < 过 nn, 下 式 成 立 


m 


凸 序列 , 则 {a,)} € BV 且 {raAa。) 是 有 界 序列 . 令 


1L. (as) = arz — (7 二 1)anm tra,.(r > 0). 


从 而 >， 1 Cn) 二 十 oo. (Gabovic,[4]494) 


2,3， 


.oy), 


一 各 a, 则 称 {a。) 为 凸 序列 ;着 > (十 1) | A?a, | < o0, 则 称 {a,) 为 所 
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这 是 Li(a,) 二 A?a, 的 推广 ,车 L,(a,) >>>0, 则 称 {a,) 关于 算 子 二, (a,) 是 凸 的 ;者 LL, (lna) 
宇 0,《Ya 0), 则 称 {a,} 关于 工 (as) 是 对 数 凸 的 (Copson，,E. 和 T. ,Proc. Edinb. Math， 
Soc. H Sec. 1970 ,17 :159 ~ 164). 

若 p 是 (0,ce) 上 的 是 函数 , 则 a 二 gln) 为 凸 序列 . 


(1) [IMOJ. (29 届 IMO 备 选 题 ) : 设 {a,) 为 非 负 是 序列 , 且 ya 之 1, 则 


0 委 av 一 artl < 2/n. 


n 


提示 : 令 b, 一 Aa, ,由 条 件 可 推出 {a,) 递减 且 b, 之 bul 宇 0,1 之 》)as 之 2) (60) 
上 一 1 


k=1 


> OB, = (1/2n(nt 1)6,. 


k=1 


(2)” 设 {a,) 为 严格 凸 序列 , 即 a, > 0,An, > 0,A:a, >0, 则 
学 过 2 De << ao 一 地. 
(3) Nanson 不 等 式 ; 设 {a,) 为 凸 序列 , 则 
Da 去 jE Dem , 仅 当 {a,} 为 等 差 数列 时 等 号 成 立 . 


提示 :对 kn 一 十 1)A?aze 1 守 0 与 k(n 一 &)A?azs 之 0 求 和 . ([11107) 
1989 年 ,Adamovic,D. D. 作 了 推广 (Math,Balkanica(N. S. )1989,3(1):3 ~ 11) 
(4)” 设 {a,} 是 有 界 凸 序列 , 则 

2 (十 1)Axas < ao. 

k=0 


(5) 设 {a,} 为 凸 序列 , {pi} 是 正 的 对 称 序 列 , 即 Pr 一 prarisk = 1 ,nn. [>] 表示 > 
的 整数 部 分 . 记 六 = [Cs 十 D72],m 一 [Cs 十 2)72], 风 


1 Dy pras ] 

方 (an 十 an ) 三 短 : -一 过 DR 十 a.). 
2 pr 
k=1 


(Toader,Gh. ,Rev. Anal. Numer. Theor. Approx. 1992 ,21(1):83 ~ 88) 
38. ”高 阶 凸 序列 不 等 式 : 设 {a,) 为 实数 列 , 令 
A'ax a ,Ala; = Aa, = a — ar. (注意 定义 与 No. 37 不 同 ) 


k=0 


2- m 
AQ 一 A(A™ la,) 一 > (一 1)™* | | 一 2,3,.…， 


了 2 十 工 ; 


S。 一 > ak， on 二 1 Dar. 
二 0 一 0 
(1) 车 Aaxs >>00 人 =0)1…2) Acai 一 aaAas 二 0. 则 


N 十 
armD<<| | |， | 
n S， m 二 1| 7 十 1 
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(Markovic,D. ,Bull. Soc. Math. Phys, Serbie, 1949,1(2):17 一 21) 
(2) 设 已 之 一 1， (一 1)"A"ao > 0, 有 日 (一 1)" A hia, 之 0,k 一 工 ，…。 9 了 2。 则 


>) [a 全 0， 


=0 


(3) 车 5 委 一 1，4Arao 盖 0, 且 4 rar 之 0,k 二 1,，…， 7, 则 


(一 1)” > | | >0. 
(4) 设 5 汪 一 1,f 在 [0,nj] 上 连续 ,在 (0,n) 上 次 可 微 , 且 fi (n) 盖 0, 有 一 1 


一 1 车 (一 则 if 外 (xz) 宇 0,n 一 7 过 Zz 过 nn; 则 


nh 
> ita >0. 
j=0 |J k=1 
(No. (2) ~ (4), 见 Drazin, M. P. ,[305]1955,62:226 ~ 232) 

(5) 车 存在 常数 m2 ,Mi 使 得 过 Aa, Mn = 0,1,2,.., 则 


1 1 
FTI” Ao < EFIM: 


([305]1985 ,92(6) :428) 
39， 设 1/2 二 a 二 2,6, = 二 (a”" 十 a™)/2, 则 
DBs < 2 —271. 


40. 设 a > 加, 且 对 所 有 ?> 和 ,有 一 ar 之 bb 一 51, 则 对 所 有 nn 之 mw, 有 
an 之 六， 
41. 设 a, 之 0,6, 这 0,an 盖 姑且 当 ?>> mw 时 4s/awi 之 6,/bm1, 则 
an 宇 b(n 之 1%). 
([348]1989,12:18 ~ 20) 


42. 设 正 数 ar Ox ,满足 at boii bor Taosl < 委 nsyaze1 十 Qax 一 bani 


px ， 则 


2n 2n 
(D) DV Yad >0: (2) DO -an”)<0; 
k=1 k=1 


n 


n 2n 2n 
(3) 2 2 0 一 > 0 (4) yy 村 一 om) 一 0. 


j=2 k= j=2 k=1 


43.。 [MCM]. 设 al = la 二 ao 十 (ae 121, 则 
V2n—1<a, < v32 一 2. 


证 当 有 & 盖 1 时 ,as? 一 ao; 十 2 十 ai , 且 a >>1, 于 是 at 十 2 < 二 ai| 十 3， 


1 委 & 委 ”将 这 些 不 等 式 相 加 即 可 得 证 . 


{Ba} hl 中 也 只 出 现 一 次 . 此 外 ， 还 已 知 as 二 bs 之 Qtl 十 Pet ,< 委 


44. [MCM]. 已 知 在 数列 (24)? 中 ,1,1/2,1/3,…,1/n 只 出 现 1 次 , 且 在 数列 
去 


委 4/R, (1 委 & 魏 7). 


nn 一 1, 则 a + bx 
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证 在 m 个 数 对 (a ,01) 《1 考 km) 中 ,a4 之 或 bi 之 at 中 之 一 成 立 的 个 数 不 少 
于 m/2 对 . 例如 , 设 bi 之 ai 是 在 不 少 于 m/2 个 数 对 中 成 立 的 不 等 式 , 若 六 是 这 些 的 最 
大 和 值 ,; 则 5; 过 2/m. 所 以 a; 十 6b; 志 26; 达 4/m;y 又 i 和 m 苑 am 十 bn 仿 ai 十 bi 坟 4/m. 
45. [MCMj. 有 序数 组 al ,a;,… ,a, 由 下 面 的 条 件 确定 :al = 0， 


la |=1ani 二 1|,2 志 kn， 则 Da 这 一 n/2. 
此 二 1 


提示 ;将 原 式 平方 再 相 加 ,化 简 后 得 az， 一 48938 二 ao0， 
46， [MCMJ. 设 {ai) 严格 递增 无 界 , 则 存在 N, 使 Yn 之 N, 有 


S,= DE <n1l. 
k=1 Qtl 


47.，。 [IMOJ. 设 {as) 为 递增 数列 ,ao 一 1, 令 S, 二 >) ( 安 )* 则 当 n 之 14 时 ，,S， 


k=1 


2, 式 中 一 3). 


48.” 设 a4。 一 0,{a,) 递增 ,{a, 一 a;1) 递减 , 则 {a,/n) 也 递减 . 

49. [MCM]. 设 {a;) 满足 0 过 a 过 az 声 241ya2 寺 Q; 才 242 9 ya 1 an 和 2ar1， 
则 在 和 S = Da) 中 可 以 适当 选择 正 负 号 ,使 得 0 委 S 委 ca. 

证 用 数学 归纳 法 .一 1 时 ,结论 显然 成 立 , 今 设 对 于 ?个 数 as ,as，…,arr ,存在 形 
如 和 S = Ca) 满足 0 二 S <a, 则 0 委 S 委 ci ,此 时 0 委 S=a 一 S 委 aa 或 a 
<S Qa 二 241, 于 是 S 二 8 一 4 和 县 oa 一 aa 去 ai 都 是 所 求 的 解 . 


50. LMCMIJ. 设 {ai,…,as) 是 nn 个 互 不 相同 的 实数 , 令 M = min{ (a,; — Qi)’: 
1 委 ]7 二 kn}), 则 


3 > 加 (一 DD. 


( 单 增 在 L9916 一 9:12 ~ 14 给 出 了 三 种 不 同 的 证 法 ) 
51. (1) ”由 {ax} 与 {6b} 构造 两 个 新 的 数列 : 


1， R 一 0， 1， k= 0， 
A 一 .al， k 二 1， B; 一 Jp， k= 二 1， 
arAei 十 A,， 之 2， ZL， 十 B; ， 六 之 2， 


r 泛 1,s 为 非 负 整数 , 若 Yk 宇 s 十 1, 有 ai 宇 ;上 且 当 有 宇 2 时 ,b4 宇 2, 则 当 有 之; 时， 
成 立 A; 宇 rBi,, 式 中 a 二 (8 一 s)/2. (证 明 见 [345]1990 ,2) 
(2)” 设 数列 {zx,} 满足 条 件 : | ze | 过 p | x, | 十 gq;n 二 0,1,2,…, 则 
[zx |<p" lz I ?7 式 中 a 二 二 1. 
ng, p=1. p—1 
52. [MCUJ]. 设 0 过 fn) 过 1,1 过 Kn,1 声 m 声 kN, 则 
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5) (2) <2N DY fC,m). 


式 中 》 是 对 所 有 可 能 的 数 对 (&,m) 求 和 . 
了 
提示 : 令 mw 一 去 y1 Fo , 则 0 去 ww 志和 N, 用 数学 归纳 法 证 明 与 原 命题 等 价 的 命题 : 


(a) 入 2NC2) (ai). (第 39 届 普 特 南 数学 竞赛 ,[66]409,475 ~ 476) 
k=1 =] 


53.， ” 设 {a,} 由 方程 exp(e") 一 ar 确定 , 则 


(e» Inn)™ < a, < (mm 3) . ([67112,75 ~ 77) 


54. 设 {a,) 是 非 负 递减 数列 , 令 S = Dor, 则 S21 委 D7 S292 — 2"a2. 
提示 :用 数学 归纳 法 . 


55. 设 a4 宇 0,g 之 0, 令 5,(g) 一 > (4 十 1)ra4, 则 存在 常数 c, > 0, 使 


1 
(2 十 1) 在 


sup{S (0)} 过 cs sup{s, (g)).( 转 引 [334]1984,27(6) :813) 
56.。 设 f(x) 一 log(z 十 Vz 一 1),z 之 1,4a> 0,a 关 1, 令 b= 广 !'(n)， 


S, = Db, 则 当地 过 a 过 2 时 ,S, < 2" 一 (#) . ([345]1991,12.:19) 


k=1 


57. 设 {zi) 为 实数 或 复数 列 ,1 smsm | zx = (> EE 


nm 


< (Flutaml) <alzl; 


(2) clzl < (Date ) <ilzl, 


式 中 ,zl = "Xm = 0; 


(3) clzl < (SE [ztzrnnl’) Selzl, 
武 中 ,x 二 二 x 1 二 0; 
(4) collzl 所 (一 man 委 cs lzl， 
式 中 9 光一 “1 二 过 上 i 一 0Oycl 一 -一 2cos(x/r); 
二 一 1 TT 站 一 7 3 一 1 T . 一 一 
ca 一 2sin se ET); 2c0s (1 ) se 2sin (243): ([54]5:73 ~ 85) 


58. FTT 不 等 式 (Fan-Taussky-Todd 不 等 式 ): 设 zi,…,z, 为 复数 , 令 Az; 二 z, 一 


2 — 一 -一 
zkHA Zh 一 Ze 一 2ztl TT itz yo = Zn TH 一 ZI， 


lz = (Pla) “al,= (2 ae )", 
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邓 1/r 
| A?z ,= (2 [Az 1’) slr<%, | z | < 一 max | z |. 
(1) 车 >) as 一 0, 则 VYmE N, 下 式 成 立 
k=l 


lzl, < Al, zl, < 5 Cn 1) Az ,. 


2 
(2) 设 a = {aid2 "sd se )} 是 具有 周期 为 n 的 序列 ,对 任意 数列 b= {6 02 


电信 Ss 二 Dj arnbism 二 120, 则 YYrEN, 下 式 成 立 


二 1 


1 S1， =- (se < | el 。 leli,. 


(3) 若 工 = (ZiyTZa Ts ) 为 实数 列 , 且 》) x 二 0， | x | oo = 1 ,Xan 一 2 ; 则 
k=1 


| Az ~ > 6. 
式 中 当 二 2m 为 偶数 时 ,c, 一 和 ;而 当 一 2m 一 1 为 奇数 时 ,c, 一 -7 


上 述 (1) 是 Bellman 不 等 式 的 离散 类 似 , (3) 是 Northcott 不 等 式 的 离散 类 似 ， 

(证 明 见 Monatshefte fiir mathematik,1955,59(2):73 ~ 90) 

59, [MCMJ. 设 (0,co) 上 的 洱 数 列 {f,) 由 下 式 定 义 ; 用 (x) 二 ,fnri(z) 一 (f(x) 
十 (1/7)) f(x), 则 存在 唯一 的 正 数 a, 使 得 对 于 所 有 7,0 过 f(a) 二 Ca) 到 1. 

60. [MCM]. 设 x > 0, 定 义 


f= } 共 nn 个 x. 
则 对 所 有 上 上 有 宇 3, fri(k) >2 广 (十 1).( 用 数学 归纳 法 ) 
1983 年 , 孙 传 昆 证 明 ; 当 1 坟 xX 二 exp(1/e) 时 ,f(z) 声 fn (zx); 而 当 0 过 x 过 1 时 ， 
有 filz) < PCz) fr) fox) < 二 … 雪 户 (z).([345]1983,5: 
28 ~ 29) 


3 


61. [MCM]. 设 A 一 3 }n 个 3;B, 二 85” }n 个 8, 则 对 所 有 7n, 有 


4 > B.,. (1.1) 
证 ”直接 用 数学 归纳 法 证 (1. 1) 式 就 很 困难 ,可 通过 “加 强 命题 ”技巧 ,证 明 
4 > 3B,. (1.2) 


实际 上 ,n 二 1 时 (1.2) 式 显然 成 立 , 设 7n = 一 上 时 (1.2) 式 成 立 , 即 Aui > 3Bi ,于 是 当 
1 一 有 十 1 时 ,Au 一 340l > 3 = 275 > 245 = 3% 。 8 > 3Bin. 

62.， 设 数 列 {zx,} 由 z, 二 f(x) 递归 定义 ,f 连续 且 有 不 动 点 a,;( 即 f(x) 一 工 有 
实 根 a). 当 太 是 递增 函数 时 , 若 z<a 时 ,jz)>z 而 zx>a 时 Frz)<z 则 当 z <a 
时 , {x} 是 递增 数列 ,而 当 zi 之 4a 时, {xs) 大 递减 数列 , 且 limz, 一 4; 当 f 是 递减 函数 时 ， 
车 xz 二 a 时 ,有 f[f(z)] 汪 Zz; 而 x 之 a 时 ,有 [f(x)] 二 zx, 则 

HALT a rn rr Hlimz,= a. 
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利用 不 动 点 原理 ,可 以 统一 证 明 许多 由 递 推 关系 式 确定 的 数列 不 等 式 , 例 如 ， 


Xn CX? 十 3a) 


37? 十 a ,a 这 0; 则 当 0 过 训 二 VE 时 ,x 过 zn 一 Va， 


(1) 设 zi 之 0,zxnn 一 


Xi 之 Va 时 ,不 等 号 反 向 . 

提示 : 找 f(x) = 二 3 1 的 不 动 点 . 

(2) 设 ae>0z 二 Wayz; 二 Varii; 则 当 a 放 1 时 ,zx, 过 zm 过 Va, 而 当 0<a<=1 
时 ,不 等 号 反 向 . (提示 : 找 f(zx) = 二 (az)23 的 不 动 点 .) 


3 二 2 则 当 xz 之 VB 时 ,x, 之 zn 过 V3, 而 当 z >>V3 


(3) 设 广 1 之 0,Xxntl 一 3 十 元 


时 ,不 等 号 反 向 . . 
63. (1) 设 a,pc 盖 0,a 十 十 c 一 1,zoyyo ;Zo > 0 ,Tn Yn Zn 的 加 权 算 术 平 均 ,加 
权 几 何平 均 , 加 权 调 和 平均 依次 定义 为 :zrl 一 az 十 四 十 czsyyr 一 XYy%25 nhl 一 
(入 二 过 十 二) 1 则 sn 所 ya 入 ms, 且 (zj fy)、{e) 均 收 敏 于 同一 极限 . 
([371]1993,66(3)) 
(2) Schwab 数列 不 等 式 : 由 关系 式 Qntl 一 Ca 十 5,) 与 pH 一 Vbnantl sn = 0,1, 


2,…,ao ,bo 0 所 定义 的 数列 {a,}、{5b,}) 称 为 Schwab 数列 ,不 妨 设 b > ao 盖 0, 则 {a。) 递 
增 上 有 界 , (5,》 递减 下 有 界 , 且 ao<a < a a bn bn < < Do ,lima, 


= limb,. 
mca 


( 黄 友 谦 ,“ 初 等 数学 研究 论文 选 ”, 上 海 教 育 出 版 社 ,1992,207 ~ 222) 
64， 设 Vysg > 0, 上 且 ( 到 ) 和 {如 同时 递增 或 递减 , 则 


(OI pry Dl gri) 过 (DPizi) (Dgiyi). 
k=1 =1 天 一 ] k=1 
(Toader,Gh. ,Rev. Anal. Numer. Theor. Approx. 1992 ,21(1):83 ~ 88) 


65. Meir 不 等 式 : 设 {ai),{pi) 为 递增 数列 , 即 
0 一 人 0 < al < ”0 dnd apl A prsk 一 12 


Pip pr > 1,g: = Cp 十 po) 一 1 12 一 1， 
s 十 1 渤 2(7 十 1), 令 
F(s) = ((s+1) Toa, ) , 则 Fs) < FO). 
k=1 


(Pecaric,]J. E. [401 ]1992,22(1) :329 ~ 330) 
66. Fourier 系数 不 等 式 : 设 f 的 Fourier 系数 第 n 部 分 和 为 


S.(f,7X) = DJciexplikr) 一 学 十 D) (arcoskr 十 bi sinkz ). 


上 二 一 nt 下 一 1] 
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x 2x 2r , 
式 中 6 一 二 | flx)e “dz,a 一 工 | flx)coskrxdz ,b: = 二 | flx)sinkradx. 
2rJo Xo Xo 


以 下 车 特别 声明 f 定义 在 [一 x,x] 上 , 则 上 述 ci,a4,5s 中 的 积分 限 都 从 [0,2xj] 改 为 
[一 rz]. 

(1)” 若 f 是 [0,2x] 上 的 上 是 函数 , 则 as 宇 0; 若 了 是 [一 x,x] 上 的 是 函数 , 且 f(x) 有 
界 , 则 ax 之 0,azm 委 0. 

(2) ”车 了 在 [0,2x] 上 递减 , 则 刀 0; 若 在 [一 rr] 上 递减 , 则 bos 之 0,bowrl 委 0. 

提示 :用 积分 第 二 中 值 定理 . 

(3) ”车 /在 (0,2x) 上 的 导数 “递增 有 界 , 则 a, 宇 0 (n> 0). 

(4)” 设 ff 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 , 则 

[el /DwoCf sr/ Ra lp | wf ,rn/k), 

式 中 屎 (f,h) 一 sup{| f(x) 一 f(y) |}: | zx 一 y | 二) 为 了 的 连续 模 . 

(5) ” 设 fE Cz; 则 


[+ | 二 [六 < vat.. 
(6) ”车 /是 以 2x 为 周期 的 局 部 可 积 函 数 , 则 


| Ch 1 委 os Cr/ | k | >; | ag | ， | bi l= Swi Cf sn/k), 
A A 
式 中 wu(f,6) 是 f 的 积分 连续 模 . 

olf0) = sup(| ,| f(t -fa | dz:0 < he). 

(7)” 设 了 在 [0,2xj 上 有 阶 连续 导数 ,并 且 以 2x 为 周期 , 则 
1 CE) 区 
| ec; [< zw lf ,n> 0). 
(8) 若 fo 是 [0,2r] 上 有 界 变 差 函数 , 则 
| c。 | 委 eVg (Fo), 式 中 VC ) 是 Fo 在 [0,2xj 上 的 全 变 差 ， 

(9) ”车 f% 在 [0,2r] 上 既 连 续 又 属于 Lipa (之 1,0 二 a 世 了 上, 则 


| a, |, | 2 | or 9， 
(10) ”Caratheodory 不 等 式 : 设 f 以 2x 为 周期 . 非 负 且 不 恒 等 于 0, 则 
|a <ao ,1b1<ao lco1l<aG 天 0).(L57]Vol.1:71) 
(11) ”Rogosinski 不 等 式 : 设 f 在 (0,x) 上 是 非 负 的 奇 函 数 , 且 不 恒 等 于 0, 则 
| 5 |rnbi,n = 2,3,.). (L571Vol. 1:71) 


(12) 设 f€ LC0,2xj,pB, 二 > 守则 


天 :天 0 k 
1Bpl Sr ol. 
n 下 


提示 : 令 g(z) ~ 了 1 工 exp(iz) 一 ir 一 z),0<z 志 2r, 则 及 是 jg 的 Fourier 系 


EO k 
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数 ,而 且 有 | .je 委 六 | :，, 即 
| Ifel < 了 |- | fl: CC1411261) 
(13) 本 E LinL(T),T = (一 zz， 则 


cl CR 十 
;十 cs| 17FGz) | logt | fx) | dx. (L871162) 
ba TAI i< Sate | ” 
(14)”H-L 不 等 式 (Hardy-Littlewood 不 等 式 )}: 设 fEL( 一 x,7z),l1 二 pp 二 2, 则 
2 x 1/ 
(> labPdrlrDr) sa 人 | | ftz) lrdz) 可 01.3) 
一 一 ee —x 


反之 ,车 复数 列 {c,} 满足 


3 cj 二 Dr < ,gq 2， 


一 一 co 


则 cx 必 为 某 个 和 E 工 的 Fourier 系数 , 且 


178 2 179 
(| fw par <A laldtlt Dy), (1.4) 
, 2 
([57]Vol,2. 109 一 110. 另 见 下 节 No. 47(3)) 


注意 :p 二 1 时 ,(1. 3) 式 不 成 立 ,替代 的 结果 是 下 述 著 名 的 Hardy 不 等 式 . 
(15) Hardy 不 等 式 : 若 f € HH'(T), 则 


Die (fli. 


友和 0 


式 中 了 为 单位 圆周 ， 

证 ”定义 在 工 上 的 函数 a(Cz) 称 为 (1,co,0) 原子 , 指 <(z) 满足 : 

i》 a 的 支 集 suppa CT 工 C[ 一 mr); 

让 al lI ; 

ii | acz)dz =0. 
其 中 了 是 中 心 在 ze 的 区 间 , | 了 | 表示 区 间 了 的 长 ,根据 Hardy 空间 的 实 变 理论 (例如 见 
[87]) ,只 要 对 任意 (1,co,0) 原子 4a, 证 明 2》) | cla) | 去 <. 


KAO 


| oo | =| | a CDexp(— 2rikty dt | 二 | | aorexpC 一 2riht) — 1]dz | 


<2rltl| ac IIe d<2xrlkllIl. 


所 以 ,于 | cba) | 2x 171. 
一 1 1 
到 四 四 i 他 9 人 六 2 
>), 至 多 有 11171 项 ,所 以 ,》) ,三 2x111.|1117 一 2x, 利 用 Cauchy 不 等 式 和 Parseval 


等 式 ,有 
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了 ,<( 了 oo (了 二) 


站 站 


<e(5 | cla) | )” 一 ‘(TI 1 | | a(z) a) < 


并 一 一 co 


于 是 2- 二 l(a) le 


La 
由 此 可 见 , 上 述 方法 比 Hardy 原来 用 的 复方 法 (L85191) 要 简捷 得 多 . 
([376]1977,83(4):569 ~ 645) 


(16) ”Paley 不 等 式 : 设 f(x) ~ PD) crexplikr) E Hi, (X41}) 为 Hadamard 序列 , 即 
f=0 


inf Aan /A4) > 1 ; 则 


> cu | el fin.(L87]384) 
(17)” 设 以 27 为 周期 ,日 ElLipa;y 即 | f(x) 一 f(y) I M|Ix—y|l” (0<a 
1), 则 | a | 和 ,1b | ; 
若 在 (一 x,x) 上 分 段 单调 有 界 , 则 | ao. | 所 c/n, | 6b, | 所 c/n. 
(18) 设 fEL[0,xl, 则 Ym 盖 1, 有 
lr 2fp, Da<2lr :和 
(19) 设 CE]; 0 二 克己 fz) 二 M, 则 
= 2 2 1 ,M—m ”2 
人 (人 十 他) 宝 元 (Mm) [7 ， 


DY alt) SM m)’. 
k=1 2 


(参看 [344]37(15) (2007) ,136 ~ 140) 


(20)” 设 z, yi 是 复 西 空间 中 的 元 素 ,ci 为 任意 复数 . 记 | c | : = D3 | cs | 


M= max y， | (yy 六 ) |， 则 Bessel 不 等 式 成 立 : 


Be 2 
OD > | (zs | EMI)zl’, 

@| 如 oes | < VeliMI x1?,(Bessel 不 等 式 更 多 的 推广 见 [22]392 ~ 394) 
67， (1) 设 ai 守 0,1 之 k 过 和. 令 Gi(a) = (La)’, 4.(a) 一 二 Da A,(G) 


一 工 SGl(a), 则 
n 


k=1 


A,(G) + G,(a) < eA, a). 
(2) ”Sechur 不 等 式 : 设 a; >> 0,k 二 1,…,n,g: 由 下 式 定 义 : 
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& 
qdiT ， 


Tf 0 ~ ex) 一 2 
i=i k 


则 除了 所 有 as 相等 以 外 ,都 有 
(1) gq? < ge i191 (2) Qi 二 gi ~ ga < 
68. 序列 {a,) 的 上 下 极限 不 等 式 :fa,) 的 上 下 极限 分 别 定 义 为 


lim supa, = inf(sup{a:}) ,liminfa, = sup(inf{a,}). 
noa n>1 kn Woo n>l kn 


1 


则 : (1) inf{a,} < liminfa, < limsupa < sup{a»}. 
(2) liminfa, 十 liminfo, 之 liminf(a, 十 6.) 魏 liminfa, 十 limsupb, 过 
limsupla, 十 65.) 二 limsupa, 十 limsupb,. 
(3) Cauchy 不 等 式 : 设 a, 0, 则 


+ Untl 
liminf “e+ < a 过 


noo 加 


(4) 车 ps 这 0 四 之 pz2 之 ps 之 Dp 一 co Derps < ce, 其 中 es 只 到 一 1,1 
. k=1 k=1 
的 值 , 则 


liminf ( 广 De )= 0 过 limsup ( 广 ye ) (证 明 见 [56]33) 
Woe k=1 Wi 


k=1 


(5) Cauchy 不 等 式 中 a, 0 可 推广 为 复数 列 {z,) 的 模 , 即 
liminf | xy/z， | liminf Vz T < limsup Vi za | < limsup | zr /zs |. 


一- 3 Catl | | Zntl 
提 ~ 四 Z ,得 
工 二 之 kh | 天 十 工 1 _1 
7 2 108 加 7 he |) ~log | zi |. 


令 m 二 lim inf | za /za | ,对 于 任 给 86 守 0,{log | zh/ 1} 中 只 有 有 限 项 小 于 log 一 6. 同 


理 ,车 令 M = lim inf Vz , 则 对 任 给 e 汪 0,{(1/n)log | xz。 |} 中 有 无 限 多 项 不 大 于 logM 
十 s. 于 是 对 充分 大 的 za, 有 


(logm) —8<= Dlog | zi /ze | 过 


呈 二 1 


2 二 (logM 十 e) 一 二 log | zx 1， 


由 5,e 的 任意 性 , 令 n 一 2, 得 logm 委 logM, 即 mm 过 M. 
(6) ”Stolz 不 等 式 : 设 {5,) 严格 递增 到 oo,b, > 0, 则 对 任意 实数 列 {a,} ,都 有 


liminf 一 < liminf “之 limsup 笃 < limsup 多 
Nroo ba pb, nroc pb, noo 区 


Cr 


,一 到 
当 lim 2 一 人 人 存在 (有 限 或 士 0) 时 , 即 得 著名 的 Stolz 定理 ， 


a a 
lim 2 二 lim St 
no Oy n>oo bi TT b, ~ 


(7) ”对 任意 实数 列 {a,} ,有 
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liminf{as — ax} 所 < liminf 2 — 委 limsup 和 < 委 limsup(asH 一 an). 
(8) 设 o 二 二 Sla,, 则 
nn =1 
liminfa, < liminfo, < limsupo, 委 limsupa;. 
(9) ”Toeplitz 不 等 式 : 设 给 定 双向 无 穷 的 实数 矩阵 
Qll Qi12 ”Qin 
U21 U22 don 
M = |. 
nl Un2 Gm 


满足 中 对 所 有 m E N,》) | am | 委 4; ©@ lim Jam = 1; 


图 对 所 有 mlimam 二 0. 
则 对 于 给 定 的 数列 (S,) , 若 lim infS, = S,lim supS, 二 瑟 均 为 有 限 , 令 o。 = amS。, 则 
(5+S) — (5—S) < lim info < lim supo, < 到 CS 十 S) 十 $5—S). 
CMCU]J. 设 {a,} 是 正 实数 序列 , 则 


69. 
li 1 十 ash 
imsupn (2 1) 之 1. 式 中 下 界 是 最 佳 的 . 
证 ”用 反 证 法 , 若 存 在 某 个 ,使 得 Vn 宇 有 ,有 
"(1)<1, (1.5) 
Un 1 | Qntl 
即 7 > FI F ,于 是 ， ,对 任意 自然 数 p, 有 
a 1 a .. 1 _1 ,a 
E> EFIitkTi> > EFitiTat" Ep ES 
但 由 调和 级 数 的 发 散 性 即 知 不 等 式 (1.5) 不 能 成 立 . 因此 ,对 任 一 自然 数 , 必 存在 某 个 
n 之 上， 使 得 
(> 1 lm sup n (i —1)> 1. 
之 2, 有 


为 了 证 明 下 界 1 是 最 好 的 ,我 们 只 要 取 a, = nlnn, 则 对 于 nn 
(1)= 十 1 trin +in(n + 1)]< [2+in(n+D]>1(n— 


n 


co). 另 一 方面 , 若 取 a, 二 mt+e,(e > 0), 则 用 二 项 式 级 数 展开 式 即 可 证 得 
6 二 Qntl -1)= 1+e. 
Cn 


limsup 


Hoo 


70. [MCU]. 设 所 有 a, 守 0,; 则 
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2 > 6. (1. 6) 
a 


证 ”利用 e = lim(1 十 1/n)", 可 将 (1.6) 式 变 成 


、 Ma Tar)\” 
Cn .7 
limsup( € Da, ) 宇 1. (1.7) 


用 反 证 法 , 设 (1. 7) 式 不 成 立 , 即 存在 No ,使 所 有 nn 之 no ,有 


n(al 十 Cn) dnl Cn ul 
二 D2 1 从 而 对 所 有 之 ms， 有 富生 1 n < 好 十 十 


令 nn ,no 十 1，"… ,然后 相 加 得 


Qn no 1 
7 < (2 大) 


令 z -co 得 lim 守 = 一 .但 这 与 所 有 a, > 0 的 假设 相 矛 盾 


伴 
n 
用 同样 的 方法 ,利用 e? 二 lim(1 十 p/n)" 可 将 (1, 6) 式 推广 为 : 
设 所 有 a, 放 0,p 放 0, 则 
limsup (Se) 宇 e?. (1. 8) 


no 


(1.6) 和 (1. 8) 式 中 的 下 界 均 不 能 再 改进 . (L305]j1949,56(7) :451) 
71. Pachpatte 不 等 式 : y(n),f(n) ,gln) 为 非 负 实 数列 ,ci ,cz 放 0, 若 VnE€EN,y(n) 


nl nl 


nl 
[ot Df yCR) Te 十 >》 g(E)yCR)] 而且 ccs Dy ab < 1. 式 中 
天 一 和 k=0 k=0 


nl nl nl 
as = gO GE) 十 Fa Da), b= [Lit+e gk) 十 cs) 
k=0 天 二 但 k=0 
则 y(n) 过 一 一 G2.,([301]1995,195(3):638 ~ 644) 
1 cics > aes 
k=9 
72， [MCMJ. 设 实 系数 多 项 式 P,(x) = 2》)aizr" 的 根 全 为 正 根 , 且 ao >> 0, 则 


k=0 
n La 1 a n 
2"[(— 1)"a0as J < 之 [a lS m0 
(33 届 IMO 中 国 集训 队 试 题 , 证 明 见 中 等 数学 1993. 1:13) 
注 ”Copson 不 等 式 及 其 推广 见 [320]1988,39(156) :385 ~ 400. 级 数 形式 见 本 章 
§ 2No. 36(3) 和 No. 37(2). 


ba 


皮 
73， 设 w >0, Go 一 (co , 风 
j=1 
Dj Gla))” 
A Go 1 1 ， 


Ya, SiG,Ca) 
仅 当 ai 二 … 二 a, 时 等 号 成 立 , 若 去 掉 上 式 左 边 第 二 项 ,就 得 到 Carleman 不 等 式 的 加 细 ， 
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即 
SG, a) 过 ( 十 去) yw <e ya ([307]1122 ~ 26020) 
一 1 k=1 


k=] 


74. 设 {a,) 是 严格 递增 的 正 数列 , 且 满足 :bn 莹 b 过 (bm "7, 式 中 刀 一 全 令 


-i 


A(p,n) = 全 Sa) Q(p,n) = 位 Dat) ) 力 过 0， 则 


an A(p,n) 
(1) 二 而 | 
(2) 六) 满 hat 一， A’:a; 守 0, a 一 0， 则 
an QPp,n) 
1 ~ Q(p,nt 1) 


([330]36(2005) ,219 ~ 222;37(2006),11 ~ 14) 


75. 设 4i 这 0,S, 一 名 < 


limsup ie > > 十 了 (T3051105(C5) (1998) ,E10433) 


No nn 


$2 级 数 不 等 式 
1. [MCU]J. Dam < pp> 
提示 :利用 (LT— ll)n 


a n nil nr’ 
2. VP 


1/p 1 — 
k=1 的 ) ~ nC pz 


式 中 cc 为 Euler 常数 . 
( 杨 必 成 ,高 明哲 ,[335]1997,26(2) :159 ~ 164 或 [308]1998,126(3) :751 ~ 159) 
3. Mathieu 不 等 式 :1890 年 ,Mathieu 猜想 


oo 


2n 1 
S(z) 和 2 Cy (2. 1) 


((2. 1) 式 与 固体 的 弹性 研究 有 关 ) 直到 1952 年 才 由 Berg 证 明 . 随后 许多 数学 家 都 在 
寻求 形 如 不 等 式 


(z 关 0) (2.2) 


中 a,b 的 最 佳 值 , 这 些 最 佳 值 最 终 为 Alzer,H. 等 1997 年 得 到 :4 一 ze 二 0.415…, 其 中 


on 


563) = 3 十 性 一 二 一 0.166….([301]1998,218:607 ~ 610) 


n= 二 1 
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注 作者 认为 ,利用 Euler 求 和 公式 ,可 进一步 导出 


SCD -去 ( 开 一 考证 直 un 


1 1 


加 志 ( ~ 6x 30z 42 307 )+°( 冯 小 


式 中 B ,B: ,B,，,… 为 Bernoulli 数 ,事实 上 ,1989 年 Russell,D. C. 就 证 明 : 
SCz) 1 (1 号 。。 B, 十 a Ccostr di ) a 
ba z I ° 


I 


i 
上 一 外 


车 令 S(a,6) 一 >， < 二 O75’ 式 中 0 之 2 过 28 一 1, 则 


n=1 


SG1,28 一 1) < (8p— DISC,A)Y. 
特别 地 ,8 = 2 时 ,得 到 Alzer-Brenner 不 等 式 : 
S(1,3) [S(O ,2)] 
(Ruehr,O 〇 ,G. 等 ,Chapman Hall/CRC Res. Notes Math. 2000 ,418 :286 ~ 291) 
4. Favard 不 等 式 : 


四 下 Cr 上 1》 
K, = 3 《一 了 称 为 Favard 常数 


(2k 二 17 
K, 关于 偶数 指标 严格 递增 ， | 
l= K, <K<K<…<= < “< 之 有 K; 到 天 一 了. (证明 见 [61]52) 


5. [MCU]. 设 a > 0, 则 


4 十 1 


ol na zl oo 
S, 一 (+) < Doxpla—p < Dexpla—h) = Eo. 
* k=0 k=0 


从 而 ”limsupS, 过 


SS, 之 0 liminfS, 之 expla—&). 
k=0 We 


0 . et! 
limS, = 一 一 ， 
fo0 e—1 


由 m 的 任意 性 ,得 liminfS, 之 


k=0 


得 出 e < limsS, < ec.([66]215 ~ 216) 
6. 没 2 为 下 数 . 册 
x 并 并 
(2 一 3) F< < GT 


7. Szasz 不 等 式 : 设 x 省 0,r 汪 0, 则 
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3 
8， (1) 设 z 之 去 ; 则 of(z?) < 也 痢 <af(z)， 


k>27 


] ,Je\” 1 _ /fe 
式 中 fz) 万 ( 4 ) C1 一 去 (2Ve 3) ,cz 一 4x 


(2) 设 e<>0,z>0g(Cz) = (2z 十 1)/n; 则 当 充分 大 时 ,下 式 成 立 
k 和 _ x* 1 €\” 
和 TI a( oga(7) 一 (一 , 
(x) < ”二 全) 


([327]1984,40:226 ~ 241) 

9.， 设 训 之 1 了 | ae， |” < ceo, 则 
c 吕 9 ant” p dd 
[Web SEA 


当 p 汪 1 时 , 仅 当 Yas = 0,(% = 二 0,1,2,…) 时 等 号 成 立 . ([4]495) 
10. “华罗庚 不 等 式 : 设 p >> 0, 则 存在 与 p 有 关 的 正常 数 c ,使 得 


ze < > Dmexp( 和 )= 时 
([76]217 ~ 218). 我 们 间 :c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 


2009 年 多 益 武 求 出 cA 是 内 十 二 , 但 仍 不 知道 是 否 为 最 使 值 . (L351]2009(1). 142 


~ 147) 
11. 设 z>0,0 二 为 委 2, 则 


Sy [|z—&k|?» (大 1)<e » Xt2, 


k=0 


> 二 (— 1)*! x ， 
12.， 当 z 之 1 时 ,2 一 一 之 (ln2)*, 当 0 过 x 之 1 时 不 等 号 反 向 . 
k=1 


13， Inn < D1 一 一 亲 )"] < (2 十 5)lnn. 


k=1 


21 oo 
提示 : 设 ,6z) = 了 (1 一 24,S 一 了 [1 一 (1 一 去 )"] 
k=0 天 一 1 


则 5S 


| 


Daf (2*); lLS— i < | fs. 
k=1 2 2 2 0 


> 1 a 
14. 设 a， arctg spn Ti’ 则 2 pr < 


工 
3 
提示 :用 Cauchy 不 等 式 : 5 先 < (> (De) x .YE 一 玛 . 


k=1 


~ 1 yarctg(k 十 k 十 1)\'3 (3 
15. 和 2 本 | 有 十 大 


提示 :两 次 用 Holder 不 等 式 . 
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exe 


1 Xx 2 27 十 并 
16. < arctg (0<< <<2). 
TT V4—z’ 4—z ( VE 去) 


人 1 < =” 
提示 : 令 f(D) 7 利用 /< /. 


17. 设 a 庆 > 0,g(a) = (az 十 3a4 十 as)e” , 则 
oe 国 1/2 

(1) 2 < 过/ 工 g(a) ; 
Vn— 1Cn 十 1) (3 ) 


on nn 2 172 
(2) 2 < (g(a) 
A 十 1) wz 一 1 (3 ) 
0 3 
提示 :利用 过 Tx" 一 (xz 十 3zxz 十 za)er， 


18. 设 a,b ,为 正 数 ,zx 为 任意 实数 , 则 


pg (FFT 7 )< 4 + og (a ) 


证 ”车 4 过 如 , 则 不 等 式 左 端 为 零 , 右 端 为 正 , 所 以 不 等 式 成 立 . 下 面 设 a 之 矿 , 因 为 
不 等 式 左 端 的 和 有 一 项 在 一 一 这 时 有 唯一 的 极 大 值 ,所 以 ， 


左 端 <] _log( 天 二 从 二 5)d+log( 革 )- 
-| 总 1 arctg| ( 疡 一 1) toe( 关 )< +os (二) 
19. 交错 级 数 不 等 式 : 我 们 熟知 ， 当 递减 的 正 数列 a, 一 0(n 一 oo) 时 ， 


(Dras 收 伍 , 且 它 的 和 S 与 部 分 和 S, = 了 ) (C- Deau 的 差 满足 不 等 式 


二 1 


| S—S, | 过 ci， | (2.3) 
车 进一步 假设 {a; 一 arr ) 也 递减 , 则 上 式 可 改进 为 
| S— TT, {|< (a, — arn )/2. (2. 4) 


一 1 
式 中 一 —(— nn 3 1 一 - 式 
了 Sl ( 1) an/2. 例如 S ( 1) 1 Ck 1T， 取 n 一 10， 用 (2. 3) 工 得 


| S 一 Sn [二 记 =0 4; 而 用 (2.4) 式 得 1S 一 Ti | 过 (aw 一 4)/2 -去 (二 一 翅 ) 
0. 0073. 
20.、 [MCM]J. 对 于 给 定 的 数列 {a,} , 按 如 下 方式 定义 一 个 新 的 数列 {5,): 


bi 一 a1 » D2 一 azsb! 1 ;bts 一 antz Ontl — b.n 一 1，2，… 


则 当 a, 宇 2 时 ,{5b,) 严格 递增 ,而 当 a, 之 3 时， D6) < 2/3.([345]1991 ,1:35) 


21. 设 ) > 0, 正 项 级 数 > ,ze 收 伍 ,上 且 Ar, 宇 D>0, 则 当 0 二 p 二 1 时 ,下 
k=0 = 守 
式 成 立 
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DEFD? 一]1(D1z0?, 仅 当 坟 “时 等 号 成 立 . 


二 /4 
k=0 k=0 CH 
推论 ” 设 {pi:k 宇 0) 为 概率 分 布 ,使 得 ps > 0 之 0， 


一 sep [去 3)< ~ 


n>0 nk 二 


— Dpilogp: < A 1)logt + 1) 一 hlogh， 
天 一 人 0 


Y A Pe 
仅 当 p; 一 Tt 衬 0) 时 等 号 成 立 ， 


(Allouche,J. P, ,等 ,Tokyo J. Math. 1988 ,11(2) :323 ~ 328) 


22. [MCU]. 设 wm > 0,S, = >)a, 则 


oo 


(1) 2 5 二 2 工 ; (2) 


n=1 n=1 Cn 


"1 
< 4 六 


n=1 


il 


([ 305 1982 ,89:452 ~ 453) 
23. 超 加 性 不 等 式 : 设 关 2,z,y>0, 则 


- 站 
( 辫 a ) + (多 oH) < 二 2 1 Gy 


k=0 


提示 :利用 rr, = 工 z 士 xz 一 az), 当 rs>00 一 二 1 时 是 严格 对 数目 
Tr)TCS) 


性 的 . (Trimble,S.Y. ,[385]1989,20(5) :1255 ~ 1259) 


24、 设 是 [1,c0) 上 正 的 递减 函数 ， D2 二 0, 则 


| .7s Dw < /at D+[ 


=ntl 


(2) 车 Var >>0,311 一 1, 则 PFD fm < ya) 
k=1 Uk n=1 n=1 


=] 


25. 设 0 二 pp 二 1,1/p 十 1/g == 1,[xj 为 z 的 整数 部 分 , 则 


ZLnp] + 2 [ng < 20， 
仅 当 p 为 无 理 数 时 等 号 成 立 . 


7( 生 ) + SR) < 》 (十 本 ).([1]333) 
n=1 了 n=1 n n= nn 
27. 设 0< 二 zx 过 x/2, 则 


ea 


k ,iM 
G) TTIi- (Ceosr)e*|<1; (2) TT 


xi Ei |1— (coszr)*e*™ 


由 Jordan,W. B. 给 出 的 证 明 见 SIAN Review,1979,121(1) :140 ~ 141. 


< |. 


28， (GD) 设 z> 1, 令 p(z) 一 limfln(z 十 由 一 > 村 人， 
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1 


gC = lim {Inln(s to) 7 2 TInt FD) 
则 对 充分 大 的 ,成 立 g(z) > lIngCx). (证 明 见 F305]1987,94(1) :196 ~ 197) 


(2) 设 z> 0sg(x) 一 (z 十 二 )lnG1 十 二 ) 一 1, 则 


0 < Dacrtn) < Ta2z 


提示 ;利用 0 二 g(x) 二 证 (二 一 1 ). 
x 


29. 设 a: 记 >0,k= 二 1， 2…， 则 


(Da) ) < Da '. 


它 可 看 做 三 角 不 等 式 的 推广 .《[67.]7,65) 
30. 设 {a,} 是 有 界 的 正 数列 ,p > 0, 则 


+ 


La 
(证 明 见 [305]1987 ,94(7):684) 


n oo oo p 
31.。 设 S, 一 Dao, 一 >)ao 若 如 >1, 则 当 c 之 1 时 ,>) 六 
p=1 h=n 21 


当 c 过 1 时 ,上 式 中 S, 换 成 c. 当 0 到 请 <1 时 ,不 等 号 反 向 . 


([1]287 ~ 288 定理 346) 我 们 问 ;K 二 K(p,c) 的 最 佳 值 是 什么 ? 


32， 设 3a, 为 正 项 收 化 级 数 ,r, = 了 Ya4,0 二 p 二 1, 则 
(2) 
式 中 c 的 最 佳 值 为 c， = I 
证 ”由 第 三 章 No. 8. Bernoulli 不 等 式 , 有 


1— < Isl! 品 1 


n=1 
x! 


证 cs 一 Tz 是 最 佳 值 ,可 取 a 二 xX",0 之 xX 之 1, 则 ,二 


DE 


(2.5) 


? ,此 即 (2.5) 式 .为 


.于 是 
zr 


0). 


(半生 ) oo 一 一 于 -一 1 (x_»1 


+ zr 1—p 
([305]1986 ,93(4) :303 ~ 304) 


33. 设 {as} 为 实数 列 , 令 一 一 > at , 则 


~ 2 ur, 
2" < 万 和 27) 


3 过 


1/2 
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证 ”利用 Cauchy 不 等 式 , 有 
De — 22 5)= 2 (2 7 二 ) 


k=1 nn 二 上 
1/2 2 
OO zd) 
另 一 方面 ， 
< 1 lad var_ rd ll 
2 Ft 忆 纯 a 上 入 
时 2 ra ， 
一 ,不 四 2 kr 一 万 
代入 上 式 ,得 ”21w < > 以 二 万 名 (x) 


34. ”Knopp 不 等 式 : 
阿 (mn te 人 一 2 yw ([354]1929,30:387 ~ 413) 


0 一 1 站 一 工 


35. Carlson 不 等 式 : 设 {a;) 是 不 全 为 零 的 非 负数 列 ，> , (kar)? < ce , 则 


(GD) (Dear) < (D0) (ka). (2. 6) 

常数 x 最 佳 是 在 下 述 意 义 下 ;存在 序列 {a,} ,使 得 不 等 式 (2.6) 的 右边 任意 接近 左 
边 . (Ark. Mat. Astr, Fys. ,1934,25B(1);1 一 5) 

(2) ”Landau,E. 证 明 :(2.6) 式 可 改进 为 : 


(Da) < (Pa) )(2( 一 二 ) ai) (L1417) 
(3.5) 式 还 有 许多 改进 和 推广 ,例如 


二 


(3) D3 <G(p, (Pw (De ag £) 2 


[Lr )¥ 
式 中 A 守 0,p 守 1， Das < 常数 ”G(p,2) = 二 2? TD) 是 最 佳 的 . 
n=1 AT) 


(Gabriel,[ 317 1]1937,12;130 ~ 132) 
(4)” 设 {a,) 为 实数 列 ,0 二 pp 二 1, 则 


> | as <VE CD) (Da) 
( 杨 国 胜 等 ,[388]1999,30(10) :1031 ~ 1040) 
(5) 设 gCz) = 区 Cnrdz)) 是 T(z) 的 对 数 导数 ,c 为 Euler 常数 ,p 之 1,g 之 0， 
0 二 a, 声 1, 则 


gt 1 性 
pcp_1)r 加 

> 到 [ | at KR—1) 1 过 ese‘Ptets > an. 

n=] 二 1】 n=] 


(Alzer, H. ,[389j1996,32(3 ~ 4):361 ~ 366) 
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注 ”(2.6) 式 及 其 积分 形式 在 20 世纪 90 年 代 之 前 的 改进 和 推广 , 系统 总 结 在 
[21]259 一 274， 进 一 步 推 广 见 [329]104(2) (1993) ,161 ~ 180. 
(6) 2002 年 , 甘 继 虽 -Debnath. L. 证 明 下 述 更 一 般 的 结果 : 


设 S。 = Des,s, = Dwas, 消 + 上 一 :0B<p—1l<aa0,0<S5,,S; 
<< ce , 则 
We ~ 
Ee ee gy BAe (一 27) 一 pe 加 | x (Das) (Prat), 


Pp—A =| dr ! 
式 中 一 DY pb | (Se HSI CS FS) 


Ba Bee 函数 . 特别 , 当 p= 二 9g 一 a 二 2,8 一 0 时 ,上 式 妇 结 为 
I 


式 中 cc 二 G(s) 一 arctgS 一 


> 0， 


SS 1 
Ts >05- (时 ) ， = Dos = Da, 应 的 积 
分 类 似 见 13 章 No. 5. (301])2002,267(1):395 ~ 399) 


36. (1) Daroezy 不 等 式 : 设 a4, 盖 0,0 二 pp 二 1, 令 FM 一 sup( 讽 “< 吕 , 则 


和 


(Za) MTD 一 MD) 人 十 LM 一 (M+ DS) [Ma — 


1 
“pi 
如 一 二 n=1 k= 1 j=k+1 
ml 
仅 当 a = (Ei) al 《Yn) 时 等 导 成 立 . ([391]1997,75(1 一 2) :27 ~ 30) 


(2) ”HLP 不 等 式 ( Hardy-Littlewood-Polya 不 等 式 ): 设 ia;) 是 递减 数列 ,p 二 1, 则 


(2) > yas[m — (n— 1)?]. 
n= 1 n=1 
若 0 二 p 二 1, 则 不 等 号 反 向 . 


Cvetan,J. 等 作 了 推广 并 用 于 离散 概率 分 布 的 入 上 . (Glas. Mat. Ser. 下 .1997， 
32(52)(2) :201 ~ 206) 


(3) ”Copson 不 等 式 : 设 {a,) 为 实数 列 ,Aa, = ar 一 ha 二 Al(Mas), 了》 ya! 到 co， 


DCA?a,)? << co, 则 
(Do, 7 <4(Da) (De )- 
式 中 4 为 最 佳 常 数 , 仅 当 Ya, = 0 时 等 号 成 立 . 
Brown,B. M. 等 将 它 推广 为 以 下 形式 : 设 { 乌 ) , {94}, (wi) 为 实数 列 ,p, 关 0, 则 


(Dol ar t+ De lz 下 < KD | ob Dw | 


n= 一 1 n=—1 


式 中 Mzx, 一 一 A(CD Ar 1) 十 gzn YU > 0 一 0 1，… 
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([392]1992 ,121(1 ~ 2);169 ~ 183) 
37. Hardy 不 等 式 : 设 CA 宇 0, 且 不 全 为 零 , 令 A; = > as ，,B, 一 >)as :p> 1, 则 
k=1 k=n 
= A bp 
- < 过 (一 一 一 2. (2.7) 
2 (%) < (si) 名 
p 
式 中 常数 (2 了) 是 最 佳 的 . ([1]270 定理 326) 


该 定理 已 有 许多 不 同 的 证 明 、 改 进 和 推广 , 详 见 [1]270 ~ 274 和 [21J143 一 185, 下 面 
仅 介绍 若干 基本 的 结果 . 


QQ) 设 0 达 pp 二 1, D4? 二 吕 , 则 
n=1 


Qs ) B? + > *) > (5 所) De (2.8) 


除非 Ya 二 0. ([1j283 定理 338) 


(2) ”Copson 不 等 式 : 设 p 之 1， ys 一 2 y Cna, )?， (2. 9) 


一 1 n=1 


除非 Yas 二 0, 当 0 二 pp 二 1 时 ,不 等 号 反 向 ,p? 为 最 佳 常 数 . ([1] 定理 331 和 344) 
由 此 推出 ， 


当 0 二 pp 二 1 时 ‘Dm) > PD ([11287, 定 理 345) 
= n=1 


=，B ， 
2 ( n ) < ms > > CSup af), 


E24 
除非 Yas = 0. (Grahame,B. [320],1988,39(156) :385 ~ 400) 
(4) 设 a >>0,(as) 是 递减 数列 ,0 二 pp 二 1, 则 


> (7) < TE De 


nn 二 1 


除非 Vas == 0, (Bergh,]. ,[354]1989,202(1) :147 ~ 149) 


(5) 设 荆 之 p 过 2, 二 十 二 1, 则 


> (% ) ~ 3 ‘( 196 * an 下 有) 


( 黄 启 亮 , 中 山大 学 学 报 39(3)(2000) ,20 一 24) 
(6) p= 二 2 时 , 杨 必 成 . 朱 匀 华 证 明 : 


A | 
> < 5) 


(中 山大 学 学 报 ,1998,37(1) :41 一 44) 
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(7)”2001 年 Chen C. P. 等 考虑 了 Hardy 不 等 式 的 一 般 形式 : 设 一 (zoomo EL 
忆 六 <col/p 十 1/g 二 1, 则 
PD | Derr) < AN,D lal. (2.10) 
3 一 和 天 一 人 
ae Ae0 kn, 则 


设 A= 
sup[Linf{(Cn+ 1a,} ge 1 A 1， 委 


k>0 


(ae) 是 下 三 角 和 矩阵 , 且 0 委 
< [sup{ De } 8 ,特别 ,车 (x 十 1)ams 关于 了 77， 


则 
A1, = (sup{ (n+ 1)a.n})g, 


1 
车 ae 一 a4F1i'" 
0， n < 上 k,， 


则 上 Al, = gq? ,这 时 (2.10) 式 归 结 为 (2.7) 式 . 


(更 一 般 情形 及 其 他 推论 详 见 [301]2002,273:160 一 171) 
4, 风 当 pp 宇 1 时 ,下 式 成 立 


(8) ”Leindler 不 等 式 : 设 o > 0,Q, 二 》)gi'0, 一 
Da: < <p har rato?; 2 Bt < p" DaasQs, 
当 0 二 pp 过 1 时 ,不 等 号 均 反 向 , 式 中 pr 为 最 佳 常数 . ([36911990,54:285 ~ 289) 
(9) ”Bennet 不 等 式 : 设 < 一 (ay ED,p 交 1,a; 宇 0, all， 一 min{af :& 全 n), 则 

D(z) 20D hal; 
> 
2 (OTT) 87 lal, 

式 中 常数 5Cp) 一 2) 访 是 最 佳 的 , 仅 当 Y a, 一 0 时 等 号 成 立 


([323]1992 ,44(1):54 ~ 74) 
(10) 设 1< 之 p, 志 gqg 达 %, 则 
1 bn , 
> (sti) < Cmax{ (De ) ， (De) 人 
(Johnson ,Je.P. D. [360],1993,60:157 ~ 163. 该 文 还 提出 了 三 个 未 解决 的 问题 ) 


《11)》 2009 年 张 小 明 , 许 谦 利用 最 佳 单调 定理 证 明 : 


设 p>>1,as >>0,20 一 co， 则 | 


> (4 


人 


) < (z 5 到 | 2( (证) ; 


eof 的) er 


式 中 c， 一 (L35112009(2) :180 ~ 191) 
“21 二， p>2, 
(#8) 
当 p 二 0 时 ,下 式 成 立 
=- A oo 
一 二 2， 
2 (7) < 2° 
式 中 
2 -1<p<0, 
cs 一 ， ([301]259(2001) ,219 ~ 225) 
-过 < 一 1 
(1 ?el 
(12) 从 (2.7) 可 推出 : 设 ob 之 0, 之 1, 二 一 1 则 


DED) De)< me) (Dm) 


式 中 pyg 是 最 佳 常数 . 这 只 要 取 a, = 大生 ,六 = n“* (e 是 充分 小 的 正 数 ) 即 可 看 


(13) 设 p 之 1， 二 十 襄 =1, g,>0,Q,— Da 4, 宇 0, A, = De 则 
@ 车 f7 是 是 函数 , 则 
37(34,)< 9 Der [ra < Dy fen); 
@ ”车 f5 是 连续 的 凸 函 数 ,{q,) 是 正 的 递减 数列 , 则 
Daf (34,)<o Datter FTs(A)] < Dore 
图 车 广 是 连续 的 凸 函数 , 则 
of (让 De)< g Daf [f( 到 Dee) gq eye 
车 加 上 {gq) 递减 的 条 件 , 则 上 式 可 改进 为 
纪 /( 夸 Do)< qa 于 [re 过 >) < Dre,). 
(Y.C. Chow,[317]14(1939) ,88 ~ 93) 
(14) ”加 权 Hardy 型 不 等 式 . 设 4,， ws， vw 均 为 正 数列 ，A, 二 la, 其 中 4)， 
{vw} 称 为 加 权 数 列 ( 是 固定 的 ). 考虑 使 不 等 式 和 
(Par) < CPDaro)’ (2.11) 


成 立 的 充 要 条 件 ,分 为 几 种 情形 ; 设 - 十 广 一 1， 2 十 了 二 1, 记 
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S, 一 > as， On 一 Dw?, 
k=n &=1 
@ 车 1 二 pp 过 gq 二 ~, 则 (2.11) 成 立 的 充 要 条 件 是 : 


a 1 
4 = sup(S)7(o)<co 或 4s 一 sup(o) (>)uot) < 
n n k=1 


2 ) 
| i 
或 As = SupS (之 ol ?St 本 < ce， 
n 
k= 


@ 车 0 二 Pp 志 1, 2p 过 g 达 2, 则 (2.11) 成 立 的 充 要 条 件 是 : 
A, = sup(Sy)ory < co 


@ 若 1 二 p 二 ,0 二 gq 二 pp， 一 一 于 一 羡 ， 则 (2. 11) 成 立 的 充 要 条 件 是 : 


一 之 1 Un Stor } 之 o0. 
@ 车 gq 二 p= 二 1, 则 (2.11) 成 立 的 充 要 条 件 是 


= 刀 6s 直 Cmaxvr DJ) co. 


1 


© 着 0<<q<1<p<m, 一 = 1 


地 一 广 ， 则 (2. 11) 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 


工大 ， 工 
AAA， 一 - (之 Syo ai 六 < coco， 


2 一 1 


详 见 [168] 第 6 章 . 我 们 问 :(2. 11) 式 中 C 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
38. Carleman 不 等 式 : 


设 ao 0 一 1,2,…，>1a, < co, 则 


Saad) Seda,, (2. 12) 
一 n=1 
仅 当 所 有 a 二 0 时 等 号 成 立 ,其 中 系数 e 不 能 再 改进 
证 1 从 Hardy 不 等 式 , 有 


= 
De) < (5271) De 
令 一 9, 并 利用 几何 一 算术 平均 不 等 式 G,(o) <Ala) 以 及 lim(1+ FT) 一 
6, 即 可 得 证 . 


证 2 DY aaas) < 去 >， 二 。 Ql 十 2as 十 … 二 na, 
n=1 | 


n 


al 十 2as 十 … 十 ma， < 
< 全 人 十 -TD 
系数 e 不 能 再 改善 ,这 只 要 考虑 


1 

—» (nN), 

Qa 二 | n 则 > an， ~ lnN. 
0， (n> N), 


$ 2 级 数 不 等 式 579 


又 由 Stirling 公式 : (aiaz…an)l" 一 一 六 ,于 是 2 (aa al ~ elnN. 
n)! n=1 


注 ”Carleman 不 等 式 的 有 限 和 形式 见 第 3 章 No. 111. 积分 形式 见 第 13 章 No. 4. 该 
不 等 式 已 有 许多 改进 和 推广 ,例如 、 


(1) 设 a 之 0; 了 a 过 oo0, 令 M 一 max{(has) :1 SEEn) m= min( kar): 


n=1 


1 过 上 过 nn), 则 


1 > oa l/n -| ~ (M, — mn) ~ 
cormad) to iT < 


有 一] 


(Alzer,H. ,[327],1998,95:497 ~ 499) 
(2) 从 第 3 章 No.111. 式 , 取 Ye 二 1, 并 邻 n 一 00, 得 


oo n 4 oo 加 b, 
He%) < Ee mr 
一 了 = --(- 工 -一 be 、 
式 中 b= bn (a 2 2 7 ( 匡 继 上 昌 ) (2 13) 


它 是 杨 必 成 -Debnath,L. 的 结果 : 
~ - 1/n — 1 
ZU.) < st 


([301]1998,223:347 ~ 353) 等 一 系列 结果 的 改进 . 
(3)” 设 {a,) 是 正 的 递减 数列 ,z, 宇 0,p >0,a 宇 1, 则 


1 
pop_1P 一斑 
> nr aol | ] Zh) 1 A er > 7 1QTn 
n=1 k=1 n=1 


车站 一, 则 er/ 是 最 佳 常数 


(Russell,L. E. Inequalities (Birminghan). 1987 ,135 ~ 141, MR92i:26016). 
(4) 设 f,g 是 (0,1) 上 正 的 可 积 函 数 ， {on} 是 严格 递增 数列 ,ao 一 0, 令 了， 一 


wanvenn 一 | fd 之 0, 车 > (= )), fd < c| fdz, 则 


DAnGu (zn) < 扫 GITg CD] Daz 
m=1 m=1 


Dj wmalnz, ‘fC Ing dr 
式 中 x, 守 0,Gs (zn) 一 exp| 一 ; G/Lg(1)] 一 exp | 一 一 . 
Dy om | fa 
(文献 与 (3) 同 ) 
i ” 1 2 C 
(加) 下 > 人 
n=1 点 二 1 n=1 2 十 3C 十 了 


〈 朱 灵 ,[302]2007:84104) 
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oo oo 


《6) DH) <e» (is) 式 中 c= 二 2.739. ， 


n=1 n=1 


《 张 小 明 , 许 谦 ,L351]2009(3) :259 一 267) 


(7) 设 e 一 51 ~ 0.442695…， wa 之 0, 则 


D3 {Cn 十 1)° Ta 六 <e yo ( 金 小 萍 ,[351]2008(4) :482 ~ 487) 
n=1 上 & 二 1 二 1 


天 ee 


(8) Dt) Ue) <e 2a,， 式 中 


天 一 n=1 


5 . 4d = ss 2 1. 300208.…, 
~ 一 V2 e 一 

[(z2) 

( 张 小 明 , 褚 玉 明 ;[351]2008(3):262 ~ 266) 


n 


39. Van der corput 不 等 式 : 设 a, 之 0,S, 一 了 >， 去, 则 
大 


3 (Ta 去 arte Sn + a,. 
式 中 为 Eulet 常数 .2001 年 , 胡 克 改进 为 ; 
>» (ITa)® 之 et Cn — lnma,. 
n=1 “k=l1 n=1 
([340]2003,23(1) :126 ~ 128) 
(1) 2009 年 , 张 小 明 、 褚 玉 明 将 上 述 胡 克 结 果 中 的 分 母 4 改进 为 20/9, 并 进一步 狂 
想 可 改进 为 2. ([351]2009(1) :1 一 8)2010 年 , 张 小 明 等 又 证 明 当 a, 之 0 时 ,有 
oo 1 a ee 1 
2 < Dp tn) (7 PE)e 


式 中 < 是 Euler 常数 ,4A 二 1 十 c 一 ln3 一 0.4786033….([351]2010(1) :71 ~ 76) 


oo 


(2) 2005 年 , 杨 必 成 证 明 , 设 a € [0,1], S,(a) = 了) 工 , a, 之 0, 则 


2 
下 一 了 k 


~ Ss) 1 之 1 Ti 
2 ) < (lat) 


n=1 


(Taiwanse J. Math. 9(2005),143 ~ 150) 


nn oo 


、 、 1 
(3) 2007 9 i 用 3 一 co » On 一 9 wn V9 
年 , 杨 必 成 又 证 明 , 设 aE( )，on (ay) 2 EF au 之 0 0<< oO 
十 1 十 aa < ce， 则 


SH < Dt ta) 


n=1 


式 中 


cla) 一 im{ 记 有 ee 
一 1 


$2 级 数 不 等 式 581 


(Chin. Quart. J. Math. 22(2007) ,94 ~ 98) 


40， ”加 权 Hardy 不 等 式 : 设 ai 之 0,gi 这 0,Q, = >》 gom 二 了 gisS; 一 2 qiar， 
k=1l k=n k=1 


之 1, 则 
yg, {SY < PY) Saat (2.14) 
(1) 2 (GB) < (7 一 本) 408， 
仅 当 Ya, = 0 时 等 号 成 立 . 
(2) Da To) <eddge,, (2. 15) 
n=1 天 一 1 n=1] 


仅 当 Ya, 二 0 时 等 号 成 立 ,特别 Ye, = 1 时 ,得 到 Carleman 不 等 式 ， 
([1]278 ,定理 332;288, 定 理 349) 
(3) 1998 年 , 杨 必 成 在 附加 条 件 0 二 gn 委 @ 下 ,将 (2.15) 式 改进 为 : 
Za (lex ) 去 “QZ 一 本 je 
([301]1999,234;717 ~ 722. 进一步 改进 见 [301]252(2000),994 一 998 和 [302] 


2007: 84140) 
(4) ”从 第 3 章 (111.2) 式 令 n 一 oo 然后 将 原 式 中 换 成 x, 得 到 


< 了 ， 、d ~ ~ gb, 
Zn (la ) <e2l! 2 Ca, Egy ae 
式 中 {5,) 由 本 节 (2. 13) 式 定义 . 
> Ta lv ,Tn Sy 
(5) 279 (上 2 +a2 ol ) < eZ ge 
特别 地 ,Ya 二 1 时 Q, 一 2 得 到 
De ] n 四 Co 
2 +a (le) < eo 
(Alzer. H. ,Port. Math. 1993 ,50(3) :331 ~ 334) 
注 ” 设 f(ki,k;) 为 二 元 非 负 数列 ,定义 二 维 离散 Hardy 算 子 工 为 ;: 


nl ny 


(Tf) nn) = D>) >) CA ,ks). 


kl 一 1&2 一 1 


2000 年 ,Rakotondratsimba,Y. 考虑 了 二 维 离散 Hardy 不 等 式 : 
(DHETD mn Te mm) ECD DEf mm) em,n))}, 


nl 三 lny=1 m=lny=l 


式 中 1 二 pg 二 oo. ([391]2000,86(3):;213 ~ 236) 


41. 7 (i )< K(g) Da,. 
“1 了 2 4 二 1 n=1 

特别 , 取 p(x) = x ,(0 二 pp 二 1), 即 得 Hardy 不等式 , 取 g(x) == lnx, 即 得 Carleman 
不 等 式 .关于 gp 的 条 件 的 讨论 见 [354]1929,30:387 ~ 413 或 [1]292. 1995 年 ,Jozsef,N. 考 


虑 了 加 权 形 式 不 等 式 : 
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Dar(E Do)< Mae Do) 


([369]1995,60(3 ~ 4):571 ~ 579) 
42， Hilbert 不 等 式 : 设 a,;6, 宇 0,1 二 pp 过 0,1/p 十 1/4g 二 1， 
lall, = (DS) 15l, = (P40< bal,<m~,0< el, < ce, 则 
1 全 { 了 ~ 7 
(1) ”Hilbert 在 他 的 积分 方程 课程 中 证 明 (2. 16) 式 中 p = 二 2 的 情形 ,但 没有 考虑 常 
数 的 精确 性 . 1908 年 由 Weyl,H. 发 表 (2.16) 式 当 pp = 2 时 的 证 明 ,1911 年 Schur 找到 
(2. 16) 式 中 p = 二 2 时 的 精确 常数 c 一 x. 1925 年 Hardy 与 Riesz 证 明了 (2.16) 式 的 积分 
类 似 (第 13 章 No.2.)， 此 后 ， 许 多 著名 数学 家 如 Fejer(1921),Framceis， 
Littlewood(1928), Hardy(1920), Hardy-Littlewood-Polya(1926), Mulholland(1928, 
1931) ,Owen(1930) ,Polya 和 Szégo, Schur(1911), Wiener(1910) 等 都 作出 过 贡献 . 为 此 ， 
Hardy 等 在 [1] 中 用 了 专门 一 章 ( 第 9 章 ) 讨论 Hilbert 不 等 式 及 其 类 似 情 形 和 各 种 推广 . 
[21] 第 5 章 则 总 结 了 到 20 世纪 90 年 代为 止 的 研究 成 果 , 引 用 了 59 篇 文章 . Hilbert 不 等 
式 的 有 限 和 形式 见 第 3 章 No.157, 积 分 形式 见 第 13 章 No.2, 下 面 仅 介 绍 无 穷 级 数 形式 的 
Hilbert 不 等 式 的 新 的 研究 成 果 . 
(2) 1990 年 , 徐 利 治 教授 通过 引 人 权 系数 w(r,m) 证 明 (2.16) 式 中 的 系数 仍 可 减 
少 , 即 可 将 (2. 16) 式 写成 如 下 形式 : 
3 3 2 < (于 oempe (oemDb “, 《2. 17) 


站 所 1] n=1 


式 中 (Cryz) 一 SC7 厅 一 27) ,pLr 1) 汪 0,r 二 pp 或 g, 经 过 不 断 改 进 , 杨 必 成 高明 暂 


lalls ll5l,. (2. 16) 


证 明了 grm) 一 1, 式 中 为 Euler 常数 .证 明 的 关键 是 证 明 本 节 No. 2. 
([33911990,10(4):500; [342]1991,1:.75 ~ 77; [335]1997 ,26(2):156 ~ 164; 
[308]1998,126(3) :751 ~ 759 等 ). 杨 必 成 -Debnath,L. 证 明 


1 
Pa Ba 
([32611998,21(2) :403 ~ 408) 


(3) 人 Schwarz 不 等 式 的 改进 (第 1 章 $2 三. No.5), 证 明 
V1l—rllal;:l6l:, 


m=1 n=1 


式 中 So) 一半 ,一 六 |( 和 -( 率 访 ) ] 


n=1 


([39011990,18(4):1117 ~ 1122) 


(4) 设 as,b, 之 0， als = (Da) EA co 更 
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Dp 


(Zhang Kewei,[301]2002,271(1) :288 ~ 296) 
(5) 2001 年 , 胡 克 证 明 : 设 A 2Z, 则 


S Qnbn ~ amDn ? 元 ? 2 2 
be + be < (亚运 | all3lels 
ed 2 
— ol? .([356]2002,22(2):1 ~ 6) 


(6) ” 洪 勇 证 明 : 设 a ,6 >>0, 广 十 亏 = 1 过 lx 之 11 一 过 <<B< 1,7 一 p,q; 则 


和 2 my < < [E00] TepesBa] 


_1 1 
PCG 一 元 )PC8 二 元 一 D 178 


式 中 ws(ryayB) 一 7 全 FB Nn 


([34412002,32C5):849 ~ 


854) 


(7) 1936 年 ,Ingham 证 明 : 设 a, 守 0, 上 als = (3) ,0< lal;:<%~X>0, 
n=0 


则 
i — Cm nn 2 
所 名 “<M al 
式 中 0 过 A 之 广 时 MQ) 一 以 之 1 时 Ma) = x. ([317]1936,11;237 ~ 240) 


(8) 设 X 为 复 内 积 空间 ,a. 必 所 X,) 为 实数 . 
lals= (Dal) < ol = (Dhl) < 


(ar，6bm) 为 a,b 的 内 积 , 则 


(an bn) 
Am nt+aA|l | na | 上 el 1 el:. 


(Redheffer,R. M. 等 ,Mh. Math. 1983,95:137 ~ 148) 
(9)” 设 a,,6, 宇 0, 则 
Ra 
> > me < < eHm) (ZE) ， 
式 中 0<c<<<4e, 上 式 右边 两 个 级 数 收 伍 . (L211]201) 我 们 问 :c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
(10) 2000 年 , 匡 继 昌 -Debnath,L. 在 研究 了 Hilbert 不 等 式 的 各 种 参数 推广 的 本 质 
特征 后 ,考虑 了 一 般 形 式 的 二 重 级 数 》) PK am tasnt aanb, 的 估计 : 


了 二 0 n= 


定理 1 设 ob 之 0,1 之 p<%0, 记 二 六 = 1 了 SAS Fmin(p,9) ,0 < Dn 


十 4) ia? 之 co0,0 之 >》 (2 十 003 之 co;K(z,y) 为 (一 2) 阶 非 负 齐 次 函数 ,t > 0,K(1， 
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y) 在 (0,co) 上 有 4 阶 连续 导数 , 且 ( 一 1)"K(1,y) 之 0,n 王 0,1,2,3 4,K™ yy > 
Oyy > cosm = 0,1,,1(r,A) 一 | KGQ, wu au 二 oo,r 一 p,q; 则 


DK KmtAasni+Aanb, = { 27[ICGe — plqsm,tA) mA) 4 . /p 
2 一 0 7 一 0 


l/g 


id 


x D3 E1¢p,2) 一 ppPonstsA) nt a) 04) 


式 中 g(r ,nt2) 一 (zi) 
xm [一 一 人 (+ 喜 )] 1 Ko0 
| ( + 1 一 经 “ 24XCn 十 》) ( 元 二 让 位 


r 二 p,g. 当 0 二 4 过 1/2 时 ,也 得 到 了 相应 的 结果 ， 和 有 
1 4 172 
ee 一 《Pp 十 ) 
>》 >》 一 一 = 二 x Beam LT 3p 3 [| 
了 8 一 0 n=0 元 2 =0 sm | 
1/9 


[天 1 和 4 
be Han Dt 8 a 


n=0 


(证 明和 有 关 应 用 详 见 [301]2000,245:248 ~ 265) 
(Lit) 2003 年 , 匡 继 昌 -Debnath,L. 研究 了 Hilbert 不 等 式 及 其 反 向 不 等 式 的 一 般 形 


式 : 设 ai 已 0,a 8 > 盖 0,1/ 人 8 十 lg 一 1N<co 或 六 =co, 令 
N a 六 B 

_ 2 一 ec 二 

fox) = 0 Pon FT EC) 一 人 人 和 到 让 0727 


车 1 二 pp 二 吕 ,; 则 


Qambn 
DO < l/l le 


车 0 二 2 二 1;, 则 不 等 号 反 向 . 
特别 当 a 二 m 十 (1/2) ,8 = 二 nn 十 (1/2), 得 到 


N N 
Cnp， . A 
之 27 TI < me [fy | ,pl gn 1, < spe 


([365]31(2005)，163 ~ 173) 


| al lel,. 


(12) 设 asb, 宇 0， p>1, 记 十 二 二 1,0<h<g0<h<<p, 则 


co 
1 
Li > ， 一 方 2 人 一 
{ nid AL ) 人 0 { (Cg—1)(1 2 bs) , 
UL 


( 徐 景 实 ,L335]36(2)(2007) ,189 一 202) 


QamQnCOS Cm—n)0 ~ 
2 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 > CQ. 
n=0 


(13) > > 过 
7a 十 7 十 1 . 0 0 
sin 广 十 cos 放 
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车 限制 m 十 n 是 偶数 , 则 上 式 可 改进 为 


CnQuCOS 工 (mn — 1)0 
2 x 


2 之 m 十 n 十 1 < . 0 2 


m=0 n=0 — 一 
2 (sin 2 十 cos 


oo 


它 是 第 9 章 8$2 五 No.55 的 推论 ,原文 见 L[317]7(3)(1932)，208 一 214. 
它 为 我 们 用 复 分 析 方法 研究 Hilbert 不 等 式 打 开 了 一 条 新 的 思路 . 
我 们 要 间 :上述 不 等 式 中 的 常数 是 否 为 最 佳 ? 


(14) 设 p 之 1， 广 十 二 一 ao， lall, = (Plal )”， 
:全 
0 DD (ee) ellol. 
m=1 7=1] Mm n sin (9 ) 
< eo Cn， x a? De ba 
@ 之 2 mle < 喜悦 全 元】 (之 &). .([1] 定理 342,343) 
p . 


注 | 可 | 二 1 1 :1651 在 素数 理论 中 有 重要 应 用 ， 


mn 


43， 设 fEL0,D,f(zx) 关 0,0 过 x 过 1,0<| f° 一 cola， = | zf(z)dz 称 为 


f 在 (0,1) 中 的 矩 , 则 
2 7. (2. 18) 
(证 明 用 Hilbert 不 等 式 , 详 见 L1]267 一 268) 
利用 Hilbert 不 等 式 的 改进 ,高 明哲 对 (2. 18) 式 改 进 为 


~ 2 、2 ~ O(n) 21f! 
(24®) ~ (2(" 7 
式 中 0(n) > 0. ([301]1997,212:316 ~ 323) 
杨 必 成 则 进一步 求 出 0(n) 一 502 二 二 "并 进一步 证 明 , 当 之 2 时 ,下 式 成 立 


Cat) abce ) 1/p 2 
(>. ? ) < me | 入 


(L341]2000 ,16(3) :279 ~ 286. 另 见 [164]63 一 65) 
44.， Littlewood 不 等 式 :1967 年 ,Littlewood 提出 ,是 否 存 在 绝对 非 负 常数 Ci ,Cs ,使 


得 Va 之 0, 下 式 成 立 


站 GC, 2 (e452). (2. 19) 
n=1 k=1 
Dy as: (Dar) < CP as: ). (2. 20) 
n=1 k=n 


式 中 S, 二 Dy)as. ([5]7(1967) :151 ~ 162) 
k=1 
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(1) 1987 年 ,Bennet,G. 证明: 
定理 1 设 p,g;r 之 1,as 之 0, 则 


Datss (Dears) < (全 BD cats) 4 (2. 21) 


特别 地 , 取 p = 2,g = 二 7 一 1, 得 到 (2.19) 式 , 其 中 Ci 二 3/2; 
取 p= 二 1,9g 一 7 一 2, 得 到 (2.20) 式 ,其 中 C= 二 4. 


定理 2 ” 设 {a) 是 非 负 递增 数列 ,p 之 1,9,7 之 0,4d 一 2a a 宇 NN, 则 


Dasss (ears) < Id-or Ds (2., 22) 
若 N 一 1 则 (au 递增 的 条 件 可 去 掉 . 
定理 3 设 p,g 之 1,4s 这 0; 则 
Bars (Dei) < ep DSi). 中 r=1+ 刀 . 
n=] 上 二 n=1 


还 不 知道 ce(p,g) 二 [(2p 一 1)(gq/p)] 是 否 为 最 佳 常 数 ? 
([308]1987 ,100(3) :474 ~ 476;[32011987,2:;401 一 425) 
(2) 1996 年 ,Alzer,H. 在 附加 条 件 0 声 a 过 az 委 … 委 as 下 ,证 明 


Deas (Da?) < 2 alst. 
焉 一 1 二 nm 二 1 
即将 (2. 20) 中 Cs 一 4 改进 为 C; 二 2.([301]1996 ,199(2) :403 ~ 408) 
(3) 1998 年 ,成 礼 智 等 将 (2. 22) 式 的 7r 0 缩小 到 0 达 r 碌 1,p 之 1 扩大 到 pp 二 0， 
得 到 : 
定理 4 设 {a,} 是 非 负 递 增 数 列 ,p,q 放 > 0,0 这 r+ 这 1， plg 十 7) 守 志 十 gq, 则 
Datss (Pei) < < > catSD15, 式 中 上 一 1 十 二 
(4) 设 p,q 之 lr 之 0,4, 之 0,r(p 一 1) 世 2(9g 一 1). 


(Pp Dg+tn)+ip +1l ,_ 29+2r+tp—l qtr 
Ce p+1 8 pii | 


Da 2 alSi < 2 DaiSt. 
m=1 天 一 上 天 一 1 
特别 取 p 二 3,g 一 2,r 二 1, 得 到 
Da (DY aSi) SVE 2 tsi. 
m=1 二 1 二 一 工 


即将 (2. 19) 式 中 C, 二 3/2 改进 为 C, 二 92. ([344]1998,28(4) :314 ~ 319) 
(5) 广义 Littlewood 不等式 : 设 (zu),(Cay ) 为 实 和 矩阵 ， | t; | 过 1， | Sj | 和 1, 和 县 YmE N, 


| Deess, < 
1 一 1 
| zi | ; = (DA) < 则 DD (Dr)] <CMIz | 2. 
k=1 j=1 ~ k=l “i=l 


Ti = CTXyi Tgi rT ,°°) EE 2, 即 
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(证 明 见 [104]180 一 181) 


45、 HB 型 不 等 式 (Hardy-Bennett 型 不 等 式 ): 设 g = (9,) 是 正 数列 , 令 Q, 一 2Jqt， 


QQ op> 0,c 宕 0, 定义 两 个 序列 空间 : 
q(psc) = {r= {x}: zrls QP) = {r= (xT) | zlla< ce》， 


式 中 x1? 一 >gQ7 (11)” 此 处 站 zl 表示 Wz 上 oes 


zl& = sup{Q8 0 之， | x 上 让 此 处 zo 表示 | xz 上 wo. 
(1) 设 p 守 0,0 之 c 二 1, 若 XE glp,0), 则 z= {xz} 存在 因子 分 解 :x 二 2, 式 中 yy 二 


(yx) :二 {z4) ,ZX 一 2 表 示 工 ,一 9x; 满足 :y E 如, 即 上 y, 一 (> | yi |*) < ,rE 
k=1 


Qa,o ,其 中 放 二 地 二 1, 而 且 inf( ly 中 。 1 zl ore 过 上 zw.o. 此 处 下 确 界 是 对 xz 的 
所 有 满足 上 述 条 件 的 分 解 取 的 . 
(2) ”反之 , 设 存在 8 之 0, 使 得 
mvgiQr < me SgiQi ;1 mn 
k= k= 
且 存 在 My 0, 使 得 Yn EN,n 宇 2, 下 式 成 立 
= G1 
2*( < Mn. 
若 让 的 因子 分 解 满足 (1》, 则 rE g(p,c) ,而 且 存 在 正常 数 C 一 c(oypb,c) 使 得 


[zhao Seinf(l yd,* (zl os) 


n 


式 中 (1/p) 十 (1/9q) = 1. 若 将 上 述 Q, 换 成 S, 二 》) qi, 也 可 得 到 类 似 的 不 等 式 ， 


二 1 


(Leindler,L. ,[ 303]. 1998,1(4):517 ~ 526) 
46， (1)〉 Bessel 不 等 式 : 设 A = {e) 是 内 积 空间 XX 中 的 标准 正 交 系 , 则 VY x € X， 


oa=(re).c= {0 ERE lel = (Daal) <lzl. 
k=1 


(证 明 可 参看 [118]201 一 202) 
特别 , 当 {ex》} 为 三 角 函数 系 时 ,a， ,Ob» 为 的 Fourier 级 数 , 则 VfE LL ,下 式 成 立 


Fat Pat < 77 
2 k=] Ti 
(2) 设 久 为 内 积 空间 ,zi ,区 € KX,c > 0,a 为 复数 , 若 


| > Crisr)e oy ey) | cx 12? ， 
,Ij 二 1 天 一 


A 


则 Dix) | :clzr|:,Vr EX. 


天 一 


(3) 设 和 为 内 积 空间 ,zyz,y E X, 则 成 立 Schwarz 型 不 等 式 ， 
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| T(x1 (yy | T(r, Xl "Ta) . 有 (yy Zi yn ). 
((2)(3) 见 Dragomir,S. S. 等 . Mathematica,1995,37(60)(1 一 2):93 ~ 102) 
47. 设 (wm(z)) 为 [a,5] 上 标准 正 交 系 , | wm(Cz) | 委 M (M 为 常数 ) ,f(x) 关于 {gp,) 


的 正 交 级 数 为 Dl cgi(z) sc 二 {04) 的 下 范 数 为 上 cj = (2 je De 


Fl, = (1) 


(1) Riesz 不 等 式 : 设 AE Lr[a,bj,l 三 p 寺 2,(1/p) 十 (1/q) = 1, 则 
lel, MY NA, 

反之 , 若 c= (cj € 8,1 过 9 声 2, 则 存在 f EL*[a,6b], 使 得 
fl Mr cl 


特别 当 (mw (z)} 为 三 角 函 数 系 时 ,上 述 不 等 式 称 为 Hausdorff-Young 不 等 式 :ce 一 了 (k) 表 
示 f 的 Fourier 系数 , 若 JE LI 一 户 委 2, (1/p) 十 (1/9) 一 1 


令 47,= (去 A = (Ap 网 Ts TAN 


反之 , 若 f EL, 则 存在 f E L 纪 ,使 得 六 一 cs 为 了 的 Fourier 系数 , 且 


IF, 
(C2) 设 feEILr[a,bj,1 二 pp 二 2, 则 存在 正常 数 c, 使 得 


Dy lol ek el;. 
反之 , 设 g 之 2, 且 序列 c == {c4) 满足 
DY alkn =M< co， 
则 存在 f E LLa,6bj, 使 得 ce 恰好 是 和 了 关于 {gp,》 的 Fourier 系数 , 即 ce = ci( 户 ,而且 
lfls<M. 

(Ilin,V. A. ,Mat. Inst. Steklova ,1997 ,219:211 ~ 219) 

(3) Paley 不等式; 设 将 {| c |} 按 递减 顺序 重 排 得 到 的 数列 记 为 {ci }， 若 
feE Lr[a,b],1 p< 2, 则 3 Ce Dene <of | f 1?; 当 gq 之 2 时 ,车 3 Ce ) nr < ce， 
则 存在 f E LLa,6], 使 得 

{1h So De mr 
式 中 cy ,cs 分 别 是 只 与 p,q 有 关 的 常数 . 特别 , 当 {g,) 为 三 角 函 数 系 时 ,上 述 不 等 式 称 为 
Hardy-Littlewood 不 等 式 . (本 章 $1 No. 66(14) ,[84]. Vol. 2:193) 
48. 设 f(x) = Soew,f E La，, 则 


2r 


< 7 


0 
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(305]1984,91(4) :263 ~ 264) 
49. 设 f(z) = 》lce*, 若 /为 绝对 连续 函数 , 且 导 函数 上 E 5, 则 


REZ 
1/2 


/ / lf / |2 , 
9 Tol<17h+ 要 17 1， 式 中 74, 一 ( 夺 |,.17 1)， 


k= 一 oo 


(2) >») i cs | 过 1 co | 十 (到, | 六 Pa] ”起 申 CR 一 f(8). 


kEZ 


50.、 设 f(zx) = > a "hcosa"r, 一 + 壕 工 过 za 这 1,0 二 8B 二 1, 则 对 于 t 宇 0, 有 


n=0 


[f(z+a)—f(r—a’) | 委 A4a02 十 Bo， 
趟 中 [] 为 的 整数 部 分 ,A,B 为 只 依赖 于 w ,8 的 常数 ， 


oo 


提示 ;f(x 十 a ') 一 f(x 一 a') = 22D)a "tsina"™™ 。 sina”’r,， 
n=1 
于 是 


[中 -1 
| FGz 十 ae) | 一 | f(z 一 a ) | 过 22a pr 十 2 Slane 
A 二 [I 


< Aa PI- :十 Ba Pt, 
式 中 A 二 247 一 1)71,b = 二 2(1 一 a#)",([731509 ~ 511) 


51.。 设 f(x) 一 2) Ccosnr) /rn, | zl 和 27z;) 则 一 x?/12 所 f(x) 所 /6. 
n=1 


提示 :用 Fourier 级 数理 论证 明 f(x) = x:/4 一 | x | (x/2) 十 (x?/6), 然 后 求 /在 
[一 2x,2xj」 上 的 最 大 最 小 值 . 
52， 设 0 二 zz 二 rr 一 r<<<r tl 天 站 兴 0, 则 


SV sin&z , sin[& 一 (17/2)]、 3 sinkz 
2 k Zan 0 并 >0 (1. 


53.。 设 0 二 zx 二 zx,0 二 1 过 rt 关 x; 则 


sinkr . cos(t/2) 一 cos[k++ C1/2) J ~、 
人 kk 2sin(#t/2) 


54. 设 {a,} 是 四 次 单调 序列 , 即 


“ “ CDe > 
上 et 一 [> 9 


k -一 1,2,3,4, 则 对 于 0 二 zz 二 zx, 有 
Dasinkzr < Detg 元 (No. 52 一 54 见 [4]359 ~ 360) 
55. Lyness-Moler 不 等 式 : 


DD™ (Se ">0. 


对 于 所 有 实数 工 及 所 有 自然 数 m 成 立 . (SIAM Review 1967,9;250;1969,11;82 一 86) 可 
推广 为 : 
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sinnze. 


N 
0Q) 设 0<z<rl<m<N, D1 > 0; 


N . 
(2) 0 一 必 <rN 关 3. 则 27(H > 0.([383]1968,15:769) 


56. 设 FCz) = >， 


(1) 当 zr 之 e 时 ,有 
C1 = 2,1. 

(2) ”存在 序列 {zx} ,1 过 x, 过 tiszxs 一 co 及 常数 Cs > 0, 使 得 

| flz,) [> Clnlnz, yn = 1,2,.%, 可 取 C2 一 0.47. 


证 (1) 对 于 zxz 渤 ey 令 吏 二 [lnzxj], f(rx) 一 > sin 区 + >») ”sin 蔚 一 SCZz) 十 


n 
nm 4 n>m 


Sz (Xx), Si(z) <= 二 < 2lnlnz， SCz) < 2 7 -< 4" GC. 


nm xm 7 n>m 


从 以 上 两 式 即 可 证 得 (1). 
为 证 (2) ,只 要 取 xz, 一 (4 1), 则 天 为 整数 ,于 是 


fC = > 二 sn 县 = (+ 3 + Sin S: 十 St， 
k 下 一 了 1 十 1 k 
再 证 明 | S$; |> Glnn, | S |= (2x)/9. (LL77]25) 
57， 设 区 间 吕 包含 OO 点 ,f 在 D 上 有 nn 一 1 阶 连 续 导 数 , 且 f'” 存 在 , 设 z 关 0, 令 
nl 
0 (x) = sup{0:0 < 0< 1 , 且 f(x) = >， + . 
k=0 。 。 


LCf) = limsup (7), 则 
0 


L (六 之 寺 o(1) )， 


式 中 上 为 Euler 常数 . (Ivanov,V.V. 等 ,Sibirsk. Mat. Zh. 1995,36(1):86 ~ 92). 
58. ”EE-M 求 和 不 等 式 (Euler-Maclaurin 求 和 不 等 式 ) : 设 FE C”"fa,o0),f 为 2m 阶 


是 函数 (定义 见 第 7 章 $1), 自 f***? 了 (zx) > 0(zx 一 00)， 帮 一 于 ,1， 2,…,m 一 1,FF 为 f 的 


原 函 数 , 且 上 (z) 一 0，(Z 一 co), 则 当 m 为 奇数 时 ,下 式 成 立 


> 1 一 — SS Ba (2k—1) 。 
和 f(x+h) 之 2 fx) 一 下 (z) < 也 SA Cz) 


当 m 为 偶数 时 ,不 等 号 反 向 . 式 中 Bz 为 Bernoulli 数 . (Pecaric,J. 等 , [368]1999， 
41(1):79 ~ 93) 

2000 年 , 匡 继 昌 与 Debnath 证明: 设 /E C:(0,ceo)，( 一 1 (zz) 之 0，72 一 0,1,2， 
3,4, f(x),f (rz) > 0(r—> oo), 则 


Df 二 三 rzaz+ 二 Co) 一 十 Fo0) (2. 23) 
2 12 
证 ”利用 Euler-Maclaurin 求 和 公式 
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5 fc) 下 7 二 于 [LAoo + Go 十 让 [Po 一 了 (0)] 


+ 去 | 7 (Bi Bz [dz， 
式 中 B, ，Bi (x) 分 别 是 Bernoulli 数 和 Bernoulli 多 项 式 . 


因为 B, 一 一 而 ,Bt 一 Bi(z 一 [z]) 与 B, 同 号 ,所 以 ， 


70 < 人 7+ 寺 [Lo + CO 十 读 LPGm 一 六 0)] 


令 n> co, 即 可 证 得 (2.23) 式 . ([301]245(2000) ,248 一 265) 

徐 利 治 [139] 指出 :“Euler-Maclaurin 公式 是 十 分 有 力 的 解析 工具 ,许多 较为 困难 的 
问题 ,通过 这 个 公式 变 得 非常 容易 ,而 且 结 论 也 更 为 一 般 。” 我 们 可 以 用 简单 的 方法 得 出 
Euler-Maclaurin 求 和 公式 和 相应 的 不 等 式 : 

设 了 € CLn,mj,n,m € NN, 作 分 部 积分 : 


3 0) rar Am 


点 二 nn 十 1 


je-ceoreoe= | -1a = 
二 二 nil 1 

yo = [fa + fln) +|G- [z]) PCz)dz 

二 一 于 


fenart¥{ fm + ooD) 二 人 本 (zaar， 〈2. 24) 


n 


式 中 ,Bi(z) 二 zx 一 [x] 一 (1/2). 当 0< 之 z+ 之 1 时 ,Bi(zx) 一 x 一 (1/2) = Bi(z). 
我 们 用 B, (x) 表示 在 [0,1] 上 与 Bernoulli 多 项 式 B, (zx) 相 重 合并 且 以 1 为 周期 的 函 
数 . 若 加 上 条 件 :f'”E€ CLn,mj, 又 可 对 (2. 24) 式 右边 的 | 责 (z)Pz)az 作 分 部 积分 ,如 
此 继续 下 去 ,就 可 得 出 
27co -~ = [wa 十 去 (ma 二 fCm)) + 全 (room 一 PenD) 十 阁 Ce (oo 一 


n 


B,, 


f+ 十 C2 (Fe (2 fTDN n)} Re,, (2. 25) 
式 中 ,R， op Ban fe Cr) dr, B 是 Bernoulli 数 ， (2.25) 式 称 为 
Euler-Maclaurin 求 和 公式 .注意 到 Bi 3 ,了 一 也， 一 各 BB 一 亏 ,Bor 一 0,k 


一 1,2,3， 0 ,了 (Zz) = zx— (1/2),B,(x)= zx:— Xx (1/6), “oonee ,( 本 书 第 6 章 §2 六 ) 
于 是 , 若 FE Cn,mj,( 一 1)*fF(z) 汪 0,k 二 0,1,2,3, 则 从 (2.25) 式 ,R 二 0, 从 而 


BS < |reom 十 去 和 fC) 十 fm 十 十 {( 了 Gm) 一 了 Cm))。 (2.26) 
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若 加 上 条 件 : rce) = F (ce) = 0, 由 (2.26) 式 得 到 
~ 『 1 v 
2 < [fwar 十 去 F(m 一 证 广 (0 (2. 27) 


若 Fe € Cra,o],( 一 1Dxpr(z) > 0,k = 0;1,2,3,4,5. 则 从 (2.25) 式 ,Rs > 0, 从 
而 


Jf) 二 站 ep 并 十 于 (Ga 二 Fo) 十 让 (Po 一 大 CD) 
— {fC 一 Jo(m} (2. 28) 
若 加 上 条 件 :f* (oo) 一 0,& 一 0,1,3, 则 


DA < rz 如 + 寺 /oD 一直 /oo 十 友 Je(z) (2. 29) 
k=n 


可 见 ,(2. 27) 与 (2. 29) 成 立 的 条 件 是 不 同 的 . 再 注意 到 Ri 的 符号 是 (一 1)*, 可 得 出 
Euler-Maclaurin 求 和 不 等 式 的 一 般 形 式 : 
设 Fe E Clnym],(C— iif? (zr) > 0, 一 0 1 2 ，;《4k 十 1), 则 


TF Cm) fmD) < DFR fat) + fn)) 
* 中 二 n 
2gk—1 B 
十 2D) fID mo fn))) < 0. (2. 30) 
(27)1 


59. 设 ai 记 0,0 一 Da <， 则 


> (= ) “3D) 


人 ny 

p39 

式 中 2 是 最 佳 常数 . ( 杨 必 成 ,Soochow J. Math. 32(2006) ,553 ~ 560) 
60， 设 0 二 尹 一 co, as 0,， 则 


1 


-) 一 (1 十 办 ya 


2 一 】 


‘Da 
(Knopp 不 等 式 ,[317]1928(3) :205 ~ 211) 
61. 设 p 宇 1, BB 宇 1, a 这 0, ap > 8, as 这 0, 则 
nin Sk — Ck—1) a Reia? 
2 [2 J < (HEB) Bee 
(Houston J. Math. 32(2006) ,801 ~ 831) 
62. Copson 不 等 式 : 设 g,,a, 二 0， 令 
一 Dag, A, 一 Dyqiar > (71 —> 00). 
太一 


k=l1 


(1) 若 1 二 a 过 5, 则 
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五 oo 
eag 6 
1) > ,guQ5S a 
n=1 


Sq,Q7A! < (过 
n=1 


(2) 车 0 二 5 二 1 二 a,0 二 pp 过 也 , 则 


dantl 


> ,2 
DuarA’ > (FE1) Doaras. 
n 王 1 n=1 
([317]3(1928) :49 ~ 51) 


63. Copson 不 等 式 : 设 p 沁 1, a 之 0, g, > 0,Q, = >)q， Dy gra? < ceo， 则 
下 一 工 下 一 ] 


D(H) Sp Poat, 
式 中 p* 是 最 佳 常 数 ,特别 当 ao, == 1 时 ,得 到 


2 (> 人 *) < p? Pat. 


n=1 k=—n 


(L305]113(2006) ,715 ~ 732) 
64. Hardy 型 不 等 式 : 
(1) > 则 


L D1) )a | 


让 二 1 


(2) 2 
DD (Dea) < (Fi) Det 
([3011343(2008) ,48 ~ 57) 


65、 当 思 之 2 时 f(z) = > sm 全 在 [0,x] 内 是 x 的 严格 递 茂 本 数 


(L317]14(1939) ;198 ~ 202) 
A 
66. 设 f (n) 是 Hardy 空间 中 了 的 一 、 二 维 Ciesielski 一 Fourier 系数 , 则 


99 A 1 
(2 | FW) ECON/fls,, oO<p<2 
7 一 2 
(L365]31(2005) ,217 ~ 233) 


67. 设 z 之 0,pi 之 0. 上 且 2》)Pr 一 1. 车 0c 之 Vz 志 c 十 a 之 1, 则 
=]1 


0 委 Sprs— (dS) fA) < a?. ([305]116(10) (2009) ,E11469) 
k=1 k=1 天 
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我 们 在 第 六 章 已 讨论 了 多 项 式 的 导数 不 等 式 ,本 章 讨论 一 般 函 数 的 微分 不 等 式 , 为 了 
叙述 方便 ,我 们 还 讨论 与 之 有 关 的 连续 模 和 最 佳 至 近 不 等 式 , 这 些 不 等 式 中 ,也 涉及 一 些 
积分 不 等 式 . 


3 1 连续 模 不 等 式 


设 Q 是 赋 范 线性 空间 (X, | ，|1 ) 中 的 凸 集 , 则 /的 连续 模 定义 为 
wj5) = sup{ | fCth) oA) NN): lal < 0}. 
特别 , 若 f € CC(Q), 则 
wf6). = supt | ft AON.: al <). (1.1) 
下 面 将 w(f,6). 简 记 为 (Cf,6). 半 EL’Q),1 达 Pp 二 %, 则 


17 户 
: | 


wf36), = sup{ (|, ft -fn lan) lhl < 


= sup{ fC)— /60) | ,: al < 6) (1. 2) 
称 为 f 的 积分 连续 模 . 
还 可 以 考虑 高 阶 连续 模 . 取 Q= [a,6j] 或 == [0,2xj, 并 认为 /可 从 QQ@ 延 拓 到 全 实数 
轴 , 例 如 当 xz € R!' 一 [a,6j] 时 ,规定 f(x) 二 0. 


Ag = DD" ft (1.3) 
是 了 在 z 点 的 以 h 为 步 长 的 m 阶 差分 . 
wn lf,6) 一 max( | A7 CPN.: |h|< 6)} (1.4) 
称 为 了 的 mm 阶 连续 模 ,2 阶 连续 模 常 称 为 光滑 模 . 
walf360), = sup{ | AF CP Ys: |h l,lEpim (1.5) 


称 为 了 的 mm 阶 积分 连续 模 , 若 将 (1. 5) 式 中 工 (Q) 范 数 换 成 H? (0 过 p 志 1) 范 数 , 则 称 为 
的 m 阶 H? 连续 模 , 若 将 (1.3) 中 有 限 和 换 成 无 穷 和 ，, 即 


wf ,60) 一 sn| > (一 1 jet)| : |h| 过 erxE 9| (1.6) 
二 一 日 上 


(a 之 0) 称 为 f 的 分 数 阶 连 续 模 ,这 时 a > 0 不 一 定 为 整数 . 
与 f 的 连续 模 有 密切 联系 的 是 了 的 K 泛 函 : 
天. (CD = int(|f—gl, tr le" |,:g™ € LQ)}, (1.7) 
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式 中 上 > 0,r>>0,1 近 力 委 co 省 一 co 时 指 C(Q). 
更 一 般 地 , 设 (X, | 。 | ) 为 赋 范 线性 空间 ,A 为 和 的 稠密 子 空间 , 且 具 有 半 范 数 
|。| 4, 则 
Ka(fs) =int(|f— gl +tlsla:g EA) 
称 为 X 上 的 天- 泛 函 , 它 刻 画 了 用 A 中 元 素 g 去 盟 近 X 中 元 素 f 的 允 近 程度 . 
通过 X,A 的 各 种 不 同 选取 ,就 得 到 各 种 不 同形 式 的 K- 泛 函 . 例如 ,1972 年 ,Johnen， 
H. 引入 Sobolev 范 数 gl。 一 gi; 十 上 g” ,使 得 
Kp (ft) =int(|f—gl,it lely:g” EL°(Q)} 
成 为 范 数 , 它 与 K,(f,),w,(f,t) 的 关系 是 : 设 1 委 户 委 co， 
(1) K,(f,) ~ w,(f,t)s. 即 存在 两 个 正常 数 cl,cz ,使 得 
cw ft), SK,(f,t) < cw,(f,t),. (Peetre-Johnen 不 等 式 ) 
(2) Ky Cf st) ~ min(l,t} | Ff) ,ow,f,t). 
对 于 多 元 函数 的 连续 模 可 类 似 地 定义 ,如 : 设 G 为 R" 中 开 集 ,使 得 YzEGz 十 Me € 
G, 式 中 ,e 二 (el,… ,es) 为 R* 中 单位 向 量 ,4 二 0,1 志 p 二 ,EL*(G), 则 
wf0), = sup{ | f(zt+ae)— for) ,0 TA EH) 
称 为 了 沿 方向 e 的 积分 连续 模 ,而 w(f,6), 二 sup{w.(f,6),:e € R") 称 为 了 的 积分 连续 
模 . 


二 、 连续 模 不 等 式 


1. w(f,6) 是 L0,ce) 上 非 负 ( 关 于 98) 递增 函数 , 即 0 二 6 < 二 6 时， 
wf 0) < wf,0). 
2. wl(f,6) 满足 次 可 加 性 : 
w fy) Sof,0) + wf ,6). 
特别 地 ， wf ,mw) 过 nw (f ,0). | 
当 t,A>0N 时 ,wf A) SC Do(f,t) AFD wf ,0); 
wf n+a)d) Snwlf,0) wf,ad), OKa<1,8>0. 
3 VD 和 :0 < 去 五所 所 ,存在 :0 天 1 委 1, 使 得 
1 Ca)》 fh) 


ts a 


当 不 是 常 值 函 数 时 ,liminf 人 人 如 > 0 


4. 设 1 达 pg 过, 则 

wf ,06), Sowlf,0), < wlf,0). 
5. wlfig0), Sof,6), Hwlg6), lp. 
6. 设 ow:[0,ce) -> R! 满足 : 
(1) ”wlz) 递增 且 w(0) 一 0; 
(2) wlz) 满足 次 可 加 性 :wii 十 和 z) 委 wt) 十 w(t2); 
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(3) wlz) 在 上 = 0 右 连 续 , 则 称 w(t) 为 连续 模 函 数 . 
例如 ,w:[0,5) 一 R! 为 递增 的 连续 四 函数 且 w(0) = 0, 则 wl) 为 连续 模 函 数 .反之 ， 
虽然 连续 模 函 数 不 一 定 都 是 四 的 ,但 是 对 每 个 连续 模 函 数 w(2) ,0 委 上 魏 六 都 存在 四 的 连 
续 模 函数 w (2 ,使 得 
wt) ao) 委 2o(b,0 委 上 安 0， 
事实 上 ,可取 


芷 一 并 )o(2) 十 人 一切 wk 0 raryb ,并 称 之 为 连续 模 
yz 


wi(t) = sup 


wlz) 的 最 小 止 优 函 数 . 

《有 关连 续 模 不 等 式 的 证 明 可 参看 [61]160 ~ 167 ,或 L82]157 ~ 216. 单调 凸 函 数 的 
连续 模 的 性 质 见 [326]1995,18(3) :443 ~ 446) 

7. Bojanic 不 等 式 : 设 w(z) 是 [0,x] 上 的 连续 模 , 则 Vn 关 2, 下 式 成 立 


大 十 1 


ml WwW(———x) 
区 全 w(t) “Yn 8x{” w(t) 
到 | zin 经 -入 2 k? 所 | t? dz. 


三 、 光滑 模 不 等 式 


1. 车 AE CCQ), 则 w(f,6) 是 6 的 递增 函数 . 
2， wn Cf) SOF f,0) < U1)"w,(f,0), 
式 中 1 > 0, 特 别 , 有 wr(f ,7) 过 mron(C 太 9). 
3， 0<H < 时 Hw (fd 6) < wf 6) + m2"wn f,62). 
注 和 人 2,oo(C5 十 B62) 过 wn《(f ;61) 十 wn《f,6:) 不 成 立 , 即 m2" 不 能 换 成 1. 
4 waCf 66) 2" Eon f 6) + wf,62)1]. 


2"wa Cf,0.) 
人 7 。 


5. 0< 和 < 人 时 ,和 52) < 
067 


6， 设 0 志 w 过 加 则 (10) 之 2770(fD， 即 侍候 这 之 于 . 


2a < Dm 
7.。 设 f 在 La,6] 上 有 m 阶 连续 导数 , 则 
. wn Cf,0) SO fF™ esona ff 60) Sw (mm ,0) 
No. 6 一 7 说 明 , 可 用 低 阶 连续 模 来 估计 高 阶 连 续 模 ,反之 ,也 可 用 高 阶 连 续 模 来 估计 
低 阶 连续 模 , 即 下 述 No.8 一 9. 


8. “10) < C0" (|, ef du 二 Fl, 


式 中 c,c 是 与 f,6 无 关 的 正 数 ,f= max{| f(z) |:a 委 工 委 分 . 
特别 ,有 w(f,6) 志 cws(f WwW6). 
9. Marchaud 不 等 式 : 设 f € Clia;y]j,; 则 对 mm 过 ;下 式 成 立 


wn Cf ,8) RCO” [|， ed 十 rt 


8 1 连续 模 不 等 式 597 


式 中 C, 是 仅 依赖 于 的 常数 ,例如 C 一 12,p 一 232 


若 f € Lr*[a, 如 j, 则 
op SCe™ (NF ,十 | ef ) 


式 中 二 1,2, 呈 nn 一 1,0 之 1 之 6,1 志 p 声 
另 一 方面 , 若 对 某 个 8 > 0， [ dg < 1<p<o. 
则 Fr”? 在 [a,6] 上 绝对 连续 和 f'” € Lr?La,b1, 而 且 
’ a Ed ) 
Cn—m (大 ,7), 二 cl|. fdu. 
式 中 0 二 1 二 5, 常数 C 仅 依赖 于 a,65,m,p. ([55]57 ~ 59) 
10. wf,0), 一 a)'wa(f,0),. 式 中 s= 二 1/p 一 l/qsl1q 人 pp 所 %. 
ll, waCf,0), < 委 人 Am 1 ,lip oo. 
12. 逆 定 理 : 给 定 连续 模 函 数 w(1) (zt 实 0), 当 rr == 0 时 满足 下 述 四 个 条 件 : 


@ w(t) 连续 ;， 回 wi) 递增 ; 图 w(0) 一 0， 
@ ”对 所 有 t 汪 >0, 有 w(22) 和 cw (0),c 为 常数, 当 r 宇 1 时 还 满足 第 五 个 条 件 ，; 


© | dt < co 
若 对 周期 函数 f, 存 在 n 阶 三 角 多 项 式 序列 全 ,C(x) ,满足 


1 Foz — Tz) [< A/ wl/n), (1. 8) 
r 为 非 负 整数 , 则 fAfEC ,日 Vk € N,f"” 的 & 阶 连续 模 w,(f'”,zx) 满足 
AiAz*| 2a, -一 0， 


ok ,rx) 委 
" 4A], art | “dt|， -之 1 
式 中 Ai 为 常数 . ([82]250 一 254) 
注 1 在 函数 交 近 论 中 ,凡是 由 函数 的 最 佳 近 值 趋 于 零 的 速度 推出 函数 (或 函数 
类 ) 光滑 阶 数 的 定理 , 称 为 逆 定 理 , 上 述 不 等 式 就 是 最 基本 的 逆 定 理 . 
推论 1 设 w(z) 为 k 阶 连续 模 , 则 当 + 二 0 时 ,在 No. 12 的 条 件 下 ,而 当 > 之 1 时 ,在 
补充 条 件 


| a < CoCz) 
0 


下 ;有 wnCfn ,x) 之 Aiwlx) (hi 为 常数 ). 
推论 2 设 wlzx) = zx*(0 过 a 二 1), 则 在 No. 12 的 条 件 下 ,f € C, 且 对 任意 整数 
r 之 0, 有 
wf"? ,TEA Wp fewH'. 
推论 3 设 w(zr) == x, 则 在 No. 12 条件 下 ,f €E C', 有 旦 对 任意 整数 7 宇 0, 有 
os (Fo ,x) SC Ax. 


598 第 十 二 章 ”微分 不 等 式 


注 2 ”对 于 [a,65j] 上 的 非 周期 函数 六 只 要 将 (1. 8) 式 换 成 :存在 =” 阶 代数 多 项 式 序 列 


{P, (x)) ,使 得 
| f(z) — P,Czx) | Ce, Cr Toff ,6 ,Yr €E La,b], 


式 中 &(x) 一 (Ve ZI Tay 点 ,常数 C 与 rn 无关, 则 道 定理 仍 成 立 .([82]286 


~ 289,276 ~ 277) 


下 面 设 1 过 pp 过 ,rr0. 
1， 关于 上 的 拟 半 可 加 性 . 
K,Cfsh +t) < 2TLK, Cf ) + K,Cf,t)]. 

2. ”关于 f 的 半 可 加 性 : 

K,Cfi+ fet) KCF DD) TK, (Ff ,2). 
K,(f,t) 关于 上 递增 . 
K,Cf0) fF ,. 
K,(f,0) EH? | ,. 
Marchaud 型 不 等 式 : 设 1 太 pp 过 9,0 过 1 忒 1, 则 对 于 /ELr[a,], 有 


CO 性 Co 


1 
~ K(f,t) eC ,+| s K(f,s)ds) ,lI 和 rl1; 
1 
车 加 上 条 件 [skK,(f 9s 过 9, 则 1% € Le 人， 


1 
ol, SC +t) Rds), 
而 且 
K(f ,0) < | s K(f) ds (L55160 ~ 69) 


$2 最 佳 总 近 不 等 式 


设 (X,d) 为 距离 空间 ,A 为 X 的 非 空子 集 , 对 于 x € X, 若 存在 y。€ A, 使 得 


d(xsy0o) = in{f({d(x,y):y € A). (2.1) 
则 称 y。 是 z 在 集 A 中 的 最 佳 允 近 元 ,在 赋 范 线性 空间 (XX, | 。 | ) 中 ,(2. 1) 式 变 成 
lz—yl =inf{lz—y|:y € A}. (2. 2) 
设 PP, (zx) 与 T,(zx) 分 别 表示 n 阶 代数 多 项 式 和 n 次 三 角 和 多项式 ,车 f € CLa, 妇 , 记 
ED = ptf -Pl = fp (2.3) 
若 /FE Ci; 记 
Er (= inft If— T= fT 1,; (2. 4) 


车 JEL2CE), 1 和 六 一 co, 记 
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EP, 一 iT 一 Po 一 17 一 Po (2. 5) 
若 E ZL 多 1 委 访 二 co, 记 

EP; -int 一 = fT 1, (2.6) 
E,(f),E: CPPD，… 称 为 了 的 最 佳 逼近 ,P; (zx),T* (x) 称 为 f 的 最 佳 遂 近 多 项 式 .一般 
地 , 设 g 为 赋 范 线性 空间 CX, 上 ， | ) 中 元 素 列 , 称 它 们 的 有 限 线性 组 合 G, (x) = 


> agi(x) 为 广义 多 项 式 , 对 于 f € X, 同 样 定义 
k=1 
ECf) = inf{ | 7 一 Dogs | = | 7 一 Des | . (2.7) 
人 到 一 1 二 一 1 


并 称 之 为 /关于 (g} 的 最 佳 带 近 ,G’* (x) 一 Dai gir) 称 为 最 佳 逼 近 广义 多 项 式 . 

若 久 为 Banach 空间 , {gi) 是 入 中 线性 无 关 列 . 则 Ve, y0, 存 在 fe X, 使 得 E,(/) 一 
ern 二 1,2,…， EE.( 了 有 ) 过 了. (证 明 见 [71125 ~ 28) 

设 {gi} 为 C[e, 拉 中 线性 无 关 函 数 系 , 若 任 一 个 不 恒 为 零 的 广义 多 项 式 G, (x) 一 


Dlcgslz) 在 [a,5] 上 至 多 有 nn 一 1 个 不 同 的 根 , 则 称 {g} 在 [a,5] 上 满足 Haar 条 件 . 


1. 设 AE C[L0,1], 则 存在 两 个 多 项 式 列 {P,} 和 {Q,) ,使 得 Vz E10,1j, 成 立 
Q(z) CQ) SR fz) SC P(x) < Px), (2. 8) 
并 且 
| P, — Q, | . < 42E, (7). (2. 9) 
当 了 不 是 多 项 式 时 ,(2, 8) 式 中 成 立 严 格 的 不 等 号 ， 
〈 谢 庭 藩 , 周 癸 平 ,[391]1995,67:119 ~ 121 或 [71]28 一 30) 
我 们 问 :(2. 9) 式 中 常数 42 能 否 减 少 ? 其 最 佳 值 是 什么 ? 
2.、 Vallee-Poussin 不 等 式 : 设 {gi}) 在 CLa,bj」] 上 满足 Haar 条件,f €E CLa,65]. 若 存在 


多 项 式 G(x) 一 Degilz), 使 得 ”f(zx) 一 G(x) 在 La,b51] 上 至 少 有 nn 十 1 个 点 zo ,Xi， 
"IT 以 正 负 相间 的 符号 取 到 值 a。 9C1， ”Cn , 则 


五 , (请 闻 min{ao al， …，a). (2. 10) 
E, (了 f) 的 这 个 下 界 估计 在 理论 和 实际 上 都 十 分 重要 . 由 此 可 推出 : 


若 {g4) 在 CLa,b] 上 满足 Haar 条 件 , 则 YE CLla,b].G; (z) 一 Sor gilz) 为 了 在 
天 一 了 


CLa,5] 上 的 最 佳 到 近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 f(x) 一 Gi (x) 在 La,5] 上 至 少 有 nn 十 1 个 
Chebyshev 交错 点 {Tz4)?-o, 即 f(x) 一 G* (zx) 在 这 些 点 上 以 正 负 相间 的 符号 取 到 其 绝对 值 
的 最 大 值 : 
| 7 一 已 1 一 max | f(z) 一 了 P? (z) |. (证 明 见 [127]24 ~ 26) 
3， ”插值 不 等 式 : 
(1) 设 f? € Clasbj,zo 过 zx 二 … 之 x; 为 [a,5] 上 给 定 的 插值 结 点 . P, (zx) = 
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(Xo Xi)w ZE) 


这 yz) f(zs) 为 Lagrange 插 值 多 项 式 , 式 中 以 (x) 一 CRC) ,w(x) 一 TI (xz— 
k=1 pe 
zi sh= max{zr 一 zx}; 则 | fz) 一 Pz) [< 1. 

lk 


1 一 Po kn 
SS ETDIOTI 一 k)! 的 
(2) 设 AE CL 一 1,1j],{zx4)i-i 为 [一 1,1] 上 的 插值 结 点 ,P, (x) 为 Lagrange 插值 


多 项 式 , 则 


1 7(D 一 Po [Selo l.. (2.11) 
当 插值 结 点 {x} 取 为 Chebyshev 多 项 式 的 零点 : 
Xk 一 COS 和 一 ] = 1, ,n, 
2n 


则 误差 (2. 11) 式 变 成 
| f(x) — P, (zx) | 及 一 一 一 1 | f°™ | (2. 12) 


(3) ”给 定 La,6j 的 一 个 分 划 工 = {a 三 zo 过 弃 之 … 之 x 一 0),S(x) 满足 : 

D SeEC[La,b]; 

四 Slz) 在 每 个 子 区 间 [zxs1 ,zs] 上 是 三 次 多 项 式 , 则 称 SCz) 是 关于 分 划 工 的 三 次 
样 条 函数 . 若 给 定 连 续 函 数 y = f(x) 在 结 点 zk 上 的 值 y = f(zxi) 并 使 得 

@ Sx) = yk = 0,1,. 
则 称 SCz) 是 f 的 三 次 样 条 搬 值 汪 数 ， ,为 确定 SC2)， 要 用 4n 个 条 件 , 而 SCzx) 的 定义 中 只 给 
出 了 4n 一 2 个 条 件 .所 以 需要 补充 两 个 边界 条 件 , 常 用 的 有 : 

@ ”转角 条 件 :S’ (zo) 一 yy， S (xz) = y's 

加 ” 弯 矩 条 件 :S (zo) 二 y%,S’ (rz,) 二 y 

车 f€ CLa,6], 则 

[f° —S® ,< Ch lf® | (2.13) 

式 中 有 二 max{(zi 一 X01):l1 世上 kn}. 

4， Jackson 不 等 式 : 

(1) 者 f€ Lipwl( 即 | f(x) 一 f(y |<MIz—y|) 且 f€ Cx; 则 


E* (f) 云 3 FM: (2. 14) 
式 中 x/2 是 最 佳 常数 . ([109]182) 


(2) 车 f EC 则 E: (过 (2. 15) 


Vi 的 
TD 1 
式 中 x/2 也 是 最 佳 常数 . ([109]179 ~ 182) 


(3) 车 f€ECi 则 E* (了 ) 过 wf 


车 fC€Cn 则 E: (f) 2x f°™® ,二 ); (2. 16) 
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E; (1 < FE* (Fo ). (2.17) 


5 
([61]216 一 223,[109]183 ~ 185) 


» ) * 工 1 “ Ck) 
(人 设 jEcCe 则 EDESF(aFI) I 1 


式 中 子 是 最 佳 常数 . ([109]185 ~ 186) 


i 2 < 工 ，f P, 工 
(5) 设 和 ELi, 则 EE (7 a ), 


式 中 上 不 能 再 改进 . 若 Poe € La; 则 
V3 


E: (f); < 房 训 wf® ,ET (2. 18) 


(2. 18) 式 中 的 精确 常数 问题 还 未 解决 ,w(f,6), 表示 了 在 Li 中 的 积分 连续 模 . 
([61]224 ~ 230) 
(6) 设 f2EX= Cs 或 L 纪 ,1 寺 p 之 co0.k = 2m 一 1,m 二 1,2,…, 则 


E’ (Px Cw fe% ,Ex. (2. 19) 


4 一 1 m+1) pe 
式 中 Cu 一 ED i 二 (Favad 常数 ). 
当 和 三 Co 和 工友 (六 一 1) 时 , (2.19) 式 不 能 改进 . ([61]235 ~ 239) 


(7)” 当 了 WE€ CLa,6j] 时 也 有 类 似 的 结果 ,例如 


EN < EEF Own ,0 二 ,n> hf = PD; EO Cnlfsl), 


式 中 ww 人 7, 十) 为 了 的 mm 阶 连 续 模 ,Cu 的 最 佳 值 已 由 Favard 给 出 , 当 [a,6] 二 [一 1,1] 时 ， 


— 1) 2 已 一 4 一 Crt1) 
C= 二 6; 车 了 ?” € CLa,0j, 则 EN < Fi( 4 ) | f | .. 
(8)” 设 f € CL0,11,S, (了) 是 分 段 线性 函数 ,使 得 


SC ) = fC),k 二 0,1,2,…sn， 则 


1 , Es pt 2 一 V2 

1 一 SP 1 SB f rts -f(r a) 110 委 雪人 xz 士 二 E [0,1)). 
(Vinogradov,O. 工 . 等 . Dokl. Akad. Nauk 2000 ,373(4) :442 ~ 444) 
(9) 车 fFE€EC[ 一 1,1j, 则 EE,(f) 过 wf 


_Mr 


车 f € Lipwl, 即 | fC2D 一 了 WISMIz-y1: 则 EN 入 了 
若 Fe E C[ 一 1,1],n 宇 &, 则 


开 、 | f® le 
Ef < (3) (Ca 十 1)m (一 天 十 2) 
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([1091188 一 189) 


(10) ofl) < -DT EY (Cf). (Steckin, S. B) 

注 在 函数 逼近 论 中 ,Jackson 不 等 式 也 称 为 正定 理 或 Jackson 定理 . 

5， 设 FE LL, 则 

jz = 二 | fcz+pd Ch>0) 

称 为 了 的 Steklov 函数 (位 移 平 均 ) , 则 当 FE 1L 纪 (1 过 pp 过 co) 时 ,下 式 成 立 

GD foillse ffl. (2 fofl, Sw f,h),. 

(3) 1 7 上 < Fwdf sh),. (L61]84 ~ 85,162) 

(4) 设 l<& gq 人 pr=1/g-1/p 则 | f(r) rf 委 产 上 

(5) 车 je Clas0] 则 ff < Fo Cf 

(6) 若 f€ BV[0,2x], 则 V3(fi) 过 Ver(7). 
. 注 ”fi(z) 又 称 为 了 的 位 移 平 均 或 第 一 积分 平均 ,或 Riemann-Lebesgue 奇异 积分 ， 
它 实 际 上 是 数列 算术 平均 的 积分 形式 , 记 为 Al, CF,z)， 

了 的 > 阶 积分 平均 可 用 归纳 法 依次 定义 为 

AUCz) = AlCAT'(f, .) ,x). 

当 f ELI 引 (Up 过 0) 或 f€ Cs 时， 


Ai(f,z)= >) 


k=—oo 


sin(hk /2) 
(2 


) fo”, 
右边 定义 了 了 的 Fourier 级 数 的 > 阶 Riemann 求 和 法 ,其 中 有 一 0 时 的 值 为 0) ,CR 为 
了 的 Fourier 系数 . ([91]49 ,56 ,80) 
6， Bernstein 不 等 式 : 这 是 用 最 佳 逼近 不 等 式 来 刻画 函数 类 ,下 面 用 到 的 函数 类 是 ， 
Lipe = (fc 一 ISM zr yl,0TZaR1), 
2 和。 一 人 7E Cr: | f(z) 一 2f(z) 十 f(z 一 hh) | 二 Mh), 称 为 Zygmund 函数 类 ， 
Wo= {fiw (ft) SA lnt |)}. Lipl CZCWCLipe (0<a<1). 


(1) 设 fE€EC 且 E; (用) 过 皇 ,0 之 a 过 1, 则 当 0 <a<1 时 ,f € Lipa;a 二 1 时 


ffEVW. 
证 明 中 用 到 以 下 不 等 式 : 设 f € C2, 则 


of 二) 生生 ET (有 
k=0 


(2) 设 f€C 且 E; (PS Leal,k EN, 则 f% € Co 县 当 0<u<1l 


时 ,ff € Lipa; 当 a 二 1 时 ,f% € W. 
提示 :由 条 件 证 E; (f%) 委 cj] 
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(3) 设 fE€E GC), 则 f€ 2ZSE? (1) 志 c/n. 
对 于 非 周期 情况 ,也 有 类 似 的 结果 ,其 证 明 见 [82],[68] 或 [711. 


7. Lebesgue 不 等 式 : 设 f € Cos,S,(f,7X) 一 学 十 Dy arcoskr 十 bisinkz ) 


为 了 的 Fourier 级 数 的 n 阶 部 分 和 , 则 

(1) S.A oA. < 3+linnE (f). 

(2) SC 一 了 过 十 LODE: (了 1), 式 中 LL 为 Lebesgue 常数 . 

8.， 没 S,(f,Xx) 为 1 的 Fourier 级 数 的 n 阶 部 分 和 (本 节 No.7),S, 的 算术 平均 (Fejer 
平均 ) 为 : 


_ 1 < 
oan(f ,Xx) 一 iFi Sf 
若 JE cn Lipwas0 之 a 达 1, 则 
2 
| cp 一 了 | <# (ER) 


Mn 


若 AE Lipvl, 则 1cCh 一 了 .< 一 一 一 (2 全 1)， 


9. Bohr-Favard 不 等 式 : 设 
f(x) 一 > ， (arcoskz + bi sinkx ) 
足 一 nn 


是 有 r 阶 连续 导数 f(x) 的 任意 周期 函数 ,其 中 和 > 是 给 定 的 自然 数 , 则 
fl Kr) | fF? 1.. 

式 中 ef. = max{| f(x) | :zx € [0,2xj). 

Kln,7) = 二 sup{ fi 上 上.: ff? 中 ,过 1) 是 最 佳 常 数 . ([107]1:384) 

10. “联合 逼近 不 等 式 : 

(1) 设 Am”E Czi, 则 存在 n 阶 三 角 多 项 式 T, (zx) ,使 得 

| Fe 一 Too | CE Cf ,k= 0 m 
(2) 设 jm € C[ 一 1,1], 则 存在 n 阶 代数 多 项 式 P,(x) ,使 得 
CG» 已 Co) 

CA Cx) ne 
A,(z) = 1 一 三 + 十. 


n 


(3) ” 设 f”€ CD 一 1,1],; 则 Yn 之 2m, 存 在 n 阶 代数 多 项 式 P,(z), 使 得 


| f® (C7) — PH (zr) | zr €[—1,1],k= 0,1,.,m 


sO— 
WP < cu (HE) Ef ), 和 fC 土 1) 一 Pom( 士 1) 二 0， 
72 


OkZm, |7|1. Kilgore,T. ,Approx,theory. Memphis, TN,1991,353 ~ 361) 
11. 设 f" ?EC 一 1,1j,P;? (x) 为 Oe, 则 


1 POP 1. < Nl, 


式 中 0 过 过 nn 十 1. 
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$3 微分 不 等 式 


1. ”微分 中 值 定理 :在 现行 数学 分 析 教 材 中 ,微分 中 值 定理 都 写成 等 式 形式 :f(6) 一 
fla) == 了 f'(c) (6b 一 a), 式 中 c 只 知道 与 5,a,f 有 关 , 并 不 知道 c 的 确切 值 ,实际 上 ,只 要 知 
道 f' 的 上 下 确 界 , 即 令 m 二 inf{f (zxz):x € (a;)},M = sup{f ‘(x) :x E€ (a,5)) ,就 得 
到 

ml(b—a) fm fla) < MG— a). (3, 1) 
这 就 表明 ,微分 中 值 定理 的 实质 是 由 不 等 式 (3.1) 而 非 等 式 的 形式 所 揭示 出 来 , 它 有 以 下 
改进 和 推广 : 

(1)” 设 f€ CLa,6]j,f 在 开 区 间 (a,5) 上 存在 单 侧 导数 f(x),f1 (zx), 则 存在 c: 
a<c<5, 使 得 


f° OS 人 2 二 大 < 7 (OO. (3. 2) 


一 人 
或 上 式 中 两 个 不 等 号 均 反 向 . 
(2) ”在 (3.1) 中 的 m,M 的 定义 式 中 ,f(z) 还 可 减弱 为 单 侧 导 数 f(z) ,f(x)， 
或 Dini 导数 ,如 


f(z+ 2 — f(x). (F305]1986,93C6) :471 ~ 475) 


Dr+ flx) = limsup 
ht0 
(3) 设 f ECla6bj],f | 二 0, 则 
M-—23<1f" ,< OH m+ se. 
—a 2 


(Ostrowski[ 211535) 

(4)” 设 (X, .| ) 为 Banach 空间 ,区 间 [La;6j 为 R! 中 有 限 闭 区 间 ,f:[a,6j 一 XX 为 
连续 映射 ,p:La,b] 一 R! 为 连续 函数 , 若 存在 La,o] 的 一 个 可 数 子 集 4, 使 得 Vc € [a,6] 
一 A,f,9 在 c 关于 [a,b] 都 存在 导数 ,并 且 fo 过 p C0); 则 

| f(D) 一 Fa) | < p66) 一 PCa). (3. 3) 

《证 明 见 [74]Vol. 1.171 ~ 175) 

2. 设 了 在 半 开 区 间 [0,1) 上 有 连续 导数 , 且 | f(x) | 志 M1 一 xz)"1(0 < 之 a 声 1), 则 
对 [0,1] 中 任意 Xl1»X2 ;有 


| fC) — flxs) |<¥ | x1 一 之 上 (3..4) 


3. ”混合 和 方向 导数 不 等 式 : 设 G 是 R" 中 开 集 ,X(G) 表示 C(G) 或 L?(GO)(1 之 p 
< 00),9f/95 表示 了 沿 & 方向 的 方向 导数 . 若 f € X(G), 且 对 任意 方向 和 DEC 
会 3f/98 € X(G), DEC 有 7) 中 x 过 M, 则 沿 任意 个 方向 6，…, 名 ,有 |‖ Ds …Ds CPP x 
< sup | DtCf) || x. (L308]1990,108(1):177 ~ 185) 

4. Mahler 不 等 式 : 设 P, 是 复 系数 n 次 代数 多 项 式 , 首 项 系数 为 a, 零点 为 zi ,1 过 
之 nn, 了 P, 的 Mahler 测度 M(P,) 定义 为 
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MCP,) 一 exp| log | PCexpC2rit)) | di = eTTmaxtl, | % 1 
0 ;二 


j=1 


则 MCP’,) < nM(P,). (L305]1991,98:451 ~ 452) 
5. Landau-Kolmogorov 不 等 式 (L-K 不 等 式 ): 
(1) 设 (X, | 上，。| ) 为 Banach 空 间 ,f” EC XX,0 二 过 nn, 则 古典 的 Landau-Kolmogorov 
不 等 式 为 
| Fe 1 Cag XO Fe 1 fF. (3.5) 
当头 = L~(R') 时 ,Cl(n,k,L~(R!)) 的 最 佳 值 于 1938 年 由 Kolmogorov 求 出 为 ; 


四 让 1 
(一 了 ) 为 Favard 常数 , 


of pl 一 下， 45 
CO CRD)) 一 六 人, 式 中 K 一 元 他 ( 黎 二 i 


2 2 
(Ko 一 1,K= 2’ Ke 一 :Ks 一 34”…' 见 Ch11 § 2) 


1 Cn,k,L™ CR')) 三 子 :' 当 nn 一 时 ,Cln,l,L” (CRD)) > 1,Cn,n—m1,L™ CR!')) 


一 3 ([82]241 ~ 244) 


特别 地 ,成 立 Landau-Hadamard 不 等 式 : 
FN vA NA. (3. 6) 

注 ” 阁 不 要 求 CC(n,k,L~(R!')) 的 最 佳 值 ,如 证 CClx,k,L~(R')) = 24" ,证 明 的 难 
度 就 大 大 降低 ,如 在 [74]Vol. 1,210 就 作为 习题 出 现 . 

(2) ”将 上 述 Ri 改 为 尺 一 (0,ce) 时 ,要 确定 CCln,k,L”(R+)), 似 乎 更 困难 些 ,1955 
年 ,Matorin,A.P. 证 明 

TH (1) 

Cn1) 20 
式 中 ,T, (zx) 为 n 阶 Chebyshev 多 项 式 ,1967 年 ,Steckin,S. B. 证 明 : 当 1 志 & 志 nn/2 时 ,下 
式 成 立 


Cln,k 了 (RD)) 二 


a(£) Ck,L™ (Rt)) <s( 锋 )， 


k 
而 当 72 委 有 < 一 2 时 ,下 式 成 立 
_1 n vt 2n \™t 
al(n—k) "(zz) Ck RY So (Fo) ) 


式 中 a,b 为 正 的 常数 . 
1975 年 ,Kupcov,N.P. ,证 明了 L?(R+) 中 的 常数 CC(n,k,L” (CR+)) ， 


Cesks LR 一 1 {( 呈 全 + 4 ) J 


aln,r) n n—k 


n 


式 中 0 过 alny7) 二 aln,n—k) = a(n,k), 


?> 


k* Cn— kh) 


3 
a(2,1) 一 l,a(3,1) 一 a(3,2) 一 人 3 一 2wW2 ~: 0. 555669. 
(Proc, Steklov Inst. Math ,1975,138:94 ~ 117) 
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又 如 记 a 一 (T7z>T Tr | ) ,在 [o,) 或 [0,6] 已 a) 上, (3.6) 式 应 改 为 “| 


委 21 1 空 1 让 , 而 在 [0,d(Cz 过 a) 上 则 成 立 | 大 < + f” 1. 


(3) 记 m(f) =inf{f(z) :rE R'}), M(f) = sup{f (rz):r EER). 设 f € CR'), 
Fa 在 R' 上 存在 ,是 ff 在 R* 上 非 负 有 界 . 若 m(f 0,MCfFY) < 一 co 大 (0) 委 0, 则 
MCA ) 宇 0 且 


—mCf YS BNF MSS) 
若 和 (js) 守 一 2,M(f') 守 0, 了 “(0) 之 0, 则 
—m(f™) 0 MY < ONAN mY). 


(Boyadzievy, K. N. ,The Math,Student. 1982,50:214 ~ 218) 
车 令 wf) = 二 MC) 一 m(f) = sup{f (xr) — fly):r,y € Rt}, 则 


1 入 二 woCPDawCA (Saffari,B. [54]6; 另 见 [54]5:367 ~ 379) 


(4) 1987 年 ,Kuptsov,N, 了 P. 证明 


| Fl. CoRRIOOCN FSF fF. (3.7) 
式 中 C 范 数 ,L? 范 数 均 在 R+ 一 (0,co) 上 取 , 而 精确 常数 的 渐 近 估计 式 为 
1 


Cansk,L?(R')) 一 zr + O(n!) (n> co). 


2 in TT 
(2k 十 1) Ck!1) (sin 27) 
(| 405],1987,41(3):.313 ~ 319,456) 
(5) Stein 不 等 式 : 设 1 过 有 过 ”一 1 全 2 CEL, 则 


am FN 
(KATES) < (RET) ， (3. 8) 


式 中 ,Ki,K, 为 Favard 常数 . ([ 311]1957,65(3):582 ~ 592)( 该 不 等 式 的 更 一 般 形式 见 
孙 永 生 [68] 上 册 463) 
(6)” 设 9/9e4 表示 沿 es 方向 的 导数 ,Laplace 算 子 的 m 次 迄 代 A"f EL CR)， 
0 二 & 二 2m, 则 
EAA (3.9) 
(Ditzian,Z， ,Math. Proc, Camb, Phil. Soc, 1989 ,105(2) :335 ~ 350) 
1998 年 ,Chen Q. D. Zhou X.L. 证 明 
1 De Def ls <CN FN A" ls, 
式 中 ,A 为 R” 中 Laplace 算 子 . 0 过 上 上 世 


_ 2m—~ k++ (Cn/g) 一 Ca/r) 
2m ~— (nf/7) + (n/p) 


(7) ”分 数 阶 导数 不 等 式 : 设 0 二 7 二 1, 定义 了 的 r 阶 导数 为 


2m,1 过 p,qg,r 扫 oO, '2m 一 六 十 广 > 0， 


> 0. ([30111998,226(1):130 ~ 142) 


a 
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Fo (zr) = T(r 十 Den f(x) 二 站 人 dr 


i 
记 | fi = sup{| f(x) | :x € (一 ceovco))， 


| f(x)C— fl 
| xz—y | 


如 7? 和 CAI 这， (3. 10) 


_ TC 1)sin(rm) ,2 CF) ,9M 1 rl Ee 
式 中 C r(l— oa “ (2 1) 为 最 佳 常数 . 


(Trudi Mat. Meh instituta,1965,50:42 ~ 54 或 L21]11) 
有 限 区 间 上 的 L-K 不 等 式 中 的 精确 常数 , 则 呈现 出 复杂 情形 ,如 下 述 (8) 一 〈16). 
(8)” 设 DD==R+t== (0,o0) 或 D=R, ff, 了 FF EL:(D), 1 之 p 志 吕 , 则 ff € LL?*(D)， 


| fil; = sup :| xz—y|<68<%,r,y€R! 


且 
1 Ps 过 CoCD) FI 主人 关中 三 ， (3. 11) 
OD 当 p=c 时 ,CCR+) 一 2, Cw (R') = V2 是 最 佳 常 数 ; 
四 当 p= 二 2 时 ,Ci(R') 二 V2, Cs(R!) 一 1 是 最 佳 常数 ; 
@ 当 1<<p<mH,C,(R') ?2, C,(R') V2. 


([318]13(1913) ,43 一 49) 对 于 R! 的 任意 子 区 间 和 放宽 导数 广 的 条 件 下 的 Landau 
型 不 等 式 见 [330]37(2006),301 ~ 308. 
我 们 问 ,使 (3. 11) 成 立 的 CCR )，CCRI) (1 过 p 二 %%) 的 最 佳 常 数 是 什么 ? 
设 w 是 (一 co,ce) 上 正 的 递增 的 权 函 数 . lim w(z) 之 0, 则 
| fF bz 2 fl; fF 2.,, 
式 中 fz = (| (x)w(z)dz) ,2 是 最 佳 常数 
特别 , 当 wlx) 一 工时 
Fs, EC Fl, fF 12,, 


式 中 | = (| Penpzaz) ， 2.35070 < cz 一 2.35075.([54]5(1987) ,29 ~ 63) 
0 
设 f 在 R' 上 绝对 连续 ,六 E Lz(RD)，1 雪 少 雪 co， 万 十 二 二 1, 则 


A EA 


1 一 9 


式 中 C(p) 一 (1 十 一 1 1) 2 , 轧 二 co 时 归结 为 Landau 不 等 式 . (Nonlinear Funt. Anal. 


Appl. 10(4)(2005) ,565 ~ 579) 我 们 问 : 上 述 C(p) 是 否 为 最 佳 常数 ? 
(9) ”微分 插值 不 等 式 : 若 在 [0,1] 上 二 阶 连续 可 微 , 则 必 存 在 与 无 关 的 常数 M， 
使 得 
FHMIAICO FAL + IA"), 
式 中 fl = 二 max{| f(z) |:0 志 zxz1), 
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证 ”不妨 设 f(x) 兰 0 且 取 实 数值 . 令 0 志 e 过 1/4, 由 微分 中 值 定理 , 必 有 E(t 十 
gst 十 2e) ,使 得 


工 [7 十 26) — f+] = f'n) = f° +f "Dd, 
因为 二 一 上 <<e 所 以 ,由 上 式 , 有 
We Crce+29 一 feel+ | f "Cr) lar<2| fl 二 ef” 


只 要 令 二 (1/92) 了 FC 了 十 号 , 即 可 得 证 . 

Whitney-Timan 不 等 式 :车 fm E Lr*[a,6b1,1 过 Pp 过 %%, 则 存在 仅 依赖 于 wm 和 [a,6j 
的 常数 Cm ,使 得 1 
Hf® ;Cale* fl,+e™* fF™ |,). (3. 12) 


9 二 8,0 之 # 之 m, 当 J E Ce, 妇 时 ,上 述 让 |, 改 为 上 ，| [81185) 
若 三 各 Czfapla 和 rz<y 生 0， 则 
Lf 委 | ff | 十 亏 3b—atlato—z—y|Ilf"l. 


(Gavreas], ,Rasa,J. ,Rev. Anal. Numer, Theor. Approx. 1993,22(2):173 ~ 176) 
设 Fo 在 R! 上 局 部 绝对 连续 ( 即 在 每 个 有 限 区 间 上 绝对 连续 ),e 汪 0,S. 是 R' 上 只 
有 步 长 为 e 的 网 格 ,0 记过 n, 则 
IF®? 1 <C inf fls te 和 =) (3. 13) 
式 中 fis = sup{| f(z) |:z € SS), 常数 C, 仅 依 赖 于 nn. (Konovalov,V. N. ,Mat. 
Zametki,1980,27;209 ~ 215) 
Nirenberg,L. 还 研究 了 形 如 


[Fe leelf®? ll 二 Ce)1 pl li<p<™” (3.14) 
和 [fF® [elf™ s+ Coe) | fl» (3. 15) 
的 不 等 式 . ([31211955,8:649 ~ 675) 例如 ; 
1 fF 1 1 fl 十 语 1 f° 1, EAE -SIA | > 


设 Fe € AC[0,1j, 则 
Fea DI + /2 lf" ,n> 4. 
(Babenko,V. FF. 等 ,Ukrain,Mat,Zh,1995,47(1) :105 ~ 107) 
微分 插值 不 等 式 可 推广 到 高 维 空间 ,例如 , 设 A 与 B 为 R" 中 紧 子 集 ,f 在 B 附近 有 二 
阶 连续 编导 数 , 则 存在 与 了 无 关 的 常数 C ,使 得 


(sop {Df I) SCosupl DCso 17 Dsup 1 DN. 
(10) ”Gorny 不 等 式 : 设 f” € CL 一 1,1j， ™ 
EA (3.16) 
式 中 0 志和 志 nn. 它 可 推广 为 : 设 f" E€ CS 有 
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| 


| 工人 [max| | 4, | 。 ' (8 3) fl ] 


1 
\ 


(3.17) 
式 中 T(x) = cos(narccoszx) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 . 
(11) Hardy 不 等 式 : 设 /EL(R'),f“ 在 Ri! 上 局 部 绝对 连续 ,0 二 mm 二 kn， 
有 渤 0.A3(f) 为 的 步 长 为 xh 的 m 阶 向 前 差分 , 则 


/os < 2 A sth fs. 


1/2 
式 中 | fl: = (到 |。 | f(x) az) .AlCfsx) = FGz hh) om flr),AFCf,r) = 


Al CA (Ff,7x)). CTaikov,L. V. [405],1992,52(4) :106 ~ 111) 


(12)” 设 区 间 DC Ri,D 的 长 为 a;y 记 |‖ f* | = sup{| f* (x) |:x € D}, 则 
| 8 a pe 
| 7 = < (a) 17- 十 却 | jj2 1 =， (3. 18) 


特别 , 当 二 2,D 二 上 [ 全, 分 ] 时 ， 


7 2 4z2 十 a? a 
fw Sil ta) leD. (3.19) 


提示 :对 大 4 ) 一 rz) 与 广 一 分 ) 一 7z) 作 Taylor 级 数 展 开 . ([74]Vol. 1. 210) 
车 jp(E) 之 a >> 0, 则 
lz 过 二 ll |,. (C129]499) 
Va 


(13)” 设 区 间 DC[ 一 1,11,D 的 长 为 a, 记 
| Fe Hb = min(| Fr |:z € D)}. 


ky 
1ye oe lm 二 In)， (3. 20) 
对 用 归纳 法 ,可 推出 
17e < (EE), (3.21) 


式 中 pp 一 六 &(R 十 1).([74]Vol 1. 202) 
(14) 设 ae>>0,F EACl0al2 Er 大 [oa, 则 
[7 SGA ,k= 1,2,3, (3. 22) 
式 中 当下 01 守 480Q7 十 12V2) 时 ,ci 一 22 X33,cs = 10X3-Y,cs 一 220 
X 3, (Zvyagintsev, A. 1. ,Latv. Mat. Ezhegodnik ,1988,32:187 ~ 189 ,244) 
(15) 设 f"?€ ACl0,a],f* EL”[0,aj,n 宇 2,0 过 二 nn, 则 
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If® 二 Anal。 十 Ba 1-， (3. 23) 
特别 当 @ 人 太吉 7 站 关羽 时 让 7e 下。 二 Ce 人 寺 F” 站 过 (” 24) 
式 中 所 有 常数 Ap ,Bi ,C4 ,Bs 的 最 佳 值 均 已 求 出 . 
(Latv. Mat. Ezhegodnik,1988,32:183 ~ 186 ,244) 
(16) 设 了 与 直至 fj" E AC[a,51, 则 
| As CO FL 1 和 上 二 2 一 1， C3. 25) 


2 A (有 1 1 
式 中 M max(5—a'( fr) |) Ck) SC THD UT + oar 


TT, (xX) 二 cos(marccosx) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 . 当 工 远离 a 与 5 时 ,不 等 式 仍 可 改 
进 . (1L82]238 一 241) 
(17) 设 f 在 [a,5] 上 4 阶 可 导 ,0 二 二 nn, 则 


| Fe | he 站 AF Me ， (3. 26) 


式 中 M = max{ |‖ Fn | fl}. 车 [4,6j] 换 成 (0,oo0) 或 R, 则 M = 


| a Ga 六 
| Fo 1 (322]1939,71:318 一 358 或 [21]7) 
(18) 1990 年 ,Brown,. R.C. 和 Hinton,D. B. 研究 了 形 如 


(| | zf (Cx) az) “ <C (| | zf Ca) lvdz] (人 | mreo cz) dz) “ (3. 27) 


成 立 的 充分 条 件 , 其 中 1 过 p,qyr 帮 00,0 之 kn 一 1,f" 绝对 连续 . ([21151 一 52) 
(19) 1998 年 ,Tlyin,A.A. 还 得 出 fF 和 Cm) 二 中 CC， 
m) 的 最 佳 值 . 


式 中 一 Si， 一 去 < 一 大 一 mm 一 二 (F317](2) ,1998,58(1) :84 ~ 96) 


[21] 整个 第 一 章 详细 总 结 了 从 1913 年 到 1990 年 对 L-K 不 等 式 研 究 的 历史 ,各 种 改 
进 和 推广 , 列 出 参考 文献 达 217 篇 , 但 这 217 篇 文献 远 非 完 整 . 例如 上 面 一 些 结果 和 
[61J[68],[82] 等 ,就 不 在 这 些 文献 中 ,特别 是 没有 收录 我 国学 者 的 工作 . 孙 永 生 的 专著 
L68] 上 册 用 了 一 章 ( 第 六 章 )120 页 的 篇 幅 讨 论 了 到 20 世纪 80 年 代 初 期 为 止 对 L-K 不 等 
式 的 种 种 改进 和 推广 ,以 及 在 函数 逼近 论 中 的 广泛 而 深刻 的 应 用 ,收集 了 我 国学 者 ,包括 
孙 永 生 、 黄 达 人 、 王 建 忠 等 的 重要 贡献 . 

1990 年 后 ,这 方面 的 研究 仍 在 不 断 深化 , 继 Stein,E. M. 将 L-K 不 等 式 推广 到 L? 空间 
后 ,1996 年 ,Ha Huy Bang 又 将 其 推广 到 Orlicz 空间 . 〈[301]1996 ,203(3):861 ~ 
867)2000 年 ,Bang Ha Huy,Babenko 等 又 将 其 推广 到 其 他 的 抽象 空间 .〈([35912000， 
61(1):153 ~ 159 和 Dokl. Akad. Nauk 1997 ,356(4) :439 ~ 441)2000 年 ,Ditzian,Z. 概述 
了 L-K 不 等 式 新 的 研究 成 果 和 未 解决 的 问题 ,提出 了 若干 猜想 ,并 证 明了 当 X = Lr*(R')， 
0 二 pp 二 1 时 LK 不 等 式 不 成 立 . (C3037]2000,3(1) :15 ~ 24)[21j 还 收集 了 半 群 和 群 上 算 
子 的 L-K 不 等 式 . 1995 年 ,Rassias,T. M. 推广 了 这 些 结果 . 

设 X 为 复 Banach 空间 ,t- 一 TIGt) (TC) 委 15t 盖 0) 是 和 上 强 连 续 收 缩 半 群 , 它 
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的 无 穷 小 生成 算 子 是 A. 则 Az? 过 人 1 zl A'zl ze D(A’); 


lAzl?<3lzl lAzl, Azl’:<3lzl | A‘zl’*,r€ D(A); 


lArl'< lz Az |All Arl, 


TAsz| ‘192| zl A‘zrl?,r € DCA'). ([30111996,202(1) :280 ~ 301) 

综 上 所 述 ,L-K 不 等 式 的 研究 从 1913 年 Landau 发 表 从 “| f(z) | 委 1, | f(x) | 声 1=> 
| f(x) | 过 2” 算 起 ,已 经 历 了 将 近 一 个 世纪 ,而 且 从 20 世纪 60 年 代 以 来 一 直 是 不 等 式 
的 研究 热点 之 一 , 分析 其 原因 ,我 们 认为 : 

第 一 ,L-K 不 等 式 研 究 的 内 涵 十 分 丰富 . 

孙 永 生 在 [68]497 ~ 498 提出 了 关于 L? 空间 中 的 L-K 不 等 式 的 一 般 形式 : 

给 定 &,n E N;0 委 4 一 2 1 委 四 gr< 委 co 区 间 了 表示 [oa Rr 一 (0,co) 或 R!， 


1” ”在 上 局 部 绝对 连续 ,FE LCD) ,ep 0ww +B 一 1 一 OA 一 二 十 车 ) 
/一 二 十 工 ), 则 
轧 r 
Tf® loach 11 有 (3. 28) 


式 中 常数 C 与 4,k,p,q,7,a,B, 了 有关 ,还 与 区 间 也 有关, 如何 确 定 C 的 最 佳 值 是 一 个 复杂 
的 问题 ,至 今 还 没有 完全 解决 . 将 L*(D) 空间 换 成 其 他 函数 空间 ,相应 的 结果 还 不 多 .将 了 
换 成 不 同 的 算 子 , 算 子 半 群 ,还 有 将 (3.28) 式 右 边 换 成 两 个 范 数 之 和 或 换 成 三 个 或 三 个 
以 上 范 数 的 积 或 和 ,例如 ,1997 年 ,Babenko 等 研究 了 在 有 限 区 间 上 形 如 

1 Fe2 | CF, +o fF" |， 
的 不 等 式 , 其 中 1 过 p,gyr 声 00,0 < 之 kh 过 n. (Ukrain Mat. Zh. 1997,49(5);619 ~ 628) 说 
明 还 有 许多 工作 值得 进一步 去 做 ,研究 范围 是 十 分 广泛 的 . 

第 二 ,L-K 不 等 式 研究 的 深化 ,需要 新 的 数学 工具 . 例如 ,可 微 函 数 类 的 L-K 不 等 式 
的 证 明 , 用 到 著名 的 Kolmogorov 比较 定理 ( 见 下 面 No. 6) ;而 对 常 系数 线性 微分 算 子 的 
LI- 及 不 等 式 的 证 明 用 到 函数 重 排 ;周期 卷 积 类 的 L-K 不 等 式 的 证 明 用 到 卷 积 变换 技巧 ,而 
逼近 论 中 样 条 理论 的 发 展 使 得 人 们 对 L-K 不 等 式 有 了 新 的 认识 ,尤其 是 完全 样 条 为 L-K 
不 等 式 的 研究 提供 了 新 的 工具 . 

第 三 , 随 着 对 最 佳 逼近 极 值 问题 研 究 的 进展 ,逐步 揭示 了 L-K 不 等 式 与 逼近 论 的 极 值 
问题 有 着 深刻 的 联系 ,包括 宽度 问题 ,最 佳 求 积 问题 ,函数 类 的 最 佳 逼近 问题 等 ,这 类 问题 
在 数值 分 析 .应 用 数学 .计算 机 科学 中 都 有 广泛 的 应 用 背景 . 例如 ,L-K 不 等 式 与 最 佳 数 值 
微分 问题 及 上 & 重 微分 (无 界 ) 算 子 D* 的 稳定 计算 有 关 , 它 还 反映 了 可 微 函数 类 的 嵌入 性 
质 . 这 就 说 明 ,L-K 不 等 式 在 21 世纪 仍 是 值得 关注 的 研究 方向 . 

6. Kolmogorov 比较 定理 (1939) : 设 1 盖 0, 令 


加 . 4Nsin(28 十 1)Mz 
po (TX) 一 Sgn(CsinMz ) 元 2 2E 41 ; 
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当 7 一 27a 十 17a 一 0,1,2，……, 时 ， 


= 1 os(2k 二 1)Az 
PrCZ) 二 | ,es (21) dt = -一 1 ) > es 


当 7 一 2m,m 一 1;,2，…, 时 ， 


3 Sin(C2& 十 174Z 


or(z) = | pr Ct dt 一 i 


于 是 当 r 之 1 时 ,p(x) 是 go(z) 的 -次 积分 ， 其 周期 为 2 下 ,周期 平均 值 为 零 . 


设 f 的 r 一 1 阶 导 数 在 R! 局 部 绝 对 壬 续 ( 即 在 每 个 有 限 区 间 上 绝对 连续 ), 且 
fi 声 1, 车 34 沁 0, 使 得 
(1) fli. | pl, 
(2) ”存在 两 点 zi ,x € Ri ,使 得 f(x1) 二 tr (zi)， 
则 | f(x) [| gy (ze) |. (3. 29) 
([61]100 ~ 104) 
推论 ” 设 f"? 在 Ri 上 局 部 绝对 连续 , 且 | yo | 过 1, 车 34 汪 >0, 使 得 | 入 | 


< 魏 I Pr | .， 则 
1 Fg k= 1 (3. 30) 
(2)”R! 上 的 连续 模 满 足 :w(f,t) 才 w gy,1) ,0 过 1 过 0; (3. 31) 


(3) ” 若 习 xo, ,使 得 f(zo) 一 Grr Cy0) ,La,b] 是 包含 y 的 区 间 sr 在 La,5] 上 单调 . 
车 gx, (2) 在 La,5] 上 递增 , 则 
fxoi rx) tr 十 Z)0 委 并 委 0 一 2o， (3. 32) 
jzo 一 Z) p(y X00RZTEY— a. (3. 33) 
若 gx,, (72) 在 [a,6] 上 递减 , 则 (3. 32) 与 (3.33) 式 中 的 不 等 号 均 反 向 . 特别 地 , 若 
(xzo) = p(yo) 一 0, 则 


| 7Gzo 十 Z) li pz 1， |zl 委 区 (3. 34) 


Kolmogorov 比较 定理 是 证 明 当 X = L~(R!) 时 的 L-K 不 等 式 (3.5) 的 基本 工具 , 它 在 逼 
近 论 极 值 问题 中 也 有 许多 应 用 . 

Lz CR!) 中 的 Kolmogorov 比较 定理 : 设 f"? 在 R! 上 局 部 绝对 连续 ,ff 声 1， 
且 


如 
[F< lol， max|| Apdl 和 21poeo le, 


则 Nfl | py,lap< (3. 35) 
《证 明 见 L614105 ~ 108, 比 较 定理 推广 到 线性 微分 算 子 , 见 [681] 上 册 439 ~ 453》 
7. 设 f,g € AC[a,b1,g 在 La,6] 上 还 严格 递增 旦 为 四 函数 ,车 f (4a) = g(a) ,f(b) 
> g(b) ,或 f(b) 一 ge) 二 g(a), 则 3x,y € (a,5), 使 得 f(x) = g(y), 且 
f'(z)>g- (y). (3. 36) 
式 中 g'- (y) 是 g 在 y 点 的 左 导 数 . 
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(证 明 见 [61]98 ~ 99 ,这 是 证 明 No. 6 比较 定理 的 引 理 ) 
8. 设 f 在 R! TY 0 二 pp 过 1, 则 


La 1 (1+ 5) [Fa] sup(L A ED > 0), (3.37) 


式 中 了’(z 土 有 ) 在 f(z) 之 0 时 取 “4” 号 ,在 f(x) 之 0 时 取 “ 一 号 ,常数 (1 十 下 是 


最 佳 的 . ([392]1989,112A:331 ~ 341) 
9 Wirtinger 不 等 式 : 设 Fr E ACla, 丰 ,FE Li[a,b],f 在 a 点 有 & 重 零点 ,在 
b 点 有 7 一 & 重 零点 ,0 过 kn,1 志 p,qg 声 00, 则 


TF, Cap 一 ar ff" | ， (3. 38) 
式 中 
Cnz,R) 力 ,co) 一 (如 二 pm 一 站, pm, 
加 一 
Cnk,oo,00) = A 


Cln,k,1,co) 过 Cln,k,p,q) Ee Cln,k,co,1); C(2,1,2,2,) 一 工 . 
n 


但 在 一 般 情形 下 ,如 何 求 出 C(n,k,p,q) 的 最 佳 值 却 是 一 个 十 分 庞大 的 研究 课题 . [21j 第 
二 章 66 一 113 专门 介绍 了 相关 的 不 等 式 , 并 引用 了 218 篇 论文 ,下 面 几 个 不 等 式 和 下 一 章 
的 某 些 积分 不 等 式 实际 上 仍然 涉及 这 一 研究 课题 ,例如 ,Traple,J. 给 出 Wirtinger 不 等 式 
的 加 权 形 式 : 设 f,g € AC[0,al1,f(0) = f(a) 一 0,g(0) = g(a) 二 0,w 在 [0,a] 上 非 负 


连续 , 则 | | js lo< 鱼 (|) te 1 
当 /= 二 gg 二 0 或 w(x) = 0a.e. 于 [0,c] 时 等 号 成 立 . ([21]95) 
GD 设 f'€ ro,2r],| f=0; 则 fl < 
仅 当 f(x) 二 cicosz 十 czsinz 时 等 号 成 立 .([11207 ,定理 258) 
对 于 非 周期 情形 , 设 /€ L?[as5],f(a) = fb) 一 0; 则 上 fs < 人 2 有: 


(2) 车 f/f”E€L[ayb],f(a) = f(6) = o,| 7 二 0, 则 


I < (待人 11 


若 EAC (a), 的 Fourier 级 数 在 (4,5) 上 一 致 收 合 ,f(a) = 了 (86) ,| 7 二 0, 则 上 


式 可 改进 为 
b—a 


1 fi < < (zx ) | .Fa 〈[21]68) 


(3)” 设 导数 了 在 (a,6) 上 有 界 , Fa) = f(5) 一 0. 将 Cap) 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 
可 测 子 集 A,B, 则 
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for 


[11< ER Yt (E+), 1 "1. C21168 ~ 69) 


(4) ”Northeott 不 等 式 : 设 Fe € AcL0,2r], | 7/ 一 0, 则 1 。 所 AK, | f® ~»， 


bd 国清 mt(RT1) 
式 中 K, = 》) 让 > 1 去 为 Favard 常数 . ([317]1939 ,14:198 ~ 202) 
mm 


说 一 人 


(3) 设 f€ LY"[ 一 zs, fn) = 帮 一 站 中 7 一 9, 则 


1 1/2n . x / 
| | > 委 (元 = (nsin 27) | f° 12. 


等 号 成 立 的 情形 见 Trans. Roy, Soc. Canada Sect. 加 , 1959,53(3) :21 一 30. 
(6) 设 fE€ AC[0,x/2),f(0) = 二 0,p 盖 1, 则 
Is (7 (fsin) 7, 
等 号 成 立 和 更 一 般 的 情形 见 Beesack[ 31311961,11;39 一 61. 
(7) Schmidt 不 等 式 : 设 0 二 po,，1 坟 ga 和 vob, fACLa,b], 
f’ ELrabjlr=1lt+ /po (0/9 f(r) = 0, 则 


A SW -dP Cp Da fs, 


. da 6—a 
式 中 W(i,z) € [1/2,1] 定义 为 
( 沁 十 | 二 一 zx DY —1<:<o0, 

Wit,z)= J 2? 2 
(xl 十 (1 — zx) 1], 0 一 上 一 co， 


A(p,g) = (3 二) Wu, 起 中 4 二 十 症 ， 


BCpg) = PC 十 二 十 了 二)[CPGL 十 二)FPGL 芋 了) 二 十 二 一 1 
p gq p q g 2 


(Waldron,Shayne, East J. Approx. 1997,3(2);117 ~ 135) 
(8) W-B 不 等 式 (Wirtinger-Beesack 不 等 式 ): 设 FE AC[a,61,wi ,wz 为 非 负 可 积 权 
函数 , 则 
| fz SS fF" 2,. 
(Demonstr. Math. 1999 ,32(3) :495 ~ 502) 


(9) 设 Ac cro,2r],|"/ = 0, 则 


| Fl 入 wx] 
(Alzer, H. ,Math. Pannonica,1999,3(1):83 ~ 89) 
(10) 加 权 Wirtinger 不 等 式 : 设 f,f,g 都 在 L0,aj] 上 绝对 连续 ,z 是 [0,a] 上 正 的 
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可 积 权 函 数 ,a,8 宇 1, 则 
wfg li Ca/8) wl lf i+ ge’ |; 
| wf “ge 1 ar 2 BD wl Cf lt | g’ | 线 ); 
| we 二 (Ce 二 
wfg i+ wf gl Wa/D wl hf’ i+ le’ |; 
wf a wi 部. 
([301]1986,117,(2) :318 ~ 325,[33011986,17(1) :69 ~ 73) 
(11) “Poincare 不 等 式 :[4]8 2. 23. 1 对 于 Wirtinger 不 等 式 的 历史 发 展 和 各 种 推广 
作 了 详细 的 讨论 ,其 中 高 维 Wirtinger 不 等 式 又 称 为 球面 上 的 Poincare 不 等 式 . 
10. Hardy 不 等 式 : 设 二 1,g 放 0,wo ;ywi 是 (0,1) 上 a.e. 为 正 的 可 测 函 数 ,Kufner 
Alois 研究 了 下 述 高 阶 Hardy 不 等 式 : 


Tf, Se f® | , 


式 中 了 |], 一 (| | Fe (zx) les(z)dz) ", 


Fo 表示 f,c 为 正常 数 , (Bayreuther Math. Schr,1993 ,44:105 ~ 146) 
1986 年 ,Mingarelli, A. B. 对 于 R! 上 权 函 数 w(x) 二 exp(az:) (a >> 0) ,证 明 
fz C20 fF’ 2,0. 
(Bull,Inst. Math. Acad, Sinica,1986,14(3) :287 一 288) 
我 们 在 第 13 章 No. 3 再 详细 讨论 Hardy 不 等 式 . 
11. Levin 不 等 式 : 设 FE C[a,b], 且 满足 f(x1) 二 了 (zs) = 二 ?了 (xi) 二 0， 
Vr: E Labj, 则 


fli, CB a ff" |) (3. 39) 
_ 27 (2™ 一 1)B， 也 
式 中 Cem (2n)1 Con 一 C2n) 1 


B, ,EE, 分 别 为 Bernoulli 数 和 Euler 数 . (Soviet Math. 1961,2;523 ~ 524) 
12. 设 fE€ECLa,b],f 在 La,bj] 内 有 7 个 零点 (包括 在 a 和 5 的 零点 ), 则 


n—l _. n 
IF < ED oe | Fe |。 C3. 40) 
nin 


kCb—a)" | 1 
n(n—k)! 


| re 下, 去 ‘1 过 knl. (3.41) 


CC21]80) 特别 ,1 < 时 77 < 

13， Sobolev 不 等 式 : 

Sobolev 不 等 式 的 原始 框架 是 指 用 函数 的 高 阶 导 数 去 估计 低 阶 导数 ,这 种 估计 至 今 已 
发 展 成 为 偏 微分 方程 解 的 存在 性 和 正则 性 理论 . 变 分 学 、 几 何 测度 论 及 分 析 数 学 的 众多 分 
支 中 的 标准 工具 ,并 在 此 基础 上 ,又 发 展 了 许多 新 的 理论 . 

(1) 最 基本 的 Sobolev 不 等 式 是 /的 梯度 了 了 的 L*CR") 范 数 和 了 的 L"CR") 范 数 
之 间 的 联系 ， 
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中 当 n 之 3 时 ， 上 Yfl;, 宇 Cp;,n) 用 fl,, 式 中 


1<p<n, a = zs CC = Vs | 3 |*, | Sm |= 2 


是 R" 中 单位 球面 S"! 的 面积 . 


| | VY f(z) jaz > Cep,m| .dl fz) [1 dz 
当 p 关 2 时 ,CCp,n) 的 最 佳 值 见 Ann,Math. Pura Appl. 110(1976) :353 ~ 372. 
@ 当 n 之 2 时 , (f,1p1 让 之 C1 15, 式 中 g 一 一 上 ,1p| 是 相对 论 动能 .第 


13 章 No. 26) 
nl ei 
Cc, 5 | S" |*. 


仅 当 f(x) = Cc 十 | x 一 a 12)- 呈 (Cs 盖 0,a € R") 时 等 号 成 立 . 
@ 当 n= 二 2 时 , Vfl 十 fii 宇 CGC2,g) fil?,2 志 4 过 %%, 式 中 ， 


CC2,g) > [ee 一 1 于 ( 宇 ] 
我 们 问 :C(2,a) 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
@ 当 n=1 时 , | fF 11+ | fli 守 21 fl;. . 
© 当 n 二 1 时 ， (Cf, | plA)+ | fi > C(l,g) | fi, 2 委 94 忆 co， 式 中 ， 


CO,g) > [a 1 "J. 

我 们 问 :C(1,g) 的 最 佳 值 是 多 少 ? 

以 上 不 等 式 的 要 点 在 于 它们 都 体现 了 不 确定 性 原理 , 即 它们 以 函数 的 “外 展 ” 给 出 了 
函数 平均 梯度 的 下 界 ,这些 原理 还 可 推广 到 高 阶 导数 , 即 推广 到 Sobolev 空间 W”™?*(R")， 
还 可 将 其 中 的 R" 换 成 R" 中 的 更 一 般 的 区 域 人 2( 开 集 ): 

WO) 二 (ff:Q 一 C,f 及 其 直到 m 阶 导数 均 属于 L*(0)}). 
这 时 ,要 求 对 区 域 2 加 以 限制 : 即 2 具 有 关于 张 角 0 和 半径 > 的 锥 性 质 , 即 锥 {x € R":z 关 
0,z, 之 | | cosg) 与 球 B(0,r) 的 交集 . 
设 1 过 pg m 守 1, hm, fE W"*(0). 


© 车 kp < 7， 三 ' 则 
| f | wear SC f | we cn ， 


四 若 达 一 六 则 

| we SC fl ws, PEYI<%. 
加 若 妃 二 nn, 则 
{sup | Drf Cx) 1 Cf wm. 


oi I 
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式 中 常数 C 二 Clm,k,q,p,90,7) 与 Q,f 无 关 . (L167] 第 八 章 ) 
(2) Nash 不 等 式 : 设 JE CR") 由 了 (CR"), 则 


1 和 


1 Cw vr, 
式 中 


一 1 十 于 n 1 1 n 一 1 一 二 一 又 于 人 一 2 
[CCn) Y=2n (1+ 台 ) RISE， A min| Tr | a?, 


而 a 是 u(r) 一 cr TJs (or) 的 导数 ww (1) = 二 0 的 最 小 非 零 数 . (证 明 见 [167]:198 一 199) 
(3) ”对 数 型 Sobolev 不 等 式 : 设 JE HGCR")，a>>0, 则 
a” 2 > 2 | f(x) | 
| vf Pdz> |, An be (fo 
《证 明 见 [167];201 ~ 202) 
(4) CKN(Caffarelli-Kohn-Ninenberg) 不 等 式 : 


由 (oH) >ceo Te 


| 并 |2 


jdz 十 (1 十 logo) | 


当 4a = 1, 5 二 0 得 到 Hardy 不 等 式 . 另 见 ([330]40(2009),401 ~ 403) 
(5) ”加 权 Sobolev 插值 不 等 式 : 
1 工 


vfs CH FI AAA 


Li ,vw 为 双 售 权 . ([307]1090 


mh ph 


式 中 0 志 kj, psrig € [1,00), h>1, 寺 < 


~ 26014) 
(6) 设 BCR,g!= 二 jp ' 一 n1, 则 


(J, 171) <c( 


(7) 设 p< 0 =p ) 1I 委 > 过 ca, 则 


5 n 
(|， [7 1") 三 和 (|， If | +c(|, 2 az az 
Sobolev 在 Bull. Acad. Sci. URSS4(1940) ,4~ 16 中 仅 证 明 (6)(7) 中 存在 常数 C,C， 
C:，, 我 们 问 :C,C ,Cs 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
(8) ” 设 feEACc[0,al],f(0)= Fo) =0,1 和 gg 二 ceo,1<p<co,l/tp 二 1/N ==1, 则 


3 


9 


gf 


Pp 
dz| 9 | a | 一 5. 


g(1 二 好)Y? 


| fl a 4 1 lf i;, (3. 42) 
2(1 十 包 )14B( 一 ,十 ) 
p Q& 户 


式 中 Bla,B) 为 Beta 函数 ,t 二 (1/gq) 十 (1/z). 
(9) ” 设 f 在 R* 上 具有 紧 支 集 且 充分 光滑 ,1 二 p 过 nn, 则 
fl Cn,p) | vf), (3. 43) 
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n 


式 中 | 了 了 f 1 是 的 梯度 噬 f 的 长 度 : | Vf1= ( 2; 


一 1 


3 三 


2 二 np 
) * “ap 
Gk 


np 


lin 


rl 十 字 )TGm) 


_ 1 一 1 
Ct) ri (np TCTO tao) 


nn 


仅 当 f(z) = (a 十 b1z 1 站) 了 ,a,b 之 0 时 等 号 成 立 , 其 中 ijx|= (2 了) |x.1’) ,(8)、 
k=1 
(9) 中 的 常数 都 是 最 佳 的 . 
(Talenti,G.. Istit. Mat. Univ, Firenze,1974 ~ 75,22.;1 ~ 32) 


14. (1) 反 向 Poincare 不 等 式 : 设 f 在 [0,aj] 上 非 负 递增 且 有 一 阶 连 续 导 数 ,p 二 2， 
m 之 1, 则 


el < 2 B( 志 2 (| fre dr), 


式 中 BG ,，) 为 Beta 畏 数 . (Benguria,R.D. 等 [302 ]2000,5(1):91 ~ 96) 
(2) 设 广 在 [0,ce) 上 连续 ,a 之 0, 则 


Jet WFParg) Sa EOPed) (| EHO DY HEF) Id): 


设 式 中 的 积分 均 收 敛 . (Pachpatte,B. G. ,Stud,Univ. Babes-Bolyai, Math. 1993 ,38(4) :25 一 
29) 


(3) 设 太 e Ca 中,Fa) = f(D),p>1 且 是 奇 整数 之 商 ,车 广汉 0,| 六 二 0, 则 
[> ep G3. 44) 


式 中 ce(1) = 1,c(p) = (p—1)Y rp) ,pw 1. (Feinberg,]. M. ,[385]1979,10:1258 
sin(x/p) 


~ 1271) 
15. 设 f€AC[0,2x],f' € 1(0,2x),f(0) = f(27), 
四 2x 
| flx)coskr dz =| flx)sinkrdzr 一 0 一 0, 1 一 1], 则 
0 0 
EF :nf (3. 45) 
仅 当 f(x) 二 Cicosnz 十 Cosinnz ,Xx EE [0,2x|] 时 等 号 成 立 . 
(Everitt, W. N. ,Lecture Notes Math ,1976,564:93 ~ 105) 
16. 设 fE€EC[a,bj,fla) = Fo) = 0, 则 


2 一 工 1—(1/p) 
Fl 过 总 2 人 ( 孝 ) 


4 2p—1 | .AP p>1. (3. 46) 


1- C1/p) 


2p—1 
(Lupas, A. ,[331]1980,678 ~ 715:24 ~ 28 或 [21]247 ~ 257) 
17.。 设 FE CC 一 coce) 风 >0, 则 


这 相当 于 No. 9. (3. 38) 中 ,CC2,1,c0,p) 一 去 p—l ) 
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EA 


万 
(Muldowney,]J. S. ,Proc. roy,Irish Acad. ,Sect. A 1976,76:85 ~ 100) 
18. Aumann 不 等 式 : 设 Ae C[a,b],f(a) = 0.f(5) 之 0,1 fl. > 守 > 0, 则 


EF’ CF [Fo ,Hf 
| 7Cz gi 2 | 


若 f 为 复 函 数 , 则 上 式 中 | Al。 换 成 Imf 上.. (L354]1933,37;578 一 581) 
19. Borel 不等式: 设 f€ Cc”[0,1],f(1)==1,f*%(0)=0,1 kn 一 1, 上 了 ?1 
二 sup{| f(r) | :zx € [0,1]}, 则 存在 与 f,n 无关 的 常数 MM ,使 得 


|< max| | fl, 


D1 <M. 
k=1 
b 


20， Turan 不 等 式 : 设 一 过 a 二 5 之 吕 ,w 是 (a,b6) 上 正 的 可 积 画 数 ,| t"w(z)dz 


a 


oo,CYn 宕 0). | ffl:, = (| | fC2) wd) ,PaCz) 为 n 阶 复 系数 多 项 式 , 令 


、 | PS® || ， 
(Rk) ~“.P , 风 
Co 一 sup 人 -TBETE :PP | 虽 
1 7 一 是 nj 2 nk . n—j—1 2 
(1) ”一 一 一 (CH Cj 十 1) ; 
rp k | 《 ) 2 | k—1 


1 . . 人 7 . CH 1 
-一 -一 一 一 所 二 OO. 
ElvV2k 二 1 "~ 7 "eo 于 (R 一 1)1V2RC2R 一 1) 

(Monatsh Math. 1990,109(2) :113 ~ 122) 

21. 设 f 在 [a,6] 上 存在 n 十 1 阶 导 数 ,f(a) 二 0,0 太志 nn,f(6b) 一 0， 则 
3c E€ (a,b), 使 得 


(2) 


fi? (0) 2 fC). 
提示 :用 反 证 法 ,着 YzE (4a)). 了 "(zx) 之 A(x). 用 数学 归纳 法 可 证 


M(xz a)*"tD 
f(7) < “RT 51 


22. ”Picone 不 等 式 : 设 f 是 以 2 本 为 周期 的 函数 ,而 且 有 mw 十 nn 十 1 阶 连续 导数 ,出 


T、™ 
Cn) 二 (mintl) 
1 <2T(E) Ln. 


(Boll. Un. Mat. Ital,1927,6;,25] ~ 253) 
23. Boas 不 等 式 : 设 f(z) 之 c 盖 0,x € [a,6], 则 


171- 之 新 (4) 


a rb. (305]1989,96(8):740) 


nl 
([305j1971,78:1085 ~ 1093) 
24. 设 f 在 [0,1| 上 有 二 阶 导 数 且 f(0) = f(1) 二 0, 若 max{f(zx):z € [0,1]} = 2， 
则 min({ff(x):x € [0;,1]) 过 一 16, 若 min(f 了 (zx) :x € [0,1]) = 一 1, 则 存在 &:0 二 8 过 1， 
使 得 f (8&) 委 178. 
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25. [MCU] 设 /在 区 间 [0,1] 上 二 次 可 微 , 且 f(0) = f(1) 一 0, 以 及 
min{ rz):0 委 过 委 1) 一 一 1， 


则 max{ F7(z):0 委 z 委 1)8 和 min(P(z):0 委 工 迄 1) 返 读 : 


证 用 Taylor 公式 : 设 zo 为 f 的 极 小 值 点 ， 且 0< 二 zo 过 1， 则 f (zo) 一 0， 
fxo) 一 一 1]， 于 是 


f(x) 一 一 1 十 于/ "(和 (zx 一 xo) 
分 别 令 z 二 0,z = 1, 相 应 的 1”(&) 分 别 f”(&),f“(&), 则 
n 2 7 一 2 
j(6) = 1 = 


所 以 , 当 zo 二 1/2 时 ,f”(&) 之 8, 而 当 zo 之 1/2 时 ,f/f (&) 之 8, 从 而 不 等 式 得 证 . 

26. ” 设 在 区 间 [0,aj] 上 , | f“ (zx) | 委 M, 且 了 在 开 区 间 (0,a) 内 取得 最 大 值 , 则 

| Fo) | 十 | 7 Ca) [< Ma. 
证 设 f 在 x。E€ (0,a) 取得 最 大 值 , 则 f(zo) 二 0, 对 于 了 用 微分 中 值 定理 ,得 
| 三 (0) | 王 | 0 一 广 (6)zo | 委 Mzo; 
| Fo) | 王 |10 十 Fe)(e 一 zo) | Ma ro). 

两 式 相 加 即 可 得 证 . 

27. 设 G= (zo 一 6,zo 十 6),/ 在 G 上 的 四 阶 导数 有 界 : 

| fF?(Cz) | 过 M, 则 Yx EG 一 {xo}, 有 
fx) 一 27Czo) + fx 


(x — xo)’ 


.| f "Cz0) ) | M/W Cx — ro)!, 


式 中 zi 与 x 关于 点 x。 对称. 

28. 数值 微分 不 等 式 : 设 f(x) 是 [0,1] 上 光滑 函数 ,T= {0 二 zo < 之 Xi 之 zo 所 入 
<< 7 一 1) ,对 于 给 定 的 插值 Ve 和 6 > 0 ,满足 | fz) Yk | 委 6, f(zo = yo ,f(xa) 一 
了 (1) 二 y,. 车 光滑 函数 g 满足 g(0) = f(0),g(1) 二 了 (1), 且 


如一 工 
则 取 极 小 化 元 g. 的 导数 g .作为 7 (z) 的 逼近 . 若 f”E€ LC0,1), 则 
|g 一 大 1 委 V8( 人 As 十 SA | ). 
式 中 下 一 了 一 zl 8 实际 上 是 在 个 上 的 三 次 自然 样 条 . ([305]2001,108(6) :512 一 521) 
29.” 设 导数 /严格 递增 , 则 
fx) < FFGz 二 1) 一 rz) < Cz 十 1)， 
提示 :利用 微分 中 值 定理 :f(x 十 1) 一 f(z) = FFCz 二 9,0<0 王 1. 
30.” 设 三 阶 导 数 Fe 在 (a,8) 内 严格 递增 ,a 十 1 二 5 一 1, 则 
f(x) Afr) f+) —2fx), rE (at+1,60—1). 
特别 , 当 f(x) == xlnx.xz 计 1 时 ,C(x 一 Dln(z—1)++ (zr 二 Dln(zr+1)— 2zrlnr > 1/z. 
31.” 设 非 线性 函数 f 在 闭 区 间 [La,65bj」 内 可 导 , 则 3& € (a,5b) ,使 得 


n—l 
( 1 Dg))) < 
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| fC8 |> 因 所 二 fl) 


若 加 条 件 fo) =0; 则 17 68 1> zz| 
设 f(x) 关 0, ff 在 [a,5] 可 和 fla) = f(6) 二 0, 则 存在 € [a,5bj], 使 得 
| f “Ce) > |. | fl. 
32.。 [MCU]. 设 在 闭 区 间 [a,6] 上 二 次 可 导 , 且 f(a) = 二 了 '(2) 二 0,; 则 3&€ (a， 
pb) ,使 得 
4 
| f£ (6) [> 二 | Fo) — fla) |. 


提示 :利用 微分 中 值 定理 ,或 Taylor 公式 . 
33， 设 fE CLa, 妇 ,有 有 导数 /+ 在 半 开 区 间 [La,5b) 上 存在 , 则 当 f(6) f(a) 时 ,9€ 
€ La,6) ,使 得 


PA 六 人 一 fa) 


— a) 
当 f(b) 二 f(a) 时 ,不 等 号 反 向 . 
提示 :考虑 辅助 函数 


pz) = f(z) 一 Fa) 一 fz a). 
34. ， 设 f 在 [0,11 上 二 阶 连续 可 微 , 则 
GD A 9 1 idz+| |") | dr; 
(2) 设 0 过 a 二 1/3，2/3 二 5 二 1, 则 | 
F310 -f+ fn | dz. 
35. 车 f€ GC[0,co), 则 
Ff Hf Ndr >v21 7/0) |， 


式 中 V2 是 最 佳 常数 . (L21]5447) 
36， 设 feCla,bj,f € Cla,b), 则 


D 7 < 171+ 雪 1 


1 6 ) 

CT 和 天 -| ft) 17 1. (021565) 

37. 设 f  € C00,1j,f(0) = f(1) = 一 0, 则 
Ft. 


式 中 方 tb 是 最 佳 常数 . ([211547 ~ 548) 
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38.” 设 f,g 是 [1,oo) 上 正 的 递增 函数 ,使 得 


f(x) ~ g (x) 
fer) glx)? 


则 


fx) g(r) f(D) ED 
f(z) ” g(x) f0) gC) 


《证 明 见 [21]551) 
39. 设 pq E Co,co), 使 得 p(x) > 0, (p(x)g(z))” = 0.f,g 是 微分 方程 
(p(x)y')' 十 glzx)y 二 0 的 线性 无 关 实 解 ,车 x+ > zi 之 0,f(z1) = 了 f(z) 二 0. 则 
| g(x1) || g(x2) |> 0. 
《证 明 见 [21]554 一 555) 
40、 设 fEAC[0,2r1,f EL?[0,2x1,1 二 pp 志 2. 若 3n 之 1, 使 f 的 Fourier 系 
数 头 2 一 1 项 为 零 , 即 wa == 0,0 志和 n 一 1,64 一 0,1 人 kn 一 1,1/p 十 1/4 二 1, 则 


gq Ve 17 7/ 
| f(x) | 去 (7 ) “nef | ,. 
(Luxemburg, W. A.]. ,Nieuw Arch. Wisk. ,1973,21(3) ;108 ~ 109)Jagers, A. A. 改进 为 


| f(z) [< i Fi | f° Ns. (C211540) 


41， 设 了 在 [a,5] 上 二 阶 可 导 ,f (zx) 天 0 大 2 pS £2 》 在 [a,6] 上 递 碱 , 则 


| fC — ff) Iamb| [Ef CF C0], (L211536) 
42. 设 feE Acfo,2r,f  € 1L(0,2x), 则 
1 Fx)? — fyy: <2r(| 7° )( Cf) 


(Warschawski,S. E.[393 |1945,3;12 ~ 28) 


0.1 


车 ff €L[0.2x],g>>1,3y €10,2x],f(y) = 地 二 1,4 > 1, 则 


EA MA 
特别 若 。 二 2p 二 9 二 2, 则 


EF Vor) fl: f°;. (L211537 ~ 538) 
43. 设 上 在 [0,ce) 上 非 负 递减 旦 局 部 绝对 连续 , 若 户 0, 15| 志 a,x 之 a 十 6b, 则 
4 十 6 十 zz 1/p 
f(T < (到 二 DG 直方) 
(更 一 般 的 上 界 见 [33111996,7:55 一 67) 
zh 

44。 设 MCfsz) = sup 吉 | 1 fC) 1 dy, 则 

1>0 fr- 

| fF’ Cx) 1? < 8MCfF,r I MF ,x). 
(Mazya, Vladimir 等 ,Math. Bohem 1999,124(2 一 3):131 ~ 148) 
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45. 设 ff? € L2(R'),l < n,h 0,A(f,7) 一 f(z 十 如) 一 f(z 一 所)， 


则 
1 一 AD 1 十 全 | Fo 2 
(Taikov,L.V. ,L405 |,1991,50C4):114 ~ 122) 
46. ”Taylor 公式 余 项 估计 : 
(1) 设 f°™ E ACLa,b],zx € La,bl]. 
f° 2 (za f(z) f(a) 
f(z) 3 za +t 二 -GCf;a,z), 则 
1 (TC— a)"™t! Cntl) i n+) 
| Ga z) | 志 fa [sup,f (£) nf ff (2) 1]. 
(Dragomir,S. S. ,L303 ]1999,2(2) :183 ~ 193) 
(2) Taylor 公式 余 项 的 积分 形式 ， 
R (iayz) 一 言 | (x 一 "fn CDqz, 则 
[ze pw, p= € Vfad), 
。 | 并 一 人 | ntl) co 1 1 一 nt1) p 
Ra < Lea | | ，， l] 二 pp 二 "bia 1,f € Lr[a,b], 
ntl 
(Ef € Lt 


(Anastassiou,G,. A, 等 [L301 ]2001,263(1)). 提示 :用 Holder 不 等 式 ， 
(3) ， 设 R,(z) 是 了 的 Marclaurin 展开 式 的 余 项 :R,(f) = f(z) 一 > Ox. 


车 上 有 对 数 凸 导数 , 则 


R,_i (XR (xX) 全 大 (0) f°" (0) 7 十 1 
[LRCz) 了 “LF? az) 


(Merkle,M.J. 等 .[360]1996 ,66(3) ;194 一 196) 

47. [MCU]. 设 的 三 阶 导 数 f” 在 (一 coco) 上 连续 且 YY € R',f* (zx) > 0， 
k= 二 0,1,2,3, 若 f(x) 才 f(zx), 则 f(x) 之 2f(x),Vr ER!. 

(1999 年 第 60 届 Putnam 数学 竞赛 试题 ) 


证 1 VeE€E Ri, 邻 g(x) = f(x)— f(x) (re) 十 村/"Cz)(z 一 2， 


VYy>>0,g(c++y)> gc y) > #7" (cy) 


由 微分 中 值 定理 , 3& € 《c 一 y,c 十 >) ,使 得 

fCciy)—f’ cm—y) = 2yf (9 C2yf EE) < 2yf let y). 
所 以 flety mf (c+ty yt ft yy >0. 
取 y==1, 即 得 fC(c 十 1) 二 2f(c 十 1). 
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令 工 二 c 十 1,( 因 为 c 是 任 取 的 ) 得 F(z) 一 2FCz). 

证 2 从 je >0 和 /3(x) 二 az) fC7) 过 f° fx) < fx) f(z) 十 
Lf “(zx)J*. 将 它 从 a 到 积分 ,再 令 4a 一 一 oo0, 得 [f(x)]? 2fCz) 了 (zx). 又 由 f(x) 
委 f(z), 得 到 LA z) 了 Fo (Cz) 声 2[f(z)jJ?f'(z). 将 它 从 a 到 xz 积分 ,再 令 a_> oo， 
得 出 

f(z) 委 光 7F(Cz)A “(zx) 两边 乘 上 / “(zx) ,再 次 使 用 积分 并 取 极 限 这 一 技巧 , 即 得 
f(x) CVIf zx) < 2f (2). 

〈L305j2000,107:721 ~ 732. 我 们 问 : 如 何 从 f(x) 过 f(z) 推出 类 似 的 不 等 式 ?) 

48. Chaplygin 不 等 式 : 设 y(z) 是 Canchy 问 题 y = f(xyy) yy(zo) 一 Crzyy)E 
D= (人 :1z 一 mm 二 ay 一 | 二 号 的 解 ,并 设 曙 线 人 一 《全 部 位 于 内 , 且 
通过 点 (zo ,yo), 对 之 zo 满足 不 等 式 g (xz) 一 f(xyg(z)) 过 05h'(z)— f(xsh(z)) > 0, 
则 

BX) yr) hz) ,rx > zo. (3.47) 
若 选取 满足 (3. 47) 的 初始 近似 go (zx) ,ho (zx) ;根据 上 述 不 等 式 可 以 构造 出 一 对 更 好 的 近 
似 g1 (zx) ,hi(z) ,满足 
Bo (XT) < gzZ) YK) hr) < ho lx) 
由 此 可 构造 出 {g,) 与 {4,} ,满足 : 
Br1(T) < ga (TX) yx) h(x) <hr), 


Cc 


2 


h, (7Z) — gr (xX) < 扫 


式 中 常数 c 与 xz,n 无关. 这 是 近似 求解 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 (Cauchy 问题 ) 的 有 效 方 
法 . 

(Collatz,L. ,The numerical treatment of differential equations, Springer, 1966) 

49. 设 f(z) 一 fr SS 

0， 工 一 0,1. 
| Fo (2) | ,0 之 zl. 

式 中 常数 c 与 a,n 有 关 ,n 二 0,1,2,…. (L4]485) 

50. 设 /z) = (1 一 x)™*(1 十 zx) g(x) 一 ZX “e*,a,B 放 0, 则 当 一 1 二 xz 二 1 时 ， 
f(z) 六 0 而 当 z>0 时 ,ge (z) > 0,n = 0,1,2,.… 

(391]1984,44(3 ~ 4) :351 ~ 353) 


51。 设 f(x) = 光一,z 为 实数 ,a 为 复数 ,| a | 关 1, 则 了 在 zx 无穷 次 可 微 , 且 
当 | eal<lNH, | f(r) |<2n!l | ea |™; 

当 |e 和 一 a | 宇 1 时 ， | f® x) | 2" nl. 

(Yabuta, K. , Téhoku Math. J. 1973,25;89 ~ 102) 


52.。 设 z 这 a 时 ,| f?(zx) || gm(z) 1, 且 g(x) 关 0. 基 33m 过 nyy, -co 
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ce) 且 
m /3 一 clim Se 二 cy 存在 , 令 FCz) = [一 x) ,GCf3zo szi ns) = 
Yn neo 


N02 


> 六 到 ,由 当 Vz 之 4 时 ,有 


IG(f;zxo 1 9 s Tm) 一 (61 | 委 |G(g;xo sm1 ，*"* Tm) C2 | . 
([21]540 ~ 541) 
53. 设 了 由 下 式 定义 ， 


rxf (rz) 一 >) xe) > 1, 则 对 n= 二 0,1,2,3,4,( 一 1)"f"(x) 之 0 成立， 


1970 年 出 版 的 [4]:498 指出 n 汪 4 时 ,上 式 不 成 立 , 但 1972 年 Askey 和 Boas 指出 仍 
未 证 明 . 

54. 设 f(z) = Vz 一 1,x 之 1, 则 当 n 为 奇数 时 ,f(x) > 0; 而 当 n 为 偶数 时 ， 
f°? (zx) < 0. 

提示 :f(zx) = g(x) (zx 一 1) “如 ,其 中 ;为 n 一 2 次 多 项 式 , 当 n 为 奇数 时 ,g, 为 
奇 函 数 且 它 的 一 切 系数 都 是 非 负数 ;而 当 =” 为 偶数 时 ,g, 为 偶 函 数 , 且 它 的 一 切 系数 非 正 . 
(L152]55》 


55. jz 一 TI 一 zf (zr) = zf (Xx), 


则 当 0< 过 x 二 1 二 (x) > 0. ([152]57) 
56. 设 f(x) = e”P,(z), 式 中 P,(Cz) 为 n 阶 实 多 项 式 .车 | f(x) [ 才 M,zr€ Ri'， 
则 
(1) | f(x) (+eGz))4elzlMzrERI ' 式 中 lim elz) 一 0. 
(2) | fz) < [I++eco)]X1.0951 Yn M, 式 中 lime(n) 一 0. 
(Milne, W, E. ,L309 ]1931,33:143 ~ 146, [211526) 
57. 设 了 是 二 次 可 微 的 实 值 函数 , 且 满 足 
fz) + fx) =— rg(rz)f (rz), 其 中 g(x) 守 0,YVrxE€R', 
则 [FODF+LA CF LAOVDT + C00). 
这 表示 | f(x) | 有 界 . 
(1997 年 ,第 58 届 Putman 竞赛 .[ 305 11998,105;744 一 755) 
58. Halanay 不 等 式 : 设 >>0,a>0>0, 非 负 实 值 函 数 xz 满足 微分 不 等 式 : 
D+ u(t) <— ault) tbsup(u (lt—r IR, ttt, 
式 中 六 为 右 导 数 算 子 , 则 
| ult) A sup{lulto +O0:—rRO 和 RRO, to, 
式 中 0 二 7w 过 a 满足 超越 方程 y 一 a 十 be” 一 0. 
(Halanay, A. ,Differential Equations, New York, Academic Press,1966) 
59. 杨 港 苍 不 等 式 : 它 是 Dirichlet 问题 : . 
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一 Au = Au, 在 台中 ca 48) 
|， =- 0， 在 39D 上 
的 最 佳 不 等 式 
mm 4 
ntl 一 ah 一 人 十 一 < 妇 0. (3, 49) 
2 H1 |》 41 ( 本 je 


式 中 吕 是 R"* 中 有 界 连 通 域 ,A 是 R" 上 的 Laplace 算 子 ,是 上 述 Dirichlet 问题 的 第 个 
特征 值 . 
2009 年 , 赵 、 吴 将 以 上 结果 推广 到 p 阶 Laplace 算 子 的 Dirichlet 问题 . 


(— A)?u 一 MA， 在 口中 ， 
OU __ Der (3. 50) 
| an arrT 一 0， 在 3D 上. 


设 和 是 (3. 50) 的 第 个 特征 值 
0 过 施加 莹 下 人 和 
为 正 整 数 ,，(3. 50) 中 的 2 是 边界 9D 的 外 法 向 量 , 则 


Dm — 和) hmn 人 tap 3), | Tm | 0 (3. 51) 
Pp 二 1 时,，(3.51) 归结 为 (3.49).p 一 2 时 ,得 到 
A 1 } E Ea. (3. 52) 


([334]52(2009) ,387 ~ 392) 
60. Hardy 不 等 式 : 设 pER',p 关 0, ffE€C(0,00), 则 


上 | f(x) | zdr < cp)) | fF Cx) | zedz. (3. 53) 
0 0 


式 中 p 一 0 时 CCp) -> co, ([27]) 
已 知之 一 0 时 (3.53) 不 成 立 , 我 们 问 :CCp) 的 最 佳 值 是 什么 ? 


61. 设 fxz) = 2 (jarreGL 一 2 起 中 0 雪 必 过 1 0<z 志 1 则 


此 一 0 


LF ODT < YE A C3. 54) 


用 概率 方法 证 明 : 设 是 有 二 项 分 布 的 随机 变量 , 它 的 参数 是 (2,z), 即 
方位 一 大) 一 和 
于 是 ,利用 a(6) 的 数学 期 望 (ae(5). 可 以 记 


fx) = ELa(é)], f (x) 一 


2 0 过 kn, 


El (é— nx)a($)] 
zx(1— zx) 


因为 EF(& 一 nr) 二 0， 所以，Y 实数 1, 下 式 成 立 
E[(E— nr)a(é) | = EL(£— nr)(a(t) — 7], 
取 上 二 f(x) = ELa(8) ,并 用 Cauchy 不 等 式 , 得 到 
{EL(é— nz)a(é)]): < D(C DLa(é)] = nr (1 ~ xz) Dla(é)l. 
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因为 Vk, 0 之 a 和 妇 1,， a(9: 入 a(6， 于 是 
prace] = ELa(®)’]— {ELa(é)])’ < Ela(é)]— {Ela(é)]) 
= f(DL1— fx)1. 
所 以 


2 一 nn nf C(x)L1— flx)] 
[Lf Cx)] Sa dS 


([305]111(5) (2004) ,447. 问题 10985) 
62.。 设 f*?€Clabl, f(a)=0,k 一 0,1,…,n 一 ]， 则 


| Fe 过 每) fF 1 
式 中 0<k<m<n, |f" 1 一 (| Le 1?) 


第 十 三 章 ”积分 不 等 式 


在 前 面 的 十 二 章 中 , 除 第 二 ,三 、 四 章 外 都 涉及 到 许多 积分 不 等 式 ,特别 是 第 一 章 的 
Halder 不 等 式 ,Minkowski 不 等 式 , 各 种 平均 的 积分 不 等 式 , 第 八 章 中 单调 函数 ,BV 及 其 
他 特殊 函数 的 积分 不 等 式 ,第 十 二 章 中 与 微分 有 关 的 积分 不 等 式 等 ,本章 讨论 的 积分 不 等 
式 与 前 面 已 收入 的 不 等 式 不 重复 . 

1. Opial- 华罗庚 不 等 式 :1960 年 Opial,Z. 证 明 : 

设 f EC,a],f(0) = f(a) = 0,f(zx) > 0,x € (0,0), 则 


| | ff <2 ey. (1.1) 


式 中 a/4 是 最 佳 的 . (Ann. Polon. Math. ,1960,8:29 一 32). Olech,C. 减 弱 了 上 述 条 件 , 指 

出 f(x) 守 0,x € (0,4) 是 不 必要 的 , 即 若 f € ACEo,a], Fo) = f(a) 二 0, 则 (1) 成 立 ， 
且 仅 当 

Cz， 0 过 并 魏 </2， 

一 > ) 

fz) 1 /2 二 二 二 (为 常数 


时 等 号 成 立 ,为 此 ,只 要 证 明 : 设 g € ACLo,aj,g(0) = 0, 则 
| | gg | 志 全 | ce (1.2) 

式 中 a/2 是 最 佳 的 , 仅 当 g(x) = cx (Cc 为 常数 ) 时 等 号 成 立 , (Ann. Polon. Math. 1960 ,8 ， 
61 一 63) 

Opial 最 初 是 将 (1. 1) 式 作为 研究 常 微分 方程 的 工具 ,随即 发 现 它 有 重要 的 理论 价值 
和 多 方面 的 应 用 ,导致 40 多 年 来 对 它 的 研究 兴趣 至 今 未 减 ,L21j114 一 142 用 了 专门 一 章 
(第 3 章 ) 讨论 对 (1.1) 式 的 各 种 改进 和 推广 ,引用 了 前 30 年 (1960 一 1990 年 ) 发 表 的 有 关 
文献 达 83 篇 ,但 仍 不 完整 ,特别 是 中 国学 者 的 工作 ,事实 上 ,1964 年 ,华罗庚 在 “中 国 科 
学 ”( 外 文 版 ) 发 表 他 对 Opial 不 等 式 的 重要 推广 以 来 ,一 直 有 中 国学 者 从 事 这 方面 的 研 
究 , 陈 文忠 等 对 我 国学 者 前 20 年 的 研究 成 果 在 [L339]1982,2(4):151 ~ 166 进行 了 综述 . 
在 最 近 30 年 , 胡 克 、 杨 国 胜 、 杨 恩 浩 . 马 庆 华 等 仍 陆 续 发 表 他 们 的 重要 研究 成 果 . 1995 年 出 
版 的 专著 [131] 专门 收集 了 Opial- 华罗庚 不 等 式 的 研究 成 果 及 其 在 微分 方程 和 差分 方程 
中 的 应 用 , 达 393 页 ， 


G) 设 w(x) 在 (0,a) 上 连续 且 为 正 ,| wCzmdz< cog > 1,f € ACLO,a], f(0) 
= 0,1/p 十 1/9 = 1, 则 
a a 2/9 a 17 
和 人) 
仅 当 存在 常数 c, 使 /Cx) = co 时 等 导 成 立 . 


0 
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杨 国 胜 推广 了 上 述 结 果 . (Proc. Japan Acad. 1966,42:7883) 
若 w 还 满足 [ 5 < co 0) = 二 f(a) = 0, 则 


| 和 (人 关门 


式 中 由 < 一 | Ie -| 29 定义 c 与 5. ([21]:116 一 118》 
(2》 华罗庚 不 等 式 : 设 了 E AC[0,a],f(0) 二 0,p 实 0,g 实 1, 则 
jeer rs hr (1.3) 
华罗庚 证 明 (1.3) 式 对 g 二 1,p 为 正 整 数 时 成 立 , 并 猜测 p 为 正 实数 时 也 应 该 成 立 ， 
陈 道 琦 证 明了 这 个 猜测 . ([333]1965,3:251;1980,8:383. ) 杨 国 胜 等 对 p,g 之 1 证 明 
《1.3) 式 成 立 . [330]1985,16(4) :123 一 129. 其 余 见 [21]:118. ) 若 加 上 条件 f(a) == 0， 
则 (1. 3) 式 可 改进 为 
a p gq QQ CQ 疡 『a 7 
fers (hr 
相应 的 加 权 形 式 是 : 
fd 了 1 lw)< casp,n | dd f |"). 


《[21]:118 ~ 121)1994 年 , 何 兴 钢 对 (1. 3) 式 给 出 了 一 个 简捷 的 证 明 ;将 (1.3) 式 中 4a 换 成 
变量 1, 即 令 


一 747 
利用 Hélder 不 等 式 证 已 (说 0, 从 而 得 出 
F(a) = [FC 写 0.《[301]1994,182C(1):299 ~ 300. )1985 年 , 威 征 给 出 了 形 如 


J-FC fF DGG 7 D 的 不 等 式 . 式 中 下 (uw) 在 (0,ce) 上 递增 ,Gu) 在 (0,co) 上 遵 增 目 四 


F(0) 二 GC(0) 一 0.〈[334] 英文 版 1985,1(3);196 一 200) 
(3) 设 fe€ AcLlo0,al,f(0) =0,2>0,0 委 wa<8<a, 则 


8 p 7 如 人 / 1 Qa? “ 1 1 
11 
[339]1982,1.:61 ~ 62) 
它 的 加 权 形式 是 ， 


8 / 8 , 1 ff8 
[EAC CR ED 
(Fiedler, BCed. )Internat. conference on differential equations, Vol.1. Singapore,2000; 
556 ~ 557) 
(4) 胡 克 不 等 式 : 设 f EE AC[0,a], CO) 二 0,p,g > > 1,0 过 8 二 a, 则 


” p ( 4 一 9 9 
EA 


20p Pe 30p Fa Be) 
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三 
式 中 
2 人 和] 
1 一 5 上 EC) 关 0 一 min(1,(p 十 一 1)). 仅 当 /(z) 一 cz 时 等 号 成 立 〈[29]:25 ~ 
26) 


胡 克 还 证 明 : 设 fe€ AC[0,aj,f(0) = f(a) 一 0,p>>0,g>>1,s 一 二; 则 
[ri < ors($) (7) 


x 1- 二 [| [fF eo | 三 1] | 


式 中 
加 s/2, 力 十 2， 
= {pz 1<p+g<2. 
([339]1994,14(2) :249 ~ 254.[29]:13 ~ 16) 
1995 年 , 胡 克 又 证 明 : 


“ 、/ 1 & grl” 7 pr “ ip 1 / 2 

和 es 
式 中 1 二 pp 之 2,1/p 十 1/g 一 1lr 二 2/p 一 2/gq. (江西 师 大 学 报 ,1995,19(1) :23 一 26) 

(5) 设 fE AcL0,a],| | FA < 00,g(7) 一 Ce+D | 2 一 | 和 之 0)0 


<xz 生 aca,jF0) =ap>>0, 则 

“ f 7 | pa” g(x) 

| 7 qz < if (1.4) 
op po nm a 


反 向 . (Shum,D. G. ,[374]1974,17(3):385 ~ 389, 或 [21]127) 
(6) 设 p,g 这 0,p 二 gq 交 1,f"?€ AC[0,a].f*(0)=0,0 志 kn—l, 


[1 ee 现 


[ | Fe 12 Fom | < MR)a De (| | Fo I”). 


k——A 
(Agarwal,R. P. ,等 .L211:132) 杨 国 胜 则 进一步 证 明 : 将 上 述 L0,aj] 改 为 [a,5] 并 加 上 条 


件 g; 宇 0,2》19: 二 1; 则 


— pll--2) 
式 中 MO) = 2g* (下 2) [Oa AIT A = 1/(p+ a). 


p nl ne] 
| (Hi) < DM "(| 11). (1.5) 
4 一 0 k=0 a 
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([330]1987,18(4) :101 一 104,(1.5) 式 的 加 权 形 式 则 是 在 两 边 被 积 式 中 各 乘 上 递减 的 权 
函数 w(x) ,由 此 可 得 出 一 系列 有 用 的 推论 , 详 见 Mathematika,1990,37:136 一 142) 
(7) 设 Fo Ecoal,reoco) = Fa) 一 00 委 有 委 2 一 1, 风 


[ | FF Ex Ca™!| CA 了 
(54]4:25 ~ 36) 
(8) 设 f"?€ AC[i0,a],f*%*(0)= 二 0,0 之 kn 一 1, 则 


[ | FF | 过 car| | f° [2. 
一 1 1/2 


_ 1 n 2n ll oo | | 
式 中 C 一 总 1' 计 < <<[ 而 二 ;+ |, ] 全 一 二 Ce) [21]:122) 


(9)” 设 fE€EAC[L0,aj,f(0) =0,w(x) 递增 ,w(0) = 0, 当 ww 二 0 时 ,gpg(w) 与 F(w) 为 
递增 的 凸 函 数 ,FC0) = 二 0,Q(w) 为 递增 的 凸 函数 ,g(xz) 递增 ,g (0) = 0， 


h(x) 一 | (者 


， ， 1 FGhCa))、， 
下 (h(xzOOR Csg(je)s ( he) )s (za 7)， , 则 
“vy | 了 | /| 大 | ,lf | 
F NG/wo/-i EH -过 一) ]， 
|r (w( )) (er( 人) 本 je( 人)] 
式 中 Gl) 一 wRQLg(1/w)j ,Cu) = FO)Q[Lg(a/w)]. 特 别 , 当 f (zx) 汪 0,f(a) 一 bp(z) 
二 uyF(Ou) 二 g(W) 二 QO) 二 V1 十 ,f(zx) 和 zzr (zx), 则 得 到 Polya 不 等 式 : 
2 f+ YT < ba + BY, 
仅 当 ”f(x) = Cb/ayzx 时 等 号 成 立 . (L21]:125 ~ 126) 
(10) Pachpatte 不 等 式 : 设 六 € AC[a,6b], fila) = fi(5) 二 0, 二 1,2,3 则 
[THAD LIF DT CD FD FAR I A fs + Fifaf's 1)) 


3 
es4| (» | f 41*). (L35711987 ,13C2) :211 ~ 214) 
a ~ k=1 


(11) 设 f€ AC[a,bj,fi(a) 二 0;gs 是 [0,ceo) 上 非 负 连 续 可 微 严格 递增 函数 ， 
gr《Q) 一 0;F 是 [0,co) 上 非 负 可 微 函 数 ,Fi(0) = 0,F'5 非 负 递 增 可 积 ,gi 是 (0,co) 上 正 
的 连续 递增 的 凸 函数 , 则 


Eee 了 [a(t ) ee (LA) 


< 


” », /| fl 
< 1]IF | 一 一 一 上 
= 1 :| .89+( gs ) 
(Pachpatte, B. G. [330]1993,24(2) :229 ~ 235) 


(12) Godunova-Levin 不 等 式 : 设 f 在 [a,5] 上 绝对 连续 , f(a) 二 0,F 是 (0,co) 上 说 
增 的 凸 函数 ,下 (0) 一 0, 则 
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[OIEACIEE S(O 
([405],1967,2:221 ~ 224)1997 年 ,Pecaric 等 将 其 推广 到 多 元 函数 . (301j1997， 
215(1):274 ~ 282) 

(13) 设 fE€AC[0,aj,g € CL0,aj,f(0) = f(a) 二 0,p 之 1, 则 

felrr< (retard iewa) (17 1). 

(Brnetic ,I. 等 . [303]1998,1(3) :385 一 390) 

(14) 设 f,g € AC[0,a],f(0) = f(a) = 0,g(0) = g(a) 二 0,w 是 [0,a] 上 有 界 
且 正 的 递减 函数 ， pp 过 之 0,g 之 1 ; 则 

egg lel) 
2ptq fa 
< pps (2) ) jed7 1? tle |) 

([330]1985,16(4) :123 ~ 129) 

(15)” 设 f,g 在 [a,6] 上 的 nn 一 1 阶 导数 绝对 连续 , 且 f*(a) 二 ff*(6) 二 g(a) 王 
gO() 一 0.0 之 上 nn 一 1,wi 在 [a,6] 上 非 负 连续 , 则 

| CP | “2 (J on) dd f° 十 | 8 | ). 

([301]1986,117:318 ~ 325) 

(16) ” 2001 年 ,Koliha,J.J. 和 Pecaric,]. 给 出 了 加 权 Opial 型 不 等 式 的 若干 非常 一 般 
的 形式 ,例如 , 设 D 为 R! 中 闭 区 间 ,a 为 DD 中 一 固定 点 ,K(x,y) 在 DXxD 上 非 负 连 续 . 


fyg € CD), 并且 满足 | f(zx) | 去 ce 1gCo) dyl ze D. 若 wp 0， 
r > max{1,a) zzE CCOD) ,使 得 xz) 0,o(z)>0VYzEDD, 则 


z Coat/r 
下 | lgl ， 
式 中 CCz) = (a) (| er 0 ) 7 


fe If <Juw| vwKe dy d | volt lg le, 


式 中 fi 二 sup{| Fo 1:t € La,xj] U Lx,aj]}, 有 关 进 一 步 结果 和 对 分 数 阶 导 数 的 应 
用 . ([330]2002,33(1) ;93 ~ 102) 

(17)” 杨 国 胜 不 等 式 : 设 f(z,y),f ,ff ;在 [0,a] X[0,6] 上 连续 ,车 f(0,y) = 
f(z,0) = 0,0 过 ZX 志 a,0 芝 yy 声 5, 则 


Fre rs < 
fm a n> D; 


车 fC(0,y) = jay) = 了 (x,0) 二 了 (x,6) 二 0,0 过 Xa,0 过 yy 过 b,msn 之 1, 则 


* __ 
也 K(xz, 。)i 9 
a 
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a rb mpa rs 
Frets < ($) ($) | 
杨 国 胜 等 还 得 到 了 这 些 不 等 式 的 加 权 形 式 . (L330]1982,13:255 ~ 259;1984,15:115 
~ 122;1986,17(2) :31 ~ 36) 
(18) 设 fCzryy) ,ff fw 在 D = [a,6]X[c,d] 上 连续 ,f(a,y) = f(b4,y) 一 
ze) = f(xd) = 0.(r,y) €E D1 < pi < ,k= 1,2,3,4, 则 


6 rd 4 brad 1/2 
PP drdy < cpr TT (1s 1*) ， 
Qu ec k=1 ayc 
一 1 十 如一 一 1 Pe 
式 中 CCpi) = (Bb—a)mits i(d— cie 


2 2p1 tp2tps) 


(Pachpatte,B. G.[L38811992,23(9):657 ~ 661) 

(19)” 设 fg 及 其 二 阶 偏 导 数 在 D = [a,51X[c,d] 上 连续 .0 <m< 之 w(x,y) 志 MM 
(zy) ED,h 在 D 上 为 正 的 连续 函数 ,f(a,y) 二 f(b,y) 一 fx ec) = f(r d) = 0, 
g(asy) = gbyy) = gr) = g (rd) = 0,p>0,g 之 1; 则 


prd 2 产 He-1 
| |fgl?*ol fe’ | tl fg <carp( 了 “) 


2ptq 
MM, Eee fb fd 
, (¥) “| [wd fy | 十 | gy 12cere )， 


We 


zo 一 (a+),y = (+). [330]1991,22(1) ;43 ~ 50) 


式 中 C= max 


(20) 2002 年 , 杨 国 胜 等 给 出 了 二 元 Opial 型 不 等 式 的 一 般 形 式 . 设 f(z,y),g(x， 
;fg fwy18 都 在 D = [a,6]X[c,d] 上 连续 ,f(a,y) 二 f(6,y) = 了 s(x,c) 
= f(xd) = 0,g(a,y) = g(b,y) = g(x,0) = g's(rd) — 0,(7,y) € D.F,G 是 
[0,co) 上 递增 的 凸 函数 , 且 FC(0) = G(0) = 二 0, 则 当 p 之 1 时 ,成 立 


brd 
[ed fl YG 81) | gs |?+Gd g I YF CAI) | f° 1’] 


4 ze fk ze Py 

< Bar eo) te 1)] 
式 中 二 1 时 ,cj = 二 [Cro 一 a (yo mo) !a =ac = ce r= ro yo (Xo) 后 
D;k =2 时 ,cs = [Cxo a (dy)] ya 一 aycs = yr 一 xzoyy = dk=3 时 ,cs = 
[C6 zo) yo 一 cas = zoycs = cxs = by = yk =4 时 ,ec = [(b— xo) (dC— 
加 )] 和 ay = xoscs 一 oz 一 by = d.([330]2002,33(4);379 ~ 386) 
(21) 三 元 Opial 型 不 等 式 : 设 DD = [ai,b]X[assby]X[as,bsj, 若 f(zxi sx,z3)， 
Fw as 在 也 上 连续 , Faryza) 一 bzayrs) 二 f(zx1sa2 73) = fxs bs sx) 
= fCziyzayas) = Frizyps) 一 0z= 一 (zzyz) E D, 则 称 f € FC(D). 设 fE€ 


3 
FOD) ,1 < pi < ,uD) = [人 一 ao, 则 
k= 1 
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PE GS I ) 


j=1 Av 92 k=1 


1 


(Pachpatte,B. G. ,Fasc. Math. 1999,30:113 一 129. ) 2001 年 ,Pachpatte,B.G. 又 证 明 ， 
1 (D)\? y 
jls ls) dfs te "sms 1 


(MR2001a:26017) 
(22) 多 元 Opial- 华罗庚 不 等 式 : 设 Q= {r= (rr) :aTRRb,l Ek 


| lu ivalr <M| | ulm. 
Q Q 


le, ae ,PPD , 
式 中 M= a2 ao) J oa go B= 


(Pachpatte,B. G. ,[301]1987 ,126(1) :85 ~ 89) 
(23) ”多 元 加 权 Opial 一 华罗庚 不 等 式 : 设 r 半 0, n 之 1, BC0,r) 是 R" 中 以 原点 为 
中 心 ,r 为 半径 的 球 .p E R 且 pp 十 n 宇 1. 若 f€C (BC0,7)), f(3B(o,7)) 一 0, 则 


| Iz|?| foz) | 1vfnD1dr<5| Izl?| yf) lidz, 
BO,.r) BCO,r) 


式 中 了 为 梯度 算 子 . ([418]85(5)(2006) ,579 ~ 591) 
(24) 设 Q 是 R" 中 有 界 凸 域 ，d(z) 一 dist(x,902), d= 2sup{d(z) :x € 0). 
车 ffE€ Wi?(0)， 则 


Lv re 8) de (ae), 


式 中 1<p<g< p> p> np) Cn 


(Calc. Var. ,Partial Differ. Equ. 35(4)(2006) ,491 ~ 501) 
(25) 设 1 之 p< 三 %， s>0, sp—n<y<n(p—m1),a=7y~—sp, 则 


[EE eo) | AIC |? | x |rdz, 


rT (a 1) 一 7 r 一 
a 

此 外 , 见 L330]35(2004) ,145 一 157,36(2005) ,111 一 117. [301]1991,162(2):317 一 
321; [301]1995 ,189.85 ~ 103; 1995,190:;559 ~ 577;Internat. ser, Num. Math. 1997 ,123 ， 
157 ~ 178; Tohoku Math. J. 1995 ,47:567 ~ 593. Math. Nachr,1995, 174:5 ~ 20. 
Applicable Analysis,1995,56 :227 ~ 242; [403],1996,26(2) :179 ~ 210，[415] 19(2) 
(1986)，281 一 291; [304]2000,1(2) :No. 20; 专 著 [131] 等 . 

2. _ Hilbert 不 等 式 : Hilbert 不 等 式 的 有 限 和 与 级 数 形式 分 别 见 第 3 章 No. 157 和 11 
章 $》2No. 42. 此 处 是 有 关 积 分 形式 的 基本 结果 及 其 新 的 研究 成 果 ， 


式 中 C 王 2 是 最 佳 常数 . 
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(1) 设 f€EL*(0,c0),g EL(0,00),f,g 之 0,p> 1,(1/p) 十 (1/q) = 1, 则 
| 7Cz)gCy) 区 2 1 
Loe Vardy < (E75) fl lel, (2.1) 


Tt 
(2) 在 (1) 的 条 件 下 ,成 立 
| Dg dardy< pglfl ,lel,; 


o max{zyy)} 


-Riesz,[1|: 
ine pep] 是 最 佳 的 . (Hardy-Riesz,[1]:255) 


oo in( 之 ) ， 
> A 
A 
除非 三 0 或 g 二 0,[L1] 定理 341,342. 


注 ”我 们 可 以 定义 Hilbert 算 子 T(f,x) = | LS dy 则 


TTfFl ,aC Nfi,, 1l<p< 


式 中 C 一 上代 1 = 


1 dz 一 开 。 
o (zx 二 1)r? sinCx/p) 

(3) Hilbert-Riesz 不 等 式 : 设 fEL*(0,c0),g E1L(0,00),f,g 守 0,p,g 这 1,(1/p) 
十 (1/9) 之 1X 一 2 一 (1/p) 一 /9).0 过 4 二 1;, 则 


[| {ay < epn l,l eh, C2.2) 


如 何 求 出 c(p,gq) 的 最 佳 值 ,至 今 仍然 是 一 个 没有 完全 解决 的 问题 ,例如 :Levin 将 (2.2) 式 
中 的 积分 区 间 改 为 (0,ce) 时 , 求 出 


2 


op) 一 | 二 元 | , 式 中 1+ 二 1 
2 sin jj ， pp pp 


但 它 仍 不 是 最 佳 值 ( 见 J Indian Math, Soc. 1937,11:111 一 115) ;车 记 f" 为 f 的 递减 重 
排 , (定义 见 本 章 No. 20 或 [132]:228 一 245) ,下 二 sup{zx[f 了 "(x)]?:z 之 0) ,类似 定 义 G= 
sup{x[Lg” (xz) :并 全 0 ). 太 9 分 别 为 pg 的 共 斩 指数 , 则 


上 本 了 GZ)EC2) dzdy < ep DF WG nw | fr gl YoP ， 
oJo (z 十 y) 


式 中 CCp,g) - LMT ) 为 最 佳 常数 ,在 积分 区 间 ( 一 oo,co) 上 也 有 类 似 的 不 等 


式 . ([317]1936,11(1);119 ~ 124) 
(2. 2) 式 可 写成 以 下 等 价 形式 : 


- ” fDsW gragy < Kop DN Fl, el (2.3) 
-~ J-~ | 工 一 了 
已 知 仅 当 p= 二 4g = 5 时 ,K(p,q) 一 x Tr 2/PG 一 六) 


(Lieb, E. H. Cau 1983,118:349 ~ 374) 
但 当 p,g 不 满足 上 述 关系 时 ,K(p,gq) 的 最 佳 值 为 何 求 ? 
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[173]:409 求 出 


rem) + | 


但 不 知 它 是 否 为 最 佳 值 . 

(4) 设 f,g,h 在 [0,co) 上 非 负 可 测 ,a,6b,c 为 实数 . 1 过 p47 二 oo0,p ,9 sr 分 别 
为 p,g,r 的 共 印 指数 .4 一 2 一 方 一 广 一 六 二 4 二 5 十 c10 世 4 芝 1, 基 以 下 三 个 条 件 之 一 
成 立 : 


DD min{p,gr} > 1,max{ap’ ,bg’) < 1,max{a,b} ZA; 
® min{pygsr} = l,max{ap’ ,bq } <i,A>0,max{a,b} <A; 
(0 min{p,gq»r } 二 1,max{a,b) 之 A 二 0, 则 


jE HD Eh TE YI dy < Cl(p,q,r,a,b) I f | p | & I q I h || r (2. 4) 
ovo Tey (zy) - 


(2. 4) 式 又 称 为 Hardy-Littlewood 不 等 式 . ( 式 中 系数 的 讨论 及 其 证 明 见 Pitt, H. R.， 
[317]1938,13:95 ~ 101) 

(5) 设 记 g 在 (0,ce) 上 非 负 可 测 ,p,qg > 1,(C1/p) 十 (9) 之 1 二 2 一 (1/z) 一 
(1/q) ya 过 1 一 (1/p),B8 二 1 一 (1/q)sya 十 B 守 0, 而 当 (1/p) 十 (1/9q) 一 1 时 ,ae 十 8 盖 0, 则 


[A dy < cops00 Bh Fl el,. (2.5) 


| 工 一 | 
(L1]334 ~ 335 ,定理 401. ) 常数 C(p,g,a,B) > 0 的 最 佳 值 已 由 匡 继 昌 求 出 , 见 北京 联合 
大 学 学 报 2008(2) :62 ~ 65 ,或 见 本 段 后 匡 继 昌 的 综合 报告 第 七 部 分 . 
([21]187 一 215 用 了 一 章 ( 第 5 章 ) 的 篇 幅 介 绍 了 Hilbert 不 等 式 到 20 世纪 80 年 代 
未 的 研究 成 果 , 共 收录 了 59 篇 文献 . )1990 年 , 徐 利 治 首先 引入 权 系 数 : 


orya) = 一 和 一 一 上 rm) ( 式 中 $(r,n) 汪 >0,r 二 p 或 q), 使 得 (2.1) 式 中 的 最 佳 


sinCx/r) 
常数 还 可 改进 ,其 级 数 形 式 见 第 11 章 8 2. No. 42. ,下 面 是 积分 形式 : 
6) 1992 年 , 胡 克 通过 引入 实 函 数 p(z) ,使 得 1 一 p(z) 十 p(y) 之 0,7,y 盖 0,gE 
L2(0,co),f,g 非 负 , 则 


[| aey| Sets elt el), (2.0 


_ 2/” pt x) 
式 中 w(x) 元 | 。 工 十 di 一 2CZ)， 


oo 172 co 172 
I = (1) f= (| 1 flo) .C29]:28 ~ 29). 
1979 年 , 胡 克 还 证 明 
”人 fr) f(y) ? 
(小 Ea) 


Q 0 x 
<# (Nt /eos vrar | fe dr) |. (2.7) 
可 由 此 改进 Hardy 不 等 式 ,Wiader 不 等 式 等. ( 见 江西 师范 学 院 学 报 1979,1:3 ~ 4) 
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(7) ”高 明哲 等 证 明 : 设 f,g 在 (0,co) 上 非 负 平 方 可 积 , 则 


(7 Ss) < ali em 02. 8) 


1 Zz 1 ys 
式 中 cs) fo im(z) gty), 
6 二 602) 为 了 L2[(0,co) X (0,co)] 中 某 个 单位 向 量 . 
G(C6,76) = ‖ El2(07922 — 2(€,D Cn,6) 8,0) 十 | 7 全 (60 > 0. 
([301]1999,229:682 ~ 689. )1999 年 ,高 明哲 还 建立 了 以 下 形式 的 不 等 式 : 


[ABs 4ay < /ITRI :els, 
o Jo ZX 二 yy 


一 工 


1 u 包 2 /2 zx [| _e 
式 中 R 元 ( I g | i f I ) sw 一 元 (ge) ,sv ~V 2x(f,e ) ,eCy) [ 元 二 yd 
([L390]1999,18(4) :1117 ~ 1122) 


(8) 杨 必 成 证 明 : 设 fg 之 0,0 之 fw 一 (| 17) ”<0< el, 


oa 179 
= ( go) <r) = zp> 1 二 十 吉 = 1,4>2 一 min{p,9}); 则 
0 


f(r)gly) 力 十 和 一 2 9g 十 和 一 2 2 
| dy < BF ) fal 9) 


( 式 中 B(w,v) 为 Beta 函数 ,更 一 般 情 形 和 证 明 见 [33612000,21A(4):401 ~ 408,p 二 9g 二 
2 时 见 L301]j1998 ,220:778 一 785) 
十 (1/g) =1,1<p< ,max((l/p),(1/q9)}) <A1, 则 
| 8Cz)g8C7) 
(Zz 十 7)” 
oo 1l/p 
式 中 oz) 二 zm ,fp = (| fl) 


(更 一 般 情形 及 其 证 明 见 [301]1999,235:608 一 614) 
1999 年 , 医 继 昌 与 Rassias,T. M. 证明; 在 上 述 条 件 下 ,成 立 


~“ fwDaW ray<Blta 1) B/La— ly 
[| Eady < BS- 记 ) B( 二 一半 ) fol ale 


更 一 般 地 设 K(xz,y) 是 非 负 对 称 且 为 一 :次 齐 次 的 核 ,K(1,y) 是 y 的 严格 递减 函数 ， 


1<5<<co. 记 二 二 一 1， max| 方 ， zj<: 令 M(7) =|[ Kd,Wy tdy < or = pg, 
DO 


dzdy 魏 / | psw | 8 | qrwe (2. 10) 


x 
ACsinCrx/pA)) ?sin(x/a)) 


wz) 三 x ,车 fg 是 (0,co) 上 非 负 可 测 函 数 , 则 
| [KOswf ng Wdzrdy < MOTIIMD I fol sles 2.11) 


(证 明 及 其 他 情形 见 [303]2000,3C4) ;497 一 510) 
(10) 杨 必 成 证 明 : 设 和 >0,1 二 六 <co,l/p 二 1 人 = 1.f,g 这 0,wp(z) 一 


XD UD . 
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179 


o<1xrl= 人 (| CT lel = (| so < ~ 


则 | Ey < 一 一 一 fh el 2 12) 
0 Msin( 广 


( 式 中 常数 是 最 佳 的 , 见 [336],2002,23A(2) 2 ~ 254) 
(11) 2003 年 , 匡 继 昌 与 Debnath,L. 证 明了 Hilbert 不 等 式 及 其 逆 的 一 般 形式 ; 设 
fg 在 (0,a) 上 非 负 可 测 ,a(x) ,8Cy) 是 (0,a) 上 正 的 可 测 函 数 ,1/p 十 1/q 二 1,4a 二 或 
a 二 00, 令 
az 一 二 BC 一 1712 


一 “ u TYrPpr | /OY 
Fw = | fC2) FOBez) F173) 


Far) F172 
车 1 二 Pp 二 ~,; 则 


G(u) = e*| sc) 


“fe f(x)gly) 工 
| o au(Z) RY < sin(x/p) IFl, lel,. 
车 0 二 过 1, 则 不 等 号 反 向 . 
该 文 还 将 上 述 结果 推广 到 更 一 般 形式 
a ra a I fi Cxs) n 1 
| | “| el dridzdzs < TrG— NR),, (2.13) 
0 0 A k=1 pe * 
(Darlxi)) 
k=] 
fr Use2 -二 ” 1 
式 中 已 Co =a*| f(z) Fe >1. 
(2. 14) 


当 0 志 4 过 1 时 (2.14) 式 中 farlzx))* 要 换 成 n”!i{as(zx))*. ([365]31(2005),163 一 
173) 


(12) ”1998 年 ,Pachpatte,B. G. 证 明了 Hilbert 不 等 式 的 积分 类 似 : 设 f,g 在 (0,oo) 
上 连续 可 微 . f(0) = g(0) 二 0, 则 


| HR dzdy <Yw VE (Fan lf’ ay ” 


/2 
x Poal | g’(z) dz) . C2.15) 
([301]1998,226:166 一 179,[330j1999,30(2) :139 ~ 146. 赵 长 键 与 Debnath,yL. 又 
作 了 进一步 推广 与 改进 ,例如 见 L[301]2001,262:411 ~ 418) 
(13) 设 Ag 在 (0,co) 上 非 负 可 测 , 则 
(人 六 LEWardyy < 到 [de 十 d,s] (2. 16) 
(Zhang Kewei, [301]2002,271(1) :288 ~ 296) 


(14) 2009 年 , 洪 勇 证 明 ; 设 p,r > 1， 方 十 也 一 1， 二 十 二 =1,A>0,—1<a 


< 一 人 ， 了 ,8 之 0， 则 
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[|| de fe ydrdy < Cardsrsd) | fem lg UE 
oJo min(z*,y} 


r 


式 中 Cla,A,r,s) = B(! Ha， (Be (Ss)) 


wi (CX) = x EF) , wx) 一 22( 人 1-1， 


(证明 及 更 一 般 的 情形 见 [L164]25 一 31) 

我 们 要 问 : 若 将 上 述 Ag 的 加 权 范 数 | jw ，1 gl 改 为 非 权 范 数 | 1， 
| g 1 ,那么 ,相应 的 CCe,hyr,s) 是 什么 ? 

(有 关 Hilbert 不 等 式 的 研究 成 果 综 述 文章 可 见 [303j6(4)(2003):625 ~ 658， 
[339]25(2)(2005) :227 ~ 243 和 专著 [162]) 我 们 自然 要 问 :为 什么 一 个 看 似 简单 特殊 的 
不 等 式 , 竟 然 可 以 引出 如 此 丰富 多 彩 的 研究 成 果 ? 既 然 在 这 个 方向 上 已 发 表 了 好 几 百 篇 论 
文 , 今 后 还 值 不 值得 在 这 个 方向 上 继续 做 文章 ?我 们 不 可 能 去 罗列 这 几 百 篇 文章 的 基本 结 
果 , 却 有 必要 从 这 几 百 篇 论文 中 ,探索 其 中 有 哪些 值得 关注 的 新 的 思想 方法 和 新 的 分 析 技 
巧 , 他 对 我 们 今后 的 研究 工作 有 什么 新 的 启示 ?今后 的 研究 方向 是 什么 ,等 等 . 2009 年 10 
月 , 匡 继 昌 在 湖州 师范 学 院 讲学 时 ,结合 本 人 的 研究 工作 ,试图 从 下 述 11 个 方面 来 探讨 这 
些 问题 . 

第 1. 参量 化 

例如 见 (2. 9),(2.10),(2.12) 和 杨 必 成 的 综述 文章 [335138(3)(2009) ,257 ~ 269. 

第 2 权 系 数 方 法 

在 这 方向 上 ,开创 性 的 工作 是 徐 利 治 教授 1991 年 (L339]11(1)(1991) ,143 一 144) 作 
出 的 .他 通过 引信 权 系数 wr,n) ,证 明了 级 数 形式 的 Hilbert 个 过 到 可 以 写成 


S) D2 am < (Daanas) (对 oem 的 (2. 17) 


m=1 n=1 


— pr,n) ,pr,n) 盖 0，7 一 pg. 由 此 引发 了 一 系列 工作 ,经 过 不 


式 中 (rr,n) 一 


过 
p 
斯 改进 ,1996 年 ， 0 一 164) 得 到 一 个 十 分 漂亮 的 
结果 :g(r,n) 一 ,Cc 是 Euler 常数 ,1 一 c 二 0.422784331 是 最 佳 值 . 他 们 证 明 的 基 


示 工 具 是 政 流 的 ， Euler-Macraurin 求 和 公式 和 H6lder 不 等 式 , 所 用 的 基本 技巧 是 Hardy 
的 “compensating difficulties”(inserting a term and its reciprocal)( 即 “补偿 难题 ”, 插 入 一 
项 及 其 倒数 ). 这 种 求 最 佳 常数 的 工作 ,在 Hilbert 不 等 式 的 研究 中 ,所 占 的 比重 最 大 . 胡 
克 、 高 明哲 、 赵 长 健 ,Pachpatte B. G. 等 通过 对 著名 的 Holder 不 等 式 ,Cauchy 不 等 式 的 改 
进 等 新 的 分 析 技 巧 ,从 另 一 角度 改进 和 推广 了 Hilbert 不 等 式 . 可 见 (2. 6), (2. 7), (2. 8)， 
(2.15) 和 (2.16) 等 

第 3. 最 佳 单 调 性 定理 

2008 年 , 张 小 明 和 褚 玉 明 得 到 了 一 个 称 为 最 值 单 调 性 的 定理 , 它 对 研究 Hilbert 不 等 
式 等 方面 往往 起 着 意 想不到 的 独特 作用 , 令 我 们 耳目 一 新 . 例如 ,将 级 数 形式 的 Hilbert 不 


640 第 十 三 章 ”积分 不 等 式 


<| 7 (op (Da) 【ee (a 4) | 


(2. 18) 
式 中 入 二 1 一 c,，c 二 0.57721566… 为 Euler 常数 . (L351]2008:1 一 8,469 ~ 475.[163]]， 
[164]) 
第 4. 寻求 Hilbert 不 等 式 的 一 般 形式 
2003 年 , 匡 继 昌 和 L. Debnath 的 工作 见 (2.13), (2.14). 2006 年 ,Sulaiman([413]3 
《2006)No, 1 artice 15) 证 明 ; 设 f,g,asyB 及 其 导数 a',B 都 是 (0,ce) 上 的 正 函 数 ,1 二 


< ce， 广 十 七 一 1, c= 二 a 二 1,6b 二 1， 0 一 c< 01, 令 


一 一 
v9 


bp ， 一 和 一 上 
7 一 FF s BF’ Bl(u,v) 是 Beta 隙 数 ， 


则 


fix)gly) 
上. | Calx) Cr) BY dd 


f* (x) (x)) 『 geCz)B:0z) ， 
Cp,g, |- 一 一 dz ， 2. 19) 
么 CO 人 ey? “) () (8 (Cz))F ) 


式 中 C(p,q,2) == Bi(a 二 1,4 一 a 一 1)B*(B 十 1,4 一 5 一 1). 
第 5.、 推广 到 齐 次 核 的 情形 
Hardy 等 在 [1] 中 就 引入 了 非 负 且 为 一 1 次 齐 次 核 K(x,y) ,得 到 


| | Kez,y flr)g (ydzdy < Cp) (rar) (| ca), C2. 20) 


式 中 CCp) 一 | KC(z, Dridz, 1<p<o0, 志 + 地 =1, fEL?(0,00), g EL'(0,00), 


fg 在 (0,co) 上 非 负 . 

1999 年 , 匡 继 昌 和 本 . M. Rassias 研究 了 带 一 般 齐 次 核 的 Hilbert 积分 算 子 

有 Ce 一 上 {Kray thf ey) drdy (2. 21) 

的 一 系列 不 等 式 ( 其 中 a We 0, 6 可 以 是 ce)， 

例如 , 设 1 一 请 < co， 记 去 = 1, 4 之 0, 0 之 1 一 付 之 t,K(z,y) 是 非 负 对 称 且 
为 (一 四 次 齐 次 核 ,K(1,y) 是 y 的 严格 递减 函数 ,f,g 是 (0,co) 上 非 负 可 测 函 数 , 若 

ICr = | KG WYdy < r= pq, 
则 
| | Kertasyti f(z) gy) dzrdy 
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< (+ gaar](e+ 二 ) a) 
x 全 [re 到 六 Gt Di Kawa] (r+) ardr)". (2. 22) 
([303]3(4)《2000) ,497 ~ 510. 另 见 杨 必 成 L335]38(2009) ,257 一 269) 
第 6. 推广 到 非 齐 次 核 的 情形 
1 1 


2007 年 ， 徐 景 实证 明 : 设 1< p< 地 本 一 上 0<)M <aq0<)M<z 思 ， 


ol 一 ZrDG0) os 一 Di 2，Fg 在 (0,co) 非 负 , 且 ELeo)，gsELCo)， 则 
| | Ss ardy < fl | elo (2. 23) 
0Jo 并 y 82 sin (于 


([335]36C2007) ,189 ~ 202. 多 重 积分 的 相应 结果 见 鲁 圣洁 、 陶 祥 兴 [338]29(A)(2009)， 
597 ~ 606) 
第 7. 推广 到 非 共 思 情 形 
[1]P334 ~ 335 定理 401 指出 ,要 求 出 (2. 5) 式 中 的 常数 C(p,g,a,B) 的 值 ,特别 是 最 
佳 值 ,是 一 个 困难 的 问题 . 为 此 , 匡 继 昌 在 第 3 版 中 将 它 列 为 第 109 个 未 解决 的 问题 . 2008 
年 , 匡 继 昌 利 用 新 的 分 析 技 巧 求 出 了 (2. 5) 式 中 的 最 佳 常数 是 ， 
一 x 十 8 1 1 1 at+B 1 ,llr” 
Clp,q,a,B) (B( 1 x (I+B s))+B( 3 (1 a 方 ) ) | 
二 81 1 _ 工 +B,1/1 911 
x {B( 气 1+te 7))+8( 气 (1 B a))) . 
人 


Cipsgrasp) = B(1—B— ;1 十 ga 十 8B 一 hj)+B(4 一 1 一 十 部 ;1 十 a 十 B 一 +4). 


(北京 联合 大 学 学 报 ,22(2) (2008) ,62 ~ 65). 2008 年 , 匡 继 昌 和 L. Debnath 利用 函数 
重 排 等 新 的 分 析 技 巧 ,得 到 了 具有 最 佳 常数 的 更 一 般 的 结果 : 


、 1 1 1 1 1 1 
» 9 一 之 | » » 
设 1 二 p,q 三 % sta>! 0<A=2 方 一 了 -+ <1l,h>1Wp>1 


K(xz,y) 是 (0,co) X (0,co) 非 负 可 测 函 数 ,并 且 满 足以 下 条 件 : 
(1) Klir,ty) = 11K (rx,Yy), tt>0,A4>0; 
(2) ”KK(1,w) 是 的 递减 函数 ; 


| KA Widu< oo, | KA Widu= Of), 4» 00, c=1,2. 
若 /'8 都 是 0,0) 上 非 负 可 测 孙 数 ,f E 12(0,0)，g € LC0,00)， 
JiR w/e drdy < Cp DL [el NflF Nel 
CPD fl, lgl,, (2. 24) 
式 中 CCp,9) 一 | KG,wDwidu 是 最 佳 常数 . [1 = sup{ 态 /* (Dst 之 0),/" 是 /在 
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(0,ce) 上 的 递减 重 排 . 从 (2. 24) 可 得 出 一 系列 重要 而 有 趣 的 结果 . 例如 , 取 K(x,y) = 


(x 十 y) 7 1 一 二 < 所 1 得 出 


人 7Cz)gCy) 
[Bearay < cep lll C2.25) 
式 中 CCp,9) 一 B(1 一 省 ,1 一方) 是 最 佳 常数 .这 就 解决 了 在 [1] 中 定理 339 ~ 340 所 提 
出 的 问题. 当 》 一 1 时 ,归结 为 共 屈 情形 , 方 十 二 一 1, 这 时 ， 


CCp,9) 一 一 工 


即 (2. 25) 归结 为 (2. 1). 
第 8. 将 求 最 佳 常数 转化 为 求 相应 算 子 的 范 数 
(2. 1) 式 等 价 于 以 下 算 子 范 数 不 等 式 : 定 义 Hilbert 算 子 了 工 为 


1 
Tf ,zx) = | (aH) Wy (2. 26) 
则 . 
LTA, TA; (2. 27) 
式 中 ,最 佳 常数 就 是 算 子 工 的 范 数 : | TI = 下 .于 是 ,我 们 可 以 考虑 具有 一 般 核 
sin( 方 】 
K(x,y) 的 广义 Hilbert 算 子 : 
TCf ,x) = | Kz fdy (2. 28) 
车 核 KCz;y) 是 (0,co) X (0,co) 上 非 负 可 测 函 数 , 且 满足 
K(ltr ,ty) = 1K (ry), :>0,， 4 二 0， (2. 29) 
则 
| TF 4, SC, | Fl, (2. 30) 
二 - 屠 1 Ge ondr) ,az = 4 ,1 Ep, 
esssup{| f(x) | x ), p 一 .co， 
[ KO id, lp<o 
范 数 | 工 || = C, = 是 最 佳 常 数 . 


| KOs! du, p=% 
0 


( 匡 继 昌 [351j2009(4) :386 ~ 395. 对 于 带 对 称 负 一 次 齐 次 核 的 Hilbert 型 序列 算 子 
的 范 数 , 见 金 建 军 [334152(2009),799 一 806) 

第 9. 复 分 析 方法 

1934 年 ,H. Frazer(L317]9(2)(1934),90 一 94) 先 证 明了 一 个 解析 不 等 式 : 设 f(z) 在 
贺 卫 及 其 内 部 正则 ,De ,Di 为 本 的 任意 两 条 直径 ,4 > 0, 0 为 直径 之 间 的 锐角 , 则 
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1 


sin (名)+ cos (多 0 由 | f(z) |* | dz|, (2. 31) 
2 


| | fC) | dz |< 
Do UD 


由 此 推出 


0 
Crancos(GCmn 一 D) (z 


和 2 7 十 天 十 工 


过 和 7 Silas. (2. 32) 
sin(z 2)+ cos(F 2 ) 2 一 0 
当 9 二 0 时 ,得 到 Hilbert 不 等 式 .而 当 m 十 1 为 偶数 时 ，(2. 32) 还 可 改进 为 : 


co aaaucos(m 一 D) oe 
S15 (3) A . (2. 33) 


m=0 n=0 m 二 nn 十 1 a je 
( 见 第 9 章 $2. 五. No.55 和 第 11 章 $2.No.42(13)), 在 这 个 方向 上 , 胡 克 [159] 有 
一 系列 的 工作 . 但 总 的 来 说 ,这 方面 的 工作 还 不 多 . 
第 10. Fourier 分 析 方 法 
1912 年 ,Teoplitz 利用 Fourier 分 析 方 法 直接 证 明 : 


> > as lol,. (2. 34) 
1 2 _ _ 
事实 上 ,由 元 -| (x—t)e™dt= ~ 二 即 可 得 出 
N N 
之 之 元 2 元 | xt) ee Dber de. (2. 35) 


对 (2. 35) 式 中 的 积分 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 即 得 (2. 34). 
恒等式 (2. 35) 有 一 ee 
一 1 2 _ i 1 惧 ! 决 t 
> > Ce = 让]， (#2) +t) br df， 


m 二 1] n= 


式 中 5 是 Riemann zeta 函数 . 对 于 正 整 数 1, 我 们 有 


N 


Yanb, 1 N 
和 2 和 2 CE | 2 (去 De” bre™ de (2. 36) 


式 中 (x) 二 (一 1 DIB, (z) 3 ，(0 二 工 二 1),，B;(Xx) 是 Bernoulli 多 项 式 ， 


g2n CT) 2 SS ga (Xx) 一 5 sae). 
于 是 ,我 们 由 (2. 36) 得 出 
SY Sanb, 
2 < el el: el,, (2. 37) 


式 中 ,|g 二 sup{| gi《z) 1:0 过 zx 过 1). 我 们 可 以 求 出 


3 


1 1 (— 1)* 
,| = ga(0) = 5(2n) = > ， ， 一 二 = . 
| gz, | gz2a(0) = El2n) 人 外 | gant | Bz2nt1 ( 4 ) uri 


我 们 注意 到 这 些 上 界 中 的 大 多 数 不 是 最 优 的 . 
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第 11. 将 Hilbert 不 等 式 从 L? 空间 推广 到 其 他 函数 空间 
(1) Orlicz 空间 
2006 年 , 匡 继 昌 和 L. Debnath 证 明了 一 个 在 加 权 Orlicz 空间 上 的 一 般 性 的 结果 : 设 
24 是 (0,ce) 上 的 共 配 杨 格 函数 , 非 负 核 久 (zy) 满足 民 (iz ,区 ) 一 收 KCz,y), 4 之 0, 则 
[KG wf ne Ydrdy SCg DN fol gl, C2. 38) 
式 中 


Cg; = Kaw () dt | Kee, Dyl )a， 


1 
p(y Cu)) 
| fl»; = inf {2 > 0: ,ol LAC.1 | ‘zd < 1 是 加 权 Luxemburg 范 数 . (Pacific J. 


Appl. Math. 1(1) (2008) M ~ 97) 

(2) ”Herz 空间 

我 们 先 给 出 Herz 空间 的 定义 : 

定义 1 设 a ER'， B. 一 { 一 (ZiyZ2z Ta) EGR": | 并 [| 委 25)， 一 B,— Bl, 
gx 一 go, 是 Di 的 特征 函数 . 0 二 p,q 二 oo. 则 齐 次 Herz 空间 Ks* CR") 定义 为 


KY? (CR) = {f € LRCR — (0) :| Fieeue < 00), (2. 39) 
式 中 


li = {D2 fp 1 8)” (2. 40) 

我 们 可 以 类 似 定义 非 齐 次 Herz 空间 . 当 p 二 ce 或 g = ce 时 ,上 述 定义 将 作 通 常 的 修改 

K22(CR") 一 L2CR") KZ22CR") 一 L?(| zledz). 因 此 ,Herz 空 间 也 是 L2CR") 空间 的 一 
种 推广 . 下面 将 KY“(R") 简 记 为 K. 匡 继 昌 的 主要 结果 如 下 . 

定理 1 设 wc 和 ER,0 志 户 二 coco, 和 >0, 1 和 过 gco wlz) = 二 x2, K(xz,y) 是 

(0,ce) X (0,oo) 上 非 负 可 测 消 数 , 旦 满足 KCir,ty) 一 坟 开 (zy)t>05 K(1,t) 在 OO， 


co) 上 有 紧 支 集 ; 上 T 是 由 (2. 28) 所 定义 的 广义 Hilbert 算 子 T:K 一 K 的 范 数 . 
(1) 车 GQ) 一 K(,De1# 是 (0, 吕 2) 上 的 四 函数 , 且 


| peiK (Dd < co， (2.41) 
则 
LTI <Cp0| erik dz, (2. 42) 
式 中 


2330TpT+2), 0<p<l, 
CCp，al) | (2. 43) 


1) 十 2)， 1 全 2< 


(2) 车 TH < ce, 则 
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[eK Dd < | 工 ， (2. 44) 
0 


我 们 定义 开 的 子 空间 : 
KF = {f € K.F(t) = Sup, | fltr) | K(1,t) 是 (0,co) 上 的 四 了 清 数 ). 
定理 2 设 0 二 g 二 1, a,p,K(x,y) 都 满足 定理 1 的 条 件 , | 工 上 是 由 (2.28) 所 定 
义 的 广义 Hilbert 算 子 T; KF > K 的 范 数 . 若 GCG2) 二 (1,Dt? 是 (0,c0) 上 的 四 函数 ， 
县 


站 Ka ,Dd < co， 


1 zl 区 CCpsoiao| HK ,dt, (2. 45) 
0 


式 中 


gi p+a+2"), 0<piq<l 


C(p,qa) = 2472(1 十 g)* (1 十 21"1)， 0o<g<p<=1 


2 十 9 (1 十 广 )G 十 20 )， 0<g<1l<p<i% 
若 TH 二, 则 
| pikK Dd | TI. 
([330]40(2009) ,193 ~ 200). 医 继 昌 还 在 其 他 的 蚂 数 空间 上 来 研究 Hilbert 不 等 式 . 
第 12. 对 我 们 今后 研究 工作 的 启示 
1. 从 以 上 的 分 析 不 难看 出 ,尽管 在 Hilbert 不 等 式 的 研究 中 已 发 表 了 几 百 篇 的 论 


文 ,还 是 有 大 量 的 研究 工作 在 等 待 我 们 去 做 . 例如 ,除了 以 上 11 个 方面 以 外 ,多 重 Hilbert 
积分 算 子 


Tf st) = | KO Wf dy, rER (2. 46) 
和 多 重 积 分 
| .| KCzs Wf) fy) dzrdy (2. 47) 
R R 
的 不 等 式 在 上 面 就 完全 没有 谈 到 . 写成 以 下 形式 : 
上 | Kz CD PCz dziedz， (2. 48) 


与 一 元 情形 没有 本 质 的 区 别 . 就 是 在 前 面 提 到 的 不 等 式 中 ,例如 ,将 (2.12)、(2.23) 中 ,不 
等 式 右边 函数 f,g 的 加 权 范 数 改 为 非 权 范 数 | fl,，|| g 中。， 相应 的 最 佳 常数 是 什么 ? 
仍 未 解决 . 在 本 书 第 3 版 中 提出 的 (2.2)(2.3) 中 的 最 佳 常数 问题 也 没有 解决 . 在 高 维 情 
讽 , 有 著名 的 Hardy 一 Littlewood 一 Sobolev 不 等 式 ( 或 称 为 弱 型 Young 不 等 式 )， 


设 prq 守 1, 0 二 A 二 nn， 亡 十 地 十 全 二 2, f E Lr(R"), g € Li(R"), 则 存在 最 佳 
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| | {Eady | < cp, ,zz | fl, lgl,, (2. 49) 


x | 工 一 


式 中 最 佳 常数 C(p,4,n) 满足 
1 S | 是 RR" 中 单位 球面 的 体积 . 当 户 = 9 = 二 时 ,可 以 求 出 最 佳 常数 为 


CCpsAsn) <aEi( 5 人 虽 
n A n 1 
Cpsasn) = Cn) = 二 (2. 51) 
r(n—3) 

但 当 p 关 9g 时 ,最 佳 常数 是 多 少 ? 仍 未 解决 . ([311]118(1983) ,349 ~ 374) Hilbert 曾经 说 
过 ,探索 一 个 难题 的 解决 ,常常 使 人 间 和 新 的 研究 领域 中 ,他 把 费 马 猜 想 比 作 一 只 下 金 蛋 
的 母 鸡 , 不 要 杀 掉 这 只 经 常 为 我 们 下 金 蛋 的 母 鸡 . Hilbert 不 等 式 的 研究 也 像 一 只 下 金 蛋 
的 母 鸡 . 

2. ”我 们 在 研究 工作 中 常常 磁 到 如 何 选 题 的 问题 ,而 且 希 望 选择 有 重要 意义 的 问 
题 . 首先 ,就 有 一 个 如 何 来 评价 Hilbert 不 等 式 的 各 种 不 同类 型 的 改进 和 推广 的 问题 . 为 
此 , 徐 利 治 在 L339]24(3)(2004),569 一 570 中 提出 了 衡量 不 等 式 价值 的 三 条 标准 , 即 真 正 
很 有 价值 的 不 等 式 应 具有 三 个 条 件 : 普 适 性 (普遍 可 应 用 性 ) ,优美 性 (简单 性 ) 和 精确 性 
《不 可 改进 性 ). 他 指出 ,不 等 式 的 研究 文献 中 ,一 个 常见 的 现象 是 ,许多 基本 重要 的 而 又 十 
分 优美 的 不 等 式 , 经 过 多 次 拓 广 后 其 结构 形式 往往 变 得 越 来 越 复杂 ,以 至 失去 了 由 简单 性 
与 对 称 性 来 保证 的 优美 性 . 对 此 ,我 们 的 观点 是 ,如 果 拓 广 后 并 没有 增加 新 的 应 用 面 , 则 这 
些 结果 虽然 也 能 在 海内 外 一 般 刊 物 上 发 表 出 来 ,但 其 真正 价值 毕竟 是 不 大 的 . (全 文 见 “ 北 
京 联 合 大 学 学 报 ”24(1) (2010) ,53 ~ 59) 


[ 


1] 一 


工 
p 


3. Hardy 不 等 式 : 设 > 1,f 在 (0,co) 上 非 负 可 积 ,F(x) = | fear, 则 


| (党 ) < (75) 上 crep]rdz (3. 1) 


了 


仅 当 f(z) 三 0 时 等 号 成 立 ,其 中 (二 了 ) 是 最 佳 常数 


自从 1920 年 Hardy 首先 证 明 这 个 不 等 式 以 来 ,已 有 大 量 的 改进 和 推广 工作 . 专著 
[27] 和 [21] 第 4 章 143 一 186 有 专门 讨论 ,收集 了 到 1990 年 为 止 的 174 篇 论文 ,但 收录 并 
不 全 ,1990 年 以 后 仍 继续 有 大 量 新 的 结果 发 表 ,[168] 则 收录 了 到 2005 年 为 止 的 296 篇 论 
文 . 下 面 仅 整理 出 常用 的 基本 结果 和 最 新 的 结果 (离散 形式 见 第 3 章 No.110 和 
第 11 章 § 2). 


(1) ” 设 f 在 (0,cc) 上 非 负 可 测 ,p 汪 1,r 关 1, 当 rr 之 1 时 , 令 玉 (x) =| fCde, 当 
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7 二 1 时 , 令 Fs(zx) 一 | fCar, 则 


tr a) < (Tn) (一 creoaz (3.2) 


当 0 二 pp 二 1 时 , (3.2) 中 不 等 号 反 向 , 仅 当 f(x) 二 0 时 等 号 成 立 . 式 中 二 1,2,r 二 也 
时 又 得 (3. 1) 式 ([11276, 定 理 330) 
当 p 实 1,r 之 0 时 ,我 们 用 到 以 下 的 方便 形式 : 
17 


(| LF (Cz)]'dz) < 过 (| ref Ca)) dr) ",， (3.3) 


17 


(| 7 [Fa) bdr) < (| ezf Cr)) ?dz) . (3.4) 


((3. 3) 式 可 用 Jensen 不 等 式 的 积分 形式 证 明 ,而 (3.4) 式 可 由 (3. 3) 式 推 出 ,证 明细 
节 人 参看 165]209 ~ 210) 
(2) 车 FEL2(0,co), 令 


本 oe oo 1/ 
Tf(x) = ET| fdy, Sg) 一 | 3y 1g(Cy)dy， | 了 | ， 一 (| If 1*) ". 
1/p 十 1/g 二 11,1 二 pp 过 %%, 则 Hardy 不 等 式 可 写成 : 
Ts sll, C3. 5) 


p 
lsg ll,< olf (3.6) 
其 中 全 I 是 最 佳 系数 . 下面 以 (3.5) 式 的 证 明 为 例 : 


固定 a 之 0, 令 yy 二 u, 则 当 y 一 时 ,x 二 4a, 所 以 ， 


T= 这) 


| TF I , = (| | Tf (zx) rdz) < 二 | (||) a) dy 


17” 


=- (的 电 


一 ao 人 2 有 1 ,| dy = pea 1 1,. 


( 另 一 种 证 法 见 [73]363 ~ 364) 
(3)” 设 ff 在 (0,co) 上 非 负 可 积 , 且 不 恒 等 于 零 , 令 


Fcz) 一 | fod fl, = (| 1 7 1“, 则 
当 妨 之 1 时 ， FI;, pl zf C0) | ,; 


当 0<p<1NH, 1 > 


1989 年 ,Bergh,J. 证 明 .车 0 二 pp 二 1, 则 
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F(.) np _\? 


1， 0 1 
仅 当 f(z) = 1 一 时 等 号 成 立 . 系数 是 最 佳 的 .〈《L354]. 1989 ,202(1) :147 
3 BW -一 
~ 149) 


(4)” 设 /是 (0,co) 上 非 负 可 测 函 数 ,p >> 1,a 关 一 1, 则 
17. 1/p 


(| Por)) rde) “二 Fer (), dz) 


| rpd, 若 s<2 一 1， 
式 中 F(z) 一 由 
| fl(2)dt, 若 a 之 p 一 1. 
(Kufner, A. ,Pokroky Mat. Fyz. Astronom ,1984,29(1) :29 一 40). 
a 二 PP 时 ,得 Fl, 志 p lzxfC) | ,. 
Boyd 利用 Hardy 不 等 式 证 明了 下 述 结 果 : 
设 f 在 (a,co) 上 非 负 可 测 ,a 宇 0,4 沁 > 0,p,g 之 0, 使 得 p 十 9 放 11,9 二 1, 则 
~ 944 ~ 3 1 ~ 24 9 
站 0] 仆人 jj 和 于 Leo de 
1 
1—a 
设 /在 (0,1) 上 非 负 可 测 ,1 二 嫁 < ce, 则 


[lp | (oa er < | [fz) J dr 


1 1 1 p 
十 二 [| [FPCz)]?dz 一 (J fc)az) 上 
(MR97c:26020) 


式 中 


是 最 佳 常 数 . 见 [323]1971,23:355 ~ 363. 


(5)， 设 之 gs1r 在 (0,co) 上 非 负 ,f € (0,o0) ,F(z) = | /dr = 名 一 1, 册 


~ Mi 1 2 rT (p/7) 六 
(小 = *LFCz)] dz) < (大 > 一) (FUDFCG = 175) fF gq* 
Bliss,G. A. ,[317]1930,5:40 一 46. 


(6) 设 1 记 p 志 吕 ,bp < 一 1,f 在 (0,co) 上 非 负 可 测 ,FCz) 一 | fea, 则 
下 za) < FA) UT) ， 


([338]1985,5(1) :86) 
(7) 设 了 在 (0,co) 上 非 负 递减 , 0 二 rr 二 pp cg 一 mintl,p)，a 一 p/gq， 


FCz) 一 [Fear, 则 


| (党 )z dz< (7 p 2) J frdz, 
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([133]300 ~ 301) 
(8) 设 Flz) = Lf,r> 1, = 
TJ0 a 
则 当 a 宇 2p 时 
co a 有 
| zo LP) de) 过 (wt!) | fF ,. 
[6 a 
当 @& 一 p 时 ,又 得 到 (3.1) 式 . (证 明 见 [731364 ~ 367) 
(9) ” 设 f 在 (0,oo) 上 非 负 可 测 ,Fi(x) 一 [| fea, F,(z) =| fd. 


@ 设 gp 之 1,A 了 一 1,F(z) 一 二 Fi(z). 式 中 4 之 一 1 时 取 & 一 1,4 < 一 1 时 取 
一 2, 则 


17 


”rarFCz)dz] <Cpa dT rarfo) dz] 
[= [ z)]"dz | < p92)| | x [A(z)] =| 
(Flett,T. M. ,Proc. Glasgow Math. Assoc. 1959,4;7 ~ 15. 在 某 些 特殊 情形 下 ,常数 


的 确定 见 [211150 及 所 引用 的 文献 . ) 在 一 般 情况 下 ,c(p,g,4) 的 最 佳 值 如 何 确定 ? 
© 设 g 所 p<0,(1/p) 十 (1/ 广 ) 二 1 若 a 二 0, 则 


”wl F ad 1 一 Ip | cadpl sd Ye 
(J PRD) Sriram (eA) de) 


若 w > 0, 则 
ee _1 179 |p| oo (Cat Dp 1/p 
(J Fn)yde) < Te) Ef de). 
( 见 Heinig, H. ,Real Analysis Exchange,1979 ~ 1980,5:61 ~ 81,[211168) 
(10) ”任意 区 间 上 的 Hardy 不 等 式 : 设 0 委 a<5 迄 co,1< 一 如 一 co, 则 当 c< 工 一 
1/p 时 ， 


[ afar < ef [zf Cz) lodzi (3.7) 
而 当 a 放 > 1 一 1/p 时 ， 
[ et fa adr < of lf Ce) Ndr. (3.8) 
它 可 推广 为 : 


b 工 b 
wz f(Ddtl "dz < c| jot) fr) ?drs (3.9) 


b 
uz)| f(Da| dr < |vCz) FCz) | ?dz. (3. 10) 
车 a 一 0,0 一 ceo, 则 仅 当 


17 


sa) OF) (eda) < 
计 ,(3.9) 式 成 立 ;而 仅 当 


1/ 


sup(| ult) ea) (小 GD [edt) “< ee 
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时 ,(3. 10) 式 成 立 . ([10712:819. ) 我 们 问 : 上 述 常 数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
1968 年 ,Izumi 证 明 : 设 f 在 [0,xj] 上 是 正 的 可 积 函 数 , 思 ,9 二 1, 则 


工 并 p 1/p A 
9 _P_ | a 
(0) ee) < 人 (小 
([396]j1968,21:277 ~ 291) 
1979 年 ,Kokilasvili,V. M. 证 明 


17 
f( 子 ) 一 f(z) Ea 上 


(| cn fea az) 二 c(]- |uczy f(x) raz) (3. 11) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
B= sup 人 (| | ulz) dr) (| |vC2) Tar)” < co， (3. 12) 


式 中 1 二 pq 三 o,1/p 二 1/p’ = 1. (Soobse. Akad. Nauk Gruzin,1979,SSR96(1) :37 
~ 40) 
车 C* 表示 (3.11) 式 中 C 的 最 佳 常数 , 则 
BC <Bpi pO 0 一 二 <co). 
而 当 p 一 1 或 p 一 吕 时 ,C， = B. (3.11) 式 中 | 了 换 成 | 7 仍 成 立 . (类似 的 结果 见 
[21]157 一 160 及 166 ~ 171) 
(11) 设 1<p < 一 co, 太 在 (0,D 上 非 负 可 测 , 使 得 F(z) = | /fae ~, 


本 所 (0,1), 则 


1/p 


(小 ER Es p{| a” (| ljnz | f(z) )"dz) 


Pachpatte,B. G. 还 利用 Fubini 定理 考虑 了 多 元 情形 . 
(Fasc. Math. 1999 ,30:107 ~ 112).1992 年 ,作者 还 证 明 ， 
“ dz 4 dz 1 dz 
| [Feo 了 了 至 和 cj| [fr)lnz 了 J 营 , 式 中 F(x) = re RAG 对， 
1 < 所 六 去 Oo, 当 (a,b) 一 (1,5) 时 ,了 一 (xr,b)，, 当 (a,b) = (0,1) 时 ,了 = (0 ,和 工 ) 
(L388]1992,23:773 ~ 776) 


(12) 设 p 交 1,K(z) 守 0,L(f,zx) 一 | KCzy) fdy 是 了 的 广义 Laplace 变换 . 


| KO)zrtdz 二 g(a) 二 00,0 过 a 二 1. 则 
LOA ,< p/p) zc fe) | ,, 
Tz PL < p/p AI， 
特别 当 K(x) 二。 7 时 ,gp(1/p) 一 PC) PLD) 二 (1/p ,1/p 十 1/p 一 1. 这 时 
LCfsz) = | esf dy 是 了 的 Laplace 变换 , 当 1 一 户 过 2 时 ,成 立 


1 


1LP ly < (2) | fF,. 
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(Hardy,G. H. ,[317]1933,8;114 ~ 119 和 [1] 定理 350,352) 


1/p” 
我 们 问 : (好 ) ”是 否 为 最 佳 常数 ? 
若 f,g 和 K 是 (0,co) 上 非 负 可 测 肖 数 ,1 二 pp 二 0,1/p 十 1/g 二 1. 则 


1/p ce 179 
0 


网 | , Ken) fone drdy < 5)| | ,fn) Yar] 中 [eco]dz] 


([64]196) 
(13) ”Schur-Hardy 不 等 式 : 设 K(xzr,y) 是 (0,co) X (0,ce) 上 非 负 可 测 函 数 , 并 且 为 
一 1 次 齐 次 ,使 得 


Cp) 一 | KGWy dy < oo. 1 之 p 二 co , 则 下 述 积分 算 子 工 ;L*(0,co) > L2(0， 


co) ,TCF,z) = | KCz,y)fCy)dy, 成 立 


TAN Cp) NF,. 
特别 地 , 若 K(x,y) 一 rz "pe(y) ,ES= [0,x],1/p 所 r 式 1 , 则 


IT771,< (Ce 1 fl 


一 D 
1 pir) 
(它们 的 推广 见 [54]2:277 ~ 286,459 ~ 460,[21]171 ~ 172 及 所 引用 的 文献 ) 
(14) Levinson 不 等 式 : 设 pp 放 1,f(x) 守 0,wlX) 守 0,7 计 0,w 在 (0,co) 上 绝对 连 
续 , 若 31 > 0, 使 得 
1 pe 


式 中 a 


a.e.xXE€ (0,00). 
记 
z co 1/p 
F(z) = [zw aT | fw dr. | fl ,= (| | 子 1*) . 
则 
FI, AF,. 


([324]1964,31:389 一 394,[21]150 ~ 151) 
1987 年 ,Pachpatte,B. G. 将 上 述 结果 推广 为 : 


[Ge nr 


式 中 当 a 之 1 时 记 二 [0,xj, 当 a 过 1 里 = [zx,co). 还 可 用 满足 gp 之 (一 1/p) (9 )? 
的 g 来 代 蔡 p 罕 . ([357]1987. 13(2):203 ~ 210) 


(15) ” 设 f,g 在 (0,co) 上 非 负 可 测 , 并 对 xz 汪 0, 积分 G(z) = | gd, Fz) 一 


| Fepecpd Ce 人 >1) 或 FCz) 一 | rpgcod (c 一 1) 存在 . 则 ; 
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四 车 0 一 5 二 colp 之 1ic 1,| [FGz?]?*[GGz)] g(r) dz 收敛 , 则 


1/p 


(Pe Proc sdr) < (i) (J Yo Ta cr) dz) ; 


若 0 过 pp 过 1,c 一 1 则 不 等 号 反 向 ,其 中 系数 换 成 7 


li—e 


因 车 4a 守 0,p 守 1c 一 1. | CFOz) [GCT g(r)dz 存在 ,由 


1/p 


oo0 / co 
| [Pe pro) gC de) “二 (让 = L/D YG gn)dr) ， 

车 0 <p 世 1,c > 1, 则 不 等 号 反 向 ,其 中 常数 之 - 换 成 -之 

当 c == 1 时 ,将 F(x) 改 记 为 

F(z) = [fawacp 宇 D 或 F(x) = [fe do <p<L. 

车 pp 宇 1,6>> 0,| [F(z) LG g(r) dz 收敛 , 则 


让 [FD YIGDT gC dr) 


Ee ?人 FFCz)]z[LGCz7] 壮 ! | osg 2 ] zeoaz) ， 


若 0 一 p 二 1,a 一 | [FCz)]*[GCz)]gCz)dz 收 倒 , 则 


全 [FC PEG J g(r de) 


oo . 1 
>z||. [7(z)] [CC log CO ] coaz| 上 


(Copson, E. T. ,[392]1975 ~ 1976,75,13:157 ~ 164) 
(16) 设 了 在 [0,ce) 上 非 负 递增 连续 ,g(0) 一 0,g(Cce) 二 co0,T>>0 时 g(x) 二 0, 令 


FCz) = | yag (a>>D 或 F(z) = | fdg (a 1). 
若 记 宇 1, 则 当 a 二 1 时 ， 
”pp p 1 p 户 “人 ,pp 
| F dg 十 -一 TS8(CO) [FC6)] < (xz 一 | f dg; 
而 当 w<< 1 时 ， 
oo 四 p 1 p proo 
| grFrdg + ea [F(a < (二 | sr dg. 


当 0 < 之 pp 安 1 时 ,上 述 不 等 号 均 反 向 , 仅 当 p= 1 或 了 二 0 时 等 号 成 立 . (Imoru,C.O. ， 
[37411977 ,20.307 ~ 312) 


(17) ”高 维 Hardy 不 等 式 : 设 p 汪 1， -> 广 ， Flr) — F(0) = F(r,0) — F(0,0) = 


| fam dr, fz) = f(r,0). | zx | 二 7, 则 
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| ECz) 一 下 (0) 1? p | fz) ?ol 
(i | zi* dz ) <pesl|e | zx 1 =] ” 
(Ding. Y. [340J]1981,1(1) :31 ~ 39， 此 外 匈 [338]1985,15(1) :85 ~ 86. [21]172. 
[5417:3 ~ 16) 
x b 1/p 
(18) ”加 权 Hardy 不 等 式 : 令 F(x) 一 | fat. | 大 | ov = ( | lu ) ; 则 
Fl, el Fly, 
Oguntuase 等 就 ww(z) = 二 XY? u(x) 二 1,0<a<b 人 ol<pr<%0,1/p+1l/g 


十 1/r 一 1,p af ,rr 分 别 为 p,g,r 的 共生 指数 , 求 出 
c 一 gr [1 一 (a/b)” [301]2000,241(1) :73 ~ 82) 


设 f 在 (0,co) 上 非 负 递 增 , 1 二 pp 之 g 过 oo0.w,wu 为 非 负 权 函数 ,F(z) = 二 | far. 


则 
| 天生 clAILo 成 立 的 充 要 条 件 是 ”max(Bu ,Bi) < co， 


oo 179 oo —1/p 
式 中 B。 = sup([ Go— zw dt) (| ude) ， 
Bi = sp 人 Da 个 (六 ea” 


1 
(Heinig, H. P. 等 ,L323 11993,45(1):;104 ~ 116) 
1997 年 ,Burenkov,V.I 等 证 明了 差分 型 加 权 Hardy 不 等 式 : 
设 0 < p 过 ,0 二 a < 雪 coy0 < 去 p< COO,TWwWuU 是 (0,a) 土 非 负 权 孙 数 ,使 得 
u(x) 一 b+ [wd [uDar < cru (x) ,x EE (0,a). 
并 0 
车 存在 a > 0,0 二 8 二 1, 使 得 
WT 一 WW《 守 ) 过 Bulz),xE (0,min{1,a)a),f 在 (0,x) 上 可 测 ,x E10,aj, 则 33 
常数 Cl ,使 得 


(| | ro acDd) 


<af{[eco | Fo pa] + (ye 一 Fop lady dxdy) “| 
(L302]1997 ,1(1):1 ~ 10) 
1999 年 ,Peter,W. 等 证 明了 三 维 加 权 混 合 范 数 Hardy 不 等 式 : 设 1 委 户 委 记 委 关 < co， 
0<<auasyas < 必 co0<a<0 委 coqg 一 1 一 Lp 十 17/z， 则 
p/p 


[ | Th 上 [下 ys | fyst+ 2) |dy | ” dzdz| dz 


站 
p Arg 7 p/p1 
< (- 卫 ya 
(za ) (zs 0 | | f(y,z) | dy | dz 
L301]1999,234(1) :287 ~ 292) 
加 权 弱 型 Hardy 不 等 式 : 设 1 p,qg 之 00,x 二 (Xi1sX2) € Ri = (0,00) xroeo) 
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f(x) ,wlz),ulz) 在 Ri 上 非 负 可 测 , 记 
(Tif) (zx) = | favandn, (T,f) x) = | fer) dnde. 
Ti,T; 称 为 二 维 Hardy 算 子 ,下 面 统一 记 为 工 . 

fl (| 。1 ez) ound) 


1/p 


若 3 CC > 0, 使 得 
| TF ls SS el oo， (3. 13) 
则 称 (w,u) 关于 算 子 工 为 强 (p,q) 型 权 对 . 


l/g ， 
车 (| udr) SEN (3. 14) 
E, [ed 


五 , = {r= (zr2): (TH) x) > a}. 
使 (3.13),(3. 14) 式 成 立 的 c 的 下 确 界 ,分 别称 为 算 子 工 的 强 、 弱 范 数 . 记 为 上 工 外 ， 
| 位 下 。。 
Muckenhoupt,B. 证 明 ; 若 (w,u) 关于 算 子 Ti 为 强 (p,p) 型 权 对 , 则 


mm feo EE 并 pl 
sup (| | wel st ) df dz ) (| | [ua ,£2) FT dh dtz ) < oo. 


XT] ro>0 


但 已 找到 满足 上 式 的 (xw,w) 不 能 使 (3.13) 式 对 于 所 有 成立 (1 过 p 二 co). 因 此 ,作者 分 
别 于 1978,1984 年 指出 ,给 出 高 维 形式 的 加 权 Hardy 不 等 式 的 权 函 数 特征 ,是 一 个 有 意义 
而 又 困难 的 问题 . 1989 年 , 丁 勇 证 明 : 

四 若 1 委 pq<co, 则 (wx) 关于 算 子 TT 为 弱 (p,q) 型 权 对 的 充 要 条 件 是 


1 下。 一 sp (| | wo fz) dtidt ) uc :dd < oo 
四 车 1 过 pg 二, 则 (wyu) 关于 算 子 Ts 为 弱 (p,q) 型 权 对 的 充 要 条 件 是 


Tz fr 173 co fo 入 
| 了 2: | 由 一 Sup (| | w(t 'ta) dtidts ) ( | u(t ,dd < 00， 


XT >0 2 


式 中 1/p 十 1/p = 1.(339]1989,9(4);569 ~ 575) 

其 他 文献 见 [368]1984,33(2):257 一 270;33(3) :360 ~ 361;[329]1972,34:31 ~ 38; 
1988,88(3) :209 ~ 219; [308]1990 ,109(1):85 ~ 95; [301]1990,149;17 ~ 25;1987， 
122(1):7 ~ 15,1991,160:434 ~ 445; [374]1981,24(4) :393 ~ 400; [388]1990,21(7): 
617 ~ 620. [21]176 和 专著 [27]( 列 出 84 篇 参考 文献 );[50]271 一 288 等 . 

(19) ”高 阶 导数 Hardy 不等式 :Kheinig-Kufner 指 出 : 设 1<z 委 gg<co,j 为 (0,co) 
上 非 负 可 测 函 数 ,wo ,ol 为 非 负 权 函 数 . 令 


FCz) = | fod. Flos = (| 1 Ar lw Cx)dz) 


1/p 


则 
| 下 二 CA (3. 15》 
> El CHF | . (3. 16) 
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于 是 ,(3. 15),(3. 16) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
sup (wa) "(a ed) = C, 一 co， (3.17) 


0< < ce 


. 式 中 jp 二 F710) 二 0, 若 将 (3.15) 式 中 F 换 成 | f(Ddts 则 (3. 17) 式 中 
17 


EE /p’ oo 了 
(| Lo DJ) “ 换 成 (| [or DT dt) " ,以 及 下 (0) 二 0 换 成 F(co) 一 0. 
更 一 般 地 , 设 1 一 训 和 受 9g 一 com EN 下 满足 Fo(0) = 二 0,0 过 有 过 mm 一 1. 式 中 约 
定 Fo (0) 二 FF(0). 当 mr 志和 m 二 nn 一 1 时 FW (co0) 一 0, 则 
TFI SC F™™ | » 
成 立 的 充 要 条 件 是 非 负 权 函 数 wo ,ww 满足 : 


17 


sup (| wo rnd) (os ra) 一 Ci 一 co 和 


Oro 


1/ ce 1/ 


zx 2 ， ， p 
sup (| wn (De dt) (| wm? (DE YP dt) = C: < co， 
式 中 1 二 LA 一 1,1/g 十 1/q 一 1 
(Proc. Steklov Institute of Math. 1990,192(2) :113 ~ 121) 
Kufner 等 在 [5416 中 还 给 出 了 形 如 
| fly Co | 
的 高 阶 导数 Hardy 不 等 式 成 立 的 充 要 条 件 , 式 中 wo ,wi 为 非 负 权 函 数 ， 


1 l/g 
| f | = (| | f(x) lwo lx) dz ) ,1 pg. 


类 似 的 结果 见 [27],[211176, 近 期 工作 见 Nasyrova, Masha 等 [L30211997,1(3):223 
~ 238, MR94h:26018, MR97i:26021, MR98g:26017; [392]1999,129(5):947 ~ 958., 
Math. Bohem ,1998,123(3) :279 ~ 293 等 . 

(20) 分数 阶 Hardy 不 等 式 : 设 了 在 (0,co) 上 局 部 可 积 ,Pp 之 1, 当 x 一 0 或 I 一 % 


时 二 | fCDdr 一 0. 著 a 之 0,1/p 过 B<< 1, 或 a < 0,0 二 B8<<1/7, 则 


| | f(z) [zdzr Seo) | fz) 一 二 | fea 12z2 dzxs (3. 18) 

| fon padz 和 co 且 | | | ft) — fl? | zr yl tidrdy. (3.19) 

(Krugljak. Natan 等 ,[308]2000,128(3) :727 一 734. ) 我 们 要 问 , 式 中 cla)，, c(p,8) 
的 最 佳 值 是 多 少 ? 此 外 , 见 [302]1997,1(1) :25 一 46) 

(21) 1998 年 以 来 , 杨 必 成 等 对 Hardy 不 等 式 作 了 一 系列 改进 和 推广 . 例如 , 设 
0<a<b<i%,1<pi ,1/p+1l/g=1,f(r) 守 0,f 关 0,f EL?(0,00), 令 


F(x) = 二 | far. 1 Fl, = (| | 1*)“; 则 


@ Fl <er 一 (ev NF),. 
© 1 FI|,<aC,Ca,ob) | f 1 ,. 
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t/q spl 1/p 


式 中 Cy(ayb) = mex {37 A 中 [- (全 ) ] d] ， 


a<z<b| 9 i 
pr- [1 一 (a/5)'*]= CCab) < 1— ca/by’. 
四 a 二 0 时 ， 


IF < 人 (EJ) 


@ 人 (res az <2f). ri- Ca/ ty I CD Jd) 
([301]1998 ,217(1) :321 ~ 327;[326]1999 ,22(3) :535 ~ 542) 
(22) ” 胡 克 对 Hardy 不 等 式 的 改进 和 推广 见 江 西 师 大 学 报 2000,24(2) :95 一 98、 
(23)” 设 ff 在 (0,co) 上 局 部 可 积 , 1 之 pp 声 2o， 则 
i 
“ dzx|” 
工 


1 _ | Fa 一 工 | fwd 
< 一 | 
< (个 | 区 


右边 不 等 式 对 ec > 一 I 成 立 , 而 左边 不 等 式 对 天 0 成 立 , 式 | 当 w > 0 
时 ， im 二 | CD 全 一 0 而 当 e < 之 0 时 ,lim 二 | rpd = 0 


1 [~ | f(z) 
cw (| 


(3.20) 


由 此 推出 ，(3. 20) 中 左边 不 等 式 对 a 了 关 0 和 (0,co) 上 有 紧 支 集 的 局 部 可 积 函 数 成 
立 ， 


机 


2 
2 


寺 ([ | fa) 1 dr) <( [raD — [70a dr) dz <a 1 f(x) iaz) ， 


若 上 在 (0,ce) 四 二 委 coy a ER ， 则 
站 | < Cla,p) (小 和 党 L fz) — fy) ?ay zdy)” ， (3.21) 


| xz—yl™® 


式 中 


Cla,p) =2(1+ 1 ) 
sl 


p 
而 且 当 广 二 a 二 1 时 ， lm 1 | fd =0, 而 当 0 之 a 之 地 时 ， lim 二 | fod = 0. 


(L08112803) C1000) ,727 ~ 734) 
(24)” 设 ff 在 (0,co) 上 绝对 连续 ， 1<p<%, 0 二 a 二 1, 则 


人 [| | f(x) ~ fy) 1? dzdy 小 < <c(| | f(z) bzaroodz) (3. 22) 


| 工 一 | 产生 
文献 同 (23). 我 们 癌 C 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
(25) 设 0<z<ay,bp<2 时 Fl) 一 0,b>2 时 7 庆 0) -0. 
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车 f € W;(CQ)(Sobolev 空间 ,其 定义 可 见 [75]). 则 
1 ae) rcep 3.2 
站 ep Lz dz< (T2317) ,1 (2) za (3. 23) 


([75174) 
(26)” 设 f,u,w 是 R* 上 正 的 可 测 函 数 ,BC(z) 是 中 心 在 原点 半径 为 xz 的 球 . 记 
1 
T(f,7x) = exp TB T | ,ogf Cay, 
则 
I TF CA (3. 24) 
式 中 | 7 = (| fv) , 0<p<a<~. 


(Proc. A. Razmadze Math. Inst 129(2002),17 ~ 27) 


(27) 设 f 在 (0,co) 上 非 负 可 积 ,gp 是 (0,co) 上 的 本 函数 , 则 | 9 (二 | ,72a) 坚 


一 dz 
<| crcz) 经 


[303]8(3)(2005) ,403 一 417 
4. Carieman 不 等 式 . 设 f(zx) 二 0, 则 


De 1 x PP 
| ep], nf da 一 人 | fz) dz. (4.1) 


它 是 No. 3 中 Hardy 不 等 式 (3.1) 当 p 一 1 的 情形 ,系数 e 是 最 佳 的 .1928 年 ,Knopp 
证 明 . ( 见 [317]1928,3:205 ~ 211) 离散 形式 见 第 11 章 3 2. No. 38. 

Carleman 不 等 式 有 许多 改进 和 推广 . 

(1) Levin 不 等 式 : 非 负 函 数 f 的 加 权 几 何平 均 定义 为 


GCf sw) 一 op [20], Of . 
式 中 权 函 数 w 满 足 :w (i) 宇 0,w(0) 一 0.z-co 时 wz) 一 coz 一 0 时 w(Cz)lnw (z) 一 
0, 于 是 w(x) = | w (Ddz. 著 g(x) 之 0,g 是 g' 的 积分 ,w 是 o' 的 积分 且 w(z)lng(z) 一 
0(z 一 0), 则 


| gC)Gf Ce) sw) dr 二 | FC) fz)dz. (4, 2) 
w(x) x) , wlx)g (x) 
式 中 F(z) = gCz)exp 人 1 oz tr gr)) 
特别 , 设 和 0,c 为 实数 , 则 


| xGf a) ;XT ) dx < ep 人 十 1 


A 


ef nar (4. 3) 


从 
(类 似 情 形 见 [21]149 ~ 150) 


式 中 系数 ep 人 | 十 1 } 是 最 佳 的 ， (Matem. Sbornik 4,1938,46(2):325 ~ 331) 
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(2) ” 设 f 在 [0,1] 上 非 负 可 测 , 则 


| 
— lJo 


f 
1 
| 
0 
(MR97¢c:26020) 
(3)” 设 wlz) 满足 :DH w0)= 二 0，@@ auw(co) 一 co， 图 w(z)>0,r>0. 


车 | PCDexp (二 二 | nfDdr]d < < | hc fr)de, (4.5) 
则 
,mVerp (se) Olgae)ay <| hay)dy, (4. 6) 
式 中 hg) 二 hoy jw (Cy) p(y) = w ypewCy)]. [21]153 ~ 154) 
5. Carlson 不 等 式 : 设 f(x) 宇 0,f(z) 关 0,f,zxf € LL(0,c0), 则 
(7) <0) 7) GD 
式 中 x 是 最 佳 常 数 ,相应 的 级 数 形式 见 第 11 章 $ 2. No. 35. 
令 * 一 | /7*，a 二 | (zf)*, 用 Cauehy 不 等 式 ,有 
人 人 -由 


2 


) 
ot sx: | 


去 fot se’)] [e+ ‘dz |= x vVG 证 毕 . 
(5.1) 式 已 有 许多 改进 和 推广 , [21j 第 8 章 专 门 讨 论 了 1935 ~ 1990 年 的 一 部 分 成 
果 . 
(1) ” 1936 年 ,Hardy 证 明 (5.1) 式 与 下 式 等 价 : 


[Fe < 77) 2). (5.2) 
仅 当 f(xX) 二 cexp( 一 czt) 时 等 导 成 立 . 
(5.2) 式 的 推广 是 下 述 Sz-Nagy 不 等 式 : 设 sa>0,p>>1lr 一 1 二 ca 一 加 /bp 则 
| AL a 《rp25 人 2 人 7 
ab TLH/T p—1l\ oa 过 / || 辫 
ltld< [aH(s: 5 )] fis fF" | 


tv Tl 十 十 wv) 
式 中 b> 0,H00) = PA TTT 


设 了 在 [a,6] 上 非 负 递增 ,g 在 [a,6] 上 非 负 递增 连续 可 微 ,pe ~ 0, Dp 二 1, 则 


b 好 a 6 p 
| (ll et) 了 之 ll (| se7) (5. 3) 
车 f 改 为 递减 ,gi (a) = 0, Vk， 则 不 等 号 反 向 , 见 网 Pearce,C. E. M. 等 ,Handbook of 
analytic-computational methods in applied mathematics,465 ~ 505,Chapman, FL ,2000. 
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(2) ” 设 f,g 在 (0,1) 上 非 负 递 增 ,a,b 之 一 1/2, 则 
e+ 人 (ea 


1 


> (ze+D(20 二 1D1{ 人 zf) (| 8 )+ 二 (| of) (| ye (5. 4) 


0 


仅 当 f(x) = f(0),g(y) = 二 g(0) 时 等 号 成 立 . (更 一 般 的 了 ~ 262) 
(3)” 设 ff 在 (0,o2o) 上 非 负 可 积 ,p 汪 > 1,4 二 0, 则 


1 


| 7< cw (J zr) 仆 zo fp ) (5. 5) 
0 0 0 
2 、1- 广 
[rG 产 7 | 
式 中 CC 一 2 . 
2M(5) 
(Gabriel, R. M. ,[317]1937,12:130 ~ 132) 
4 设 0,00 人 负 。 9 人 9 9 攻 sb 二 A ,由 
(4) 设 了 是 (0,ce) 上 非 负 函 数 .加 9 > 1 > 0 一 友和 牛 页) 太 十 页) 则 
7<c ya (小 Treo， (5. 6) 
o 0 
a B loa-B 
式 中 C= ( 工 )( 工 )e TIP Toa-p 是 最 佳 常 数 
如 Q+rGTee ) 
当 p 一 1,g 一 1 时 ,得 到 
| 7 一 | ep) fy (5.7) 


式 中 a = B= 一 人 《我 们 假设 上 述 所 有 积分 均 为 有 限 . ) 
(Levin,V. 1 [21]P263 ~ 266. [2]176 ~ 177 利用 Holder 不 等 式 给 出 一 个 简洁 的 证 明 ) 
(5) 设 和 在 (0,ce) 上 非 负 可 积 , 则 
Era 人 Ga 
(Klefsj5,B. ,[21]269) 
(6) 设 和 在 (0,cc) 上 非 负 递减 ,a,b 之 0， p> 1,1/p 十 1/9 一 1. 则 


[ zfAC 上 Ze2 上 “(| ef 1 (5.9) 
， (7) 7) : 

/ /gq 
式 中 CC 一 “中 二 | 组 二 二 (Volkov,V.N. ，(5.9) 式 的 进一步 推广 见 [21]269 ~ 


273) 
(7) 设 Fg 在 (0,ce) 上 可 测 ,g 可 微 ,g(0) 一 0,g(co) = 二 ceo, 而且 
0<a= inf(g (zx):zxz € (0,00)} < 00, 则 


(7) < (£) (oF) (er) 
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(Barza, Sorina,[ 33011998,29(1):59 ~ 64) 

(8)” 设 ff 在 (0,co) 上 非 负 可 测 ， 0 < a < 1) 1 和 ,<<co, 则 
『 LA2ar< ce iA) ar) dx “ 仆 Cf x) zr dz) ， 
0 z 0 工 0 z 


ZX 
(证 明 见 [301]1984,100(1) :302 一 306) 


| .7< Vu (fA) (ef) (5. 10) 


V2x 也 是 最 佳 常数 . (Barza,S. 等 [302]1998 ,2(2) :121 ~ 135) 
(10) 2001 年 ,区 继 昌 -Debnath,L. 证 明 ; 设 ff 在 (a,co) 上 非 负 可 测 ,a 0,0 达 8 过 


pp 一 1 过 a 二 十 ; 一 1,S， = zfs, = zer 着 0o<S,S<c 则 1e Lavco), 且 


p 
(7) < eB) (fe) 1 
仅 当 f(z) 二 (Spzx" 十 Sx?)“?* 时 等 号 成 立 . 式 中 
CCpayp) = 上 (Ser + Sx) dz 0. 


一 PpP—ag 成 一 应 _ 
pla— PB) "A pa Sev) 为 Beta 函数 . 


特别 p= 二 gg 二 a 二 2,8 二 0 时 ,(5.11) 式 归结 为 


(77) < (eaereren(B) (仆人 = 
仅 当 f(x) = (Si 十 Sox?) ”时 等 号 成 立 , ([301]2002,267(1):395 ~ 399) 
杨 国 胜 等 的 工作 见 [388]1999,30(10):1031 ~ 1040. 
6， ”Griiss 型 不 等 式 :我 们 在 第 一 章 8 3 介绍 了 Griiss 不 等 式 (3. 133) 及 其 改进 和 推 
广 ,由 于 这 类 不 等 式 在 统计 .编码 理论 .数值 分 析 等 领域 均 有 重要 应 用 ,本 章 介绍 它 的 进 一 
步 推广 , 称 为 Griiss 型 不 等 式 ， 


Q) 设 frg ELtawb], 记 A(P 二 ;|f， 则 


1AGfe) 一 ACPACe) (< | [fCx) 一 ACP)][g(z) 一 ACg)]dz， 


取 f(x) = g(x) = sgn(x— 的 
jc) 十 FJCO) 二 1 6b Wp f(6)— fa)’ 
| 2 -An|< 1 We 0 oa 

I 
bo—a 


1/g 


f(D f) 
6—a ” 


-apeee 


SUP 
rxE ab) 
令 P>™ ;得 


f(D fla) 1 0) ffla) 
A 4aCD|< 下 | 六 en LO /0 | dx， 
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(Dragomir-Mcandrew, [L330]2000,31:193 ~ 201, 和 2002,33(3):241 ~ 244) 
设 M=sup{f' (xz):z€E[a,b])})<oo m=inf{f (zzE[a > 一 co 二 NM 


则 
ACP 一 fb) + fla) < [f(D) -一 fo) — mb — a) [MOG— a) 一 fC6) 十 f(a)] 
2 2CM— m)(b— a) 
之 Mm tbe, 
特别 车 fw = sup{| fCz) |:x € [a,6j) 之 0, 则 
ac LH 下 | 1。 


(Agarwal,R.P. 等 . Computers Math. Applc. 1996 ,32(6) :95 一 99) 
1998 年 ,Dragomir. S,S, 等 证 明 : 设 /在 La,g 上 RS 可 积 ,m 志 jz) 委 AM 
| ECz) — g(y) | 和 Clz 一 y| ,zy 后 [a,5j, 则 


6 5b 
ae 一 三 | 二 So 一 mo 


(| | fF) foldr)’ 去 


和 2 
re | fay dz 


(MO— m)?’ 
~. 


1 
ACQ) 
二 MO— fo (fo— m) 委 


式 中 Q==[a,b]， pu(Q) =5 一 ao 太一 -| .7 ([330]1998 ,29(4) :287 ~ 292) 
ACQ)Ja 


2000 年 ,Dragomir,S. S. 证明: 设 f,g 满足 Holder 型 连续 : 
| FFGz) 一 AD) IM Izr—y|,| g(r)— gy) | 委 M |z 一 yy] 
0<a;8 和 1, 则 
RN NM (0 — a)™te 


| A(fE) 一 ACDA(eD) I< rir ray 


([330]2000,31(1) :43 ~ 47) 
下 面 设 (X, 》) ,pm 为 测度 空间 ,EC X,u(E) = 1. 
C2) 若 f ELCE), 则 
| 17 [< fl. 
E 
(3) 设 f,g €12(E), 则 
A A 
(4) 设 f,g ELY(E), 生 mf(z) Mm g(x) RM aezE 开 . 则 
red .pda |< Hom a mm). 
E E E 4 


车 | 了 一 0, 则 | ,11 和 < 二 (M4 一 mm). 


推广 到 加 权 情 形 ; 设 是 EE 上 非 负 权 函 数 , 记 w(E) = [wcz)dus 则 
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I fgw )u(E) 一 (| fo)( fg0)|< Fo0% —m) Mm ) Cal EY 


(E = [a,b] 人 4;24 ~ 28) 
(5)” 设 EE,,,(f) = 二 inf | f 一 PP; |), 式 中 P,(x) 为 nn 次 代数 多 项 式 , 若 f,g E 


L2(E), 则 


5 ) < Eo Cf) Eo (g); 


J (J) (a) < Be Ee) 


若 [f=0 则 | 171<E.D.. 
(Li Xin 等 ,[301]2002,267(2) :434 ~ 443. Pachpatte 还 得 出 二 重 积分 的 Griiss 型 不 
等 式 , 见 L301]2002,267(2):454 ~ 459) 
(6)” 设 alz) 在 La,51] 上 递增 ,车 f,g 在 La,o 上 同时 递增 或 递减 , 则 
(| 7aa) (| da)< [ao 一 <(o]| /gd 


若 三 递增 而 g 递减 , 则 不 等 号 反 向 . 
(7) ”利用 (1) 中 的 记号 , 设 f,g 在 (a,5) 上 二 次 可 微 且 


[Fl = sup{{ fF (zx):x € (a,b)} < 0%, lg eo”, 
则 
[ACfe) 一 4CDACe) 一 去 yea). (* 一 “了 ) fx) gx)) dz 
< gp) HF | ge) + gD | fx) DBCz)dz， 


式 中 


; 训 (t 一 a)?， a 过 t 信 并 ， 
B(xz) -| | K(x,t) | dt， K(xz,t) 一 
6 ztb. 


([330]34(2003) ,365 ~ 369,38(2007) ,111 ~ 120) 
(8)” 设 fg 在 [0,11 上 可 积 , 0 过 f,g 牵 1, 则 


jt (De)t (1 /a ) (7 1)<# 
式 中 EE= {z€[f01];f(z) g(r))}, B= [0,1]— E.C[304]2005C4)) 
7 Heisenberg 不 等 式 : 设 1,f xf E EGRO Ai = (| 174) ， 
fw) 一 | fCDe*e di 为 的 Fourier 变换 , 则 
1) (FNES21 zf :fF |;. (7.1) 
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(2) Yio 9 CUO € R:! ,成立 
2 2 2 2 上 大 
(co 1 70 Pa (Comm) | feo) ldo) > (一 二 (7. 2) 
注 设 /EL(CR') 且 1f() € L:(R'), 称 了 为 窗 函 数 . 
一 本 站 wt fC 1*dz 称 为 窗 函 数 王 的 中 心 


or 二 和 人 一 @ 170 由 称 为 窗 函 数 ,7 的 半径 . 2or 称 为 了 的 宽度 ,于 
是 (7. 2) 式 可 写成 
? (7. 3) 
仅 当 了 为 Gauss 函数 g, 时 等 号 成 立 ,其 中 


galt) = 


7 -ep 全 和 | > 0. 

(7. 3) 式 在 量子 力学 中 称 为 测 不 准 原理 ,在 信号 分 析 中 ,时 间 上 与 频率 w 的 最 高 分 辨 
率 受 到 Heisenberg 测 不 准 原理 的 制约 . 在 小 波 分 析 中 ,为 了 得 到 小 波 正 交 基 ,需要 对 时 域 
t 与 频 域 w 双重 局 部 化 ,一 般 先 对 频 域 w 作 局 部 化 ,再 对 时 域 上 作 局 部 化 ,为 使 第 二 次 局 部 
化 不 致 破坏 第 一 次 局 部 化 ,就 应 当 遵循 上 述 测 不 准 原 理 , 而 多 尺度 分 析 恰 好 就 能 满足 这 些 
要 求 . (7. 2) 式 可 写成 为 : 


AAA 
(fsa DD an (foo) | FC) ao > LM, 


式 中 心 一 | | Ga |? di,wo 一 | | fw) 12du 
([311]1975,102(1) :159 ~ 182. 另 见 [366]2001,33(1):52 ~ 58) 
(3) 若 将 (7. 1) 中 积分 限 改 为 (0,ce) ,就 得 到 Weyl 不 等 式 : 
站 < 0) 0 
仅 当 f(x》 = cexp( 一 az?) 时 等 号 成 立 . 
更 一 般 地 , 设 a > 1,8 > 一 1,f 为 正 的 可 积 洋 数 . 
p= B+,g = +B, 十 刻 一 1, 则 


~ C pa zf {a 6 
| Cf) < 7 ) | 17) (7. 5) 
仅 当 f(x) = crexp{ 一 czz?) 时 等 号 成 立 , 式 中 cl 守 0,cs 二 0.([1]184, 定 理 226) 
(4) 1998 年 ,高 明哲 通过 Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 改进 ,将 (7,1) 式 改进 为 


[F144lNzf lf Ni ee, (7. 6) 
式 中 4a 二 2Czozfl; 一 yf'|:)>0， 
zo = | tf 1 dy » 二 (fF | gy, 


RAWxCT 十 龙 ) R Vrx(lli 2) 
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.8) 式 中 仅 当 f(t) = cexp{ 一 czt?} (cs > 0) 时 等 号 成 立 ,而 将 Weyl 不 等 式 (7. 4) 式 改 
进 为 
. FIN lf N40 ef sm yo lf Na)?. (7.7) 
式 中 
ifl: = (| 7°) 
(0) = limf(2) 存在 . 
由 C7.7) 式 还 可 导出 一 个 新 的 不 等 式 : 设 tf ,PE (0,00),f (DAC 过 0, 则 
| 7 1 入 (| Lf — fC0) dz) (J fy )—e. (7.9) 
式 中 4a 二 2Czxo 上 zf :一 yf 有)， 


2 (和 人 Yeoee 人 到 ja 一 (二 ) f+ 


172 


,zo = (全 ff We er = (二 Fo)+a， (7. 8) 


(5) 设 fE ACCRD, 且 | zy 下 1 1 一, 则 Vz 之 0 成 立 


1/2 


z| f(x) <4(| ce 1 fC Dzdz) (| Wn la) . (7. 10) 


证 令 a=(| Go 1)d) ,8= CAD [dD Yr 0 之 0, 由 
Cauchy 不 等 式 , 有 


| f(r fz) |= au < BR. 


取 0 坟 Ah 和 (UU/8| ff 1 ,0<tEh, 则 | frtt) II f(z) I~ BYh > 0. 


2 


从 而 a 宇 xVEC| f(z) | 一 BY 有 DD; 取 有一 (六 | f(x) |) , 即 得 z | f(z) |* < op 


([73]297 ~ 298) 
(6) ”Hardy-Littlewood 型 不 等 式 : 


[f+ Df yd < 
p 1/2 
cow]| [faD x Of dz Fle, 
Rl 
式 中 上 fl; = ( ,|f 1) (Evans 等 .[396]1986,46:118 一 147) 
R 


[pc Ytaf TSC or) ofy) 17， 


式 中 p,qg 为 实 值 函 数 , ff;,,。 = (| | 大 po) (Everitt, W. N. [307]582 一 26006) 


(8) ” 设 一 二 4a 过 吕 0,w 是 (a,oo0) 上 正 的 递增 函数 , 则 
[fl E21 f° ae， 
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式 中 | .| = (| |f lz) .CL54]5:29 ~ 63) 


(9) 设 FELzCRD),F ELARD),fA0,， 1<p<o,1/p 二 +1/g==1, 则 
上 1 入 IAA 
8， Ostrowski 不 等 式 (1938 年 ): 设 f 在 (a,b) 上 可 微 , 且 f= sup{| F (zcz) |:z 
E (ab)) < 天 co. 则 VYVzE(a;p) ,成立 


] pe 1 了 2 十 2 2 ， 
rp- 寺 [7 加 2 je | f°. (8. 1) 
二 dj。 4 一 一 和- 
b—a 
(Comment, Math. Helv. 1938,10.;,226 ~ 227) 
(8.1) 式 已 有 许多 改进 和 推广 
b 
Q) 设 f’ Eras6J; 记 fi 一 [ 17 1az, 则 
2 了 


1 fs 1 1 
| Le 和 [+ 


(Dragomir,S. S. ,L330]1997 ,28(3) :239 ~ 244) 


1995 年 ,Anastassiou,G. A. 证 明 ; 设 f+? E CLa,6], 3y6E La,bj ,使 得 f*(y) = 二 0， 
k 一 1,2,…,n, 则 


一 


|] fF’ li,Vzx€ [ab], (8. 2) 


加 7 十 2 和 n+2 
fw -sia)7 < Gi 
#0 之, 则 成 立 中 点 不 等 式 : 


/和 -二 "|< ti (3) 1 
([L308]1995 ,123(12) :3775 ~ 3781. [330]2005(2) :132) 
(2) ”将 (8.1) 式 推广 到 多 元 通 数 ; 设 /在 Q = [al 加 ]X… X [ap ] 上 可 微 . 
| f's = sup{| (zz 一 (zz)EQ< 一 co， 


w(z) 是 Q 上 正 的 可 积 函 数 ,w(Q) 一 | wa 则 Vz 二 (zi;… zx,) € Q, 成 立 


1 1 < / 加 
re 而 |yoooe|< -看 | f°, | -|. | zi — ys | wy) dy. (8. 3) 


式 中 y= 二 (yi) ;Yn). (Milovanovic,G. V.[331]1975. (498 一 541):119 ~ 124) 
(3) 设 上 ff?|。, = sup{| f(x) |:zE[a, 0 一 co， 


(nC—&k) 
F(z) 一 Reatt (a) (x —a)* 一 fn (6) Cz 一 6)*]. 则 
1 SS 1 6 | 
(D+ Rn) sa) f|< mi lf (8.4) 


xzE [a,b]. ([331]1976,544 ~ 576:155 ~ 158, 或 [21]469 ~ 470) 
特别 , 当 7 一 2 时 ,得 到 


工 (xz—a)fla)t (bp— xz) CD) 1 
[六 [f+ b—a 二 6 一 4a f|< 
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1 1 工 一 2 十 2 AH 
于 (一 0) 攻 | | 2 | | -，Yze La,bl. (8.5) 
1999 年 ,Cerone,P. 等 利用 下 述 引 理 对 (8. 4) 式 作 了 进一步 改进 : 


引 理 ” 设 f/f ”EE ACLa,6], 则 


’ TAD + ro jo a 本 
[r= 2 i Cz) 十 人 D"| K, (zi)f (tdi, 


本 (一 "vt EE [az]， 
式 中 K, (zt) = 过 所 [a,bl. 
C6)",t EE [ze 
nl! 
设 f"?€ AC[abj,f™* EL”[a,bj, 则 YVz€ La,b], 
b ml (6— zr)! 十 (一 1)*Cx— a)*t! 
| 之 |[ (RT)1 ol 
| f°” | oo (zx a)™t! 十 (bp— rz)! 之 | f°™ i 
at1)1L J] 全 多 二 元 ~ 
(Demonstratio Math. 1999,32(4):697 一 712. Fink,A.M， 对 (8.4) 式 的 推广 见 
L211470 ~ 471. )2001 年 ,Hanna,G， 等 将 上 述 不 等 式 推广 到 二 元 函数 的 积分 
(1330]2002,33(4) :319 ~ 333. [302 1]2005(1):67 ~ 80) 
(4) ” 2000 年 ， ee 等 利用 著名 的 Euler 公式 ; 


3 (ED 


f(x) = 


pps (i) B; (5=2) 7 E [a,b]. 


nl 
式 中 f” 连 续 ,Bi(,) 为 & 阶 Bernoulli 多 项 式 . B, 二 Bi(0) 一 Bi(1) 为 Bernoulli 数 ,Br (.) 
是 Bernoulli 多 项 式 的 一 种 周期 性 扩充 , 当 f:[a,8j 一 RR 是 (2r 十 2) 阶 凸 丽 数 时 ,成立 


(一 az | Bo | va 二 5 
(27)! 7 ( 2 ) 


之 ( D3 1 -| 7 一 3 1 [fl 十 ff)1+ 5 他 一 2 fd C0) 一 fd Ca) 
< 一 1 全 CR)1 2 人 a)] 


| B,, | 1 
QT 


当 了 为 (2r 十 2) 阶 止 函数 时 ,(8. 6) 式 中 不 等 号 反 向 .([303]2000,3(2) :211 ~ 221) 
(5) ” 设 多 项 式 {P,) 满足 :P', 二 P, i1,n 守 1,Po 一 1 ELipwl. 令 


< Ba)” a "6+ fC (8. 6) 


9 一 | 
G(x) = > (一 1)4PeCz) Fo Cz); 
k=1 
(— 1)*(n—&k) 
b—a 


Fi(x) = [CPi ff Ga) — Pb) ff (6)]， 


H(t) = SEK = SF 则 
1 一 1 人 /一 vay tyX) = 
: =!1 {ps es, 
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< el! | PKGsz) | dt. (8.7) 
二 


特别 当 Pst) 一 双 寺 站 > 0 一 工时 ,(8. 7) 式 就 是 原来 的 Ostrowski 不 等 式 . 


(Dedic,Li. ,等 [303],2000,3(1):1 一 14) 
(6) 设 f E€ BVv[a,bj,g:La,b] — R! 满足 : 
| g(xz)— gy) [MI zy| ,zy €E [Lab,0 ZeR1,M>0, 则 


| fen [g(t ga)]—| fag Ct) [MICz—a Vi TEGO- VN ,zr € [Lab 


[fia [gdb) — g(a)] 一 | fag Ce) < M(b— a Vif). (8. 8) 


(Dragomir,S. S. ,Korean J. Comput. Appl. Math. 2000,7(3) :611 ~ 627) 
(7) ” 设 f ELLa.651, 则 


rpD 一 ce 2) (z) 一 th 
1 2 2 » 
< 355[| je 2 A 
志方 (6 一 0) [Lf*N i Yrx€ re. (8.9) 


(Cerone,P, 等 . Honam Math.J. 1999,21(1):127 ~ 137) 
(8) ” 设 m 过 了 f(z) 声 M,zxz € [a]j, 则 


~ (+6)/2 1r 1 加 
fn) (VY -76 sa) |<#0 a M— m). 
(8. 10) 
(Dragomir ,S. S. 等 ,[330]38(2007) :37 ~ 49) 
(9) 设 mn 过 ff (x) 牵 M.x€ [ao 则 
一 “二 ,ra 1, aa 十 pb 一 Fa) 
fc) (zx “a D+| 2 一 十 方 (z 2 ) | 了 一 
8 一 4& @ 十 已 | 了 
一 天 一 [|<3 aM | 5 E 5 J (8. 11) 


(Cerone,P. ,[395]1999,39(2) :333 ~ 341) 
(10) 设 T= 人 4=zwo 过 二 二 二 5) 为 [a,6b] 的 分 划 ,ao 一 aas E [xei， 
x ] ,天 一 1 ,2,°° ,Nn. Qn 一 b, 若 EE BVLa,p], 则 


nil 
一 >) (一 ae)FCzei) < I TIV:Cf). C8. 12) 
k=] 


式 中 中 TH = 二 max{z 一 zi:k 二 1，……,n).V( 有 是 ff 在 [a,b5] 上 的 全 变 差 . 
(Dragormir,S. S. ,[359]1999 ,60(3) :495 ~ 508. 此 外 还 可 见 L303]2000,3(3) :337 ~ 
353;[330]1997,28(3) ;239 ~ 244,1999,30(3):203 ~ 211) 
下 述 (11) ~ 《15) 也 称 为 Ostrowski 型 不 等 式 . 
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(11) ” 设 g 在 [a,5] 上 递减 ,g(a)g(b) 宇 0,f E€ LLa,5], 则 

[Wak g(a) | max 和 repaz| (8. 13) 
a ateph a 

更 一 般 地 , 设 f EE Lla,sbj,g 在 [ab 上 单调 可 积 , 则 


b € [4 

| < gCa) | max [cdrlt gCb) | max [rnarl. (8.14) 
([4]414) 
(12) ” 设 g 在 [a,6] 上 单调 可 积 , 则 

[ee)ooszdz|< 20| gCa) — gC6) | 十 | gC6) 1). (L41413) (8. 15) 


(13) 设 0<a<bFz) 三 0,(CzFz)) 之 0, 则 
| ceyeosdlnzydz | < 260f (5). ([41412) 
(14) 设 fE€E LLa,5bj, 则 
1 2 1 
| 7 一 Cf(a) + /0)) | 一 于 [7CO) 一 Fe) 了 


< (| -Ft ] dr) 1 fs Vz € re 人 
(L41411) 
(15) 设 fFEeE ACT0,1] 则 
| fz) ~ f(y) 
ov0 TY 
2000 年 ,Fink,A. M. 将 (8. 16) 式 推广 到 mn 阶 差分 的 n 重 积分 . (L30312000,3(3);327 
~ 336) 


“dzdy 云 Cn4)|， | ff’ 1,A 1. 021]533) (8. 16) 
0 


(16) 设 fyg€ ACta,b], fg € Lilab], pl1, 万 十 去 二 1, 令 


6 如 
F(x) = PCz)gCz) -ze xzje]， 
BCz) = 0" 十 (8 一 zen]， 
则 Vz EE [4,85], 成立 
DD |F,(z) [< zg LB () gr) | Ft fr) | lg |,}, 


@ 1 下 (二 ACDACD | 二 而 [BC 下 六 lg 


1 
式 中 AC/ = 2. 
([330]38(2007) ,335 ~ 339,111 ~ 120,253 ~ 259;40(2009),117 ~ 127) 
(17) ” 设 fE BV[La,5bj, 则 


72 -| < [二 + 人 (一 结 人 jw， 


若 一 2 二 mm 过 (zx) 过 M oo, a.e.x € [ao. 则 
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-下 (和 半 ) 


< 去 | 于 + zx 一 (a+) | moe 
b—a 

([330134C2003) :213 ~ 222;37(2006) :301 ~ 308;[359160(1999) :145 ~ 156) 

(18)〉” 摄 动 中 点 不 等 式 : 设 m 志 了 (zxz) 之 M, zeE [a,b], 则 


二 -| f ( 守 ) sf (b) — f (0)] 二 这 
更 一 般 地 , 设 mn 志 f(z) 过 M zeE[a 0, 则 

si| f (3) # > (1 e) 
+ (a) (= )]| 


< = (+ DD’)n ]( 殷 ?7 
(nT 1)! 2 (n+1) ntiJ\ 2 

( 刘 证 [330]36(2005) :131 ~ 136) 

(19) ”广义 梯形 不 等 式 的 摄 动 形式 : 设 f € AC[a,b], m 志 f(x) 寺 M, aezEE 
[a,5bj], 则 


+ ] 


去 (Mm)(b— a0). 


CS 


([330]38(2007) ,37 一 49) 
(20) 设 f,g 的 二 阶 导数 在 l(a,565) 上 有 界 , 记 


b 

40n = | GN = AD 一 人 z 一 到 An ， 

_a+b\ /f(b) 一 Ca) 1 2 _a+t+b,? 
TCD = (7 2 )( 7 一 )， E(z) 一 广 G co 十 喜 (z 7 ) ， 

1 2 

1 Zz 一 一 (a 十 5b) 1 1 
B(z) = i 2 ri| 十 二 16 一 o2. 

本 | 中 + 吝 | 


则 中 2ACPAC8) 一 GCPACg) 一 GC8E)AC | 
EAC NF Ds +A Ng 1; 
©® |ACPgr)+ACg) Fr) TOG(fe)—2f(r) g(r) | 
EC gx) | Fst fz) | a | -ll; 
人 FCz)AGCg) 十 gz)AC 门 一 24CPAGC) 一 [TCDAGCgI) 十 TCg)ACP 1 
BDO{F -Adg + le ll.Ad |)}; 
四 2jCz)g(z) 一 {(AC 二 TCD 十 ACE) + Tg)} | 
BO FN, | gx) |+ gl | FFGz) |}. 
(L330]35(2004) :219 ~ 226) 
(21)” 设 f,g 的 二 阶 导数 有 界 , 则 
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© Jn 一 2 过 )7c )| 
Le a oA 
| roDsgcoD — nos sz ft +700 8) -去 (*- 3 ) 
6 
< pl gz) | FN + fr lg “1 中 | K(x,t) | dt， 
l(a), t € [az] 


地 (6 一 DD’, £1 € (x,6] 


([330]35(2004),87 ~ 93;38(2007),111 ~ 120) 


fC)g Cn)h(z) 一 soe] +hCz) fz)| g + fer)ecn) 4] 


EMF No eop) +t el Ta + Na le | fon)ge) 1) 


x (| 土 + “et (6 — a) 

| 4 ( b—a ) | “ 

([307]1115 ~ 26010;[330]38(2007) ,111 ~ 120) 

(23) 设 f,g 在 [a,b] 上 连续 ,导数 广 ,g' 在 (a,5b) 上 有 界 . 记 


一 吧 ?) ， “Hi( 生 人 < 和 2 一 


MKz) = 0 一 [二 一 DT 人 


1( 到?)， 


he [01], TA = Es LAA 
则 
b b 
@ |acw TO + fz) Tg) 一 gz)| f— fon)|g 
< 
b 5 » [2 
rr -rp -Tf + (hr) (he) 


IMOODFNF | |g |.. 
(L330]34(2003) ,249 ~ 253) 


(24) 设 f"? E 4AC[a, 轨 ，w:[a, 扫 -> [0,c) 是 概率 密度 函数 , 即 | 。 一 1 则 


n—2 


(+1) 5 
[AD 一 | rczyoczydz+ > fn| Goo 


< wi. | T(r) | do | Fe 1 
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式 中 1 过 29 去 co， + 二 一 1， 


| "ww du, 4 二 二 7Z 
T(z,t) 一 ， 
一 | ee 一 Docodu， zih. 


(L330]36(2005) ,199 ~ 218,279 一 301 ,[302]1(2005) ,67 ~ 80;[L304]6(3) (2005)， 
N. 2Z.J. Math. 34(1)(2005),31 ~ 34) 
9.， ”Iyengar 不 等 式 : 设 在 区 间 [a,6] 上 ,了 的 导数 /的 绝对 值 有 界 : | f(x) | 委 M， 
则 | 
1 fs _1 1 (f(D — fla))’ 
| -| rcz)dz 3 LfCa) + /01]|< iM2 a) [? | (9.1) 


M(b— a) 


提示 ;利用 微分 中 值 定理 ,此 外 ,1938 年 ,Mahajani,G. S. 用 几何 方法 也 证 明了 这 个 不 
等 式 , 见 Math. Student. 1938,6:75 ~ 76,125 ~ 128. 


(9. 1) 式 有 许多 改进 和 推广 : 
记 ACh = 


b 
RO = 二 | fwdr 一 去 [fC@) 十 /06)] 十 亩 (6 一 E75) 一 fa)]， 


Di = f (0)—27 (3) (6), 


= f(a) (Fh). 


(1) 车 f€GC[a,b], | f(x) | 过 M,xz€ [a;], 则 
Di 
24M2 (8 一 a) 
(一 a)D3 。 
8LMG 二 oa) 十 六 (ce) — FT 


D 1RA | 8a) 一 


四 [RC |< ¥ ay? 


M 2 M 3 Cs 
二 24(2 a) tsp to < RD 


< ss (0) + (0)} 


式 中 C 二 zf (2 ) f (WI 
C, = 2a[ 7 Df (He 
([3991]19(7)(2006) ,665 ~ 668) 


C2) 设 m 和 之 f(z) 入 M, ze [ea 四, 记 S 二 大刀 二 全, 则 


ACP 区 了 二 全 j(S—m)M 9 EM-m) (a). 


([394]32(1996),95 ~ 99. )2003 年 , 刘 证 将 它 推广 到 加 权 形 式 . (L330]35(2004) ,227 
~ 234) 
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(3)” 设 导数 了 在 [a,6] 上 可 积 , | 了 1* 是 [4a,5] 上 的 钙 函 数 , gq 1, 则 


4ACP 三 和 < 人 2 一 ) | (<)|+ (中 诗人 | 


4 \2g—1 
([412]1193(2007) ,26 ~ 35) 
(4) 设 上 fF | = sup(| 了 (x) 1;x EE (4,0)}) 二 0, 权 函数 wE LLa,6], jc 之 0， 


A4 实 1, 使 得 0 二 cc 过 wlz) 声 .T Ella,bj. 令 gq 二 LT | , 则 


二 十 一 | 7rczpoczdz 一 二 [ca) + Co] 
[oraz “ 


6 一 a、 人 十 9)G1 一 辐 ) 十 2 一 1)g y, 
< ( 2 ) Fs | -. (9. 2) 


([33111976,544 ~ 576:18 ~ 24) 
(5) 设 fELipl. 即 | f(x) 一 fy) | 委 |z 一 yzryyE [a,d]j, 则 


1 b 
pis).f f(a) 


1 
< 委 6a. 


(6) 设 fil。 = supt | fz) |:zE [a,bl}, | | p 一 (| | f 2) 


@ 车 fF? 过 f(a) = ff) 一 0 一 1 2 一 1. 则 
(6 CO— a)” 


AND EFDi 


(3- $1 + "C27 — 1D]) 1 fF? 1 。， (9. 3) 


式 中 g 一 05 于 [f(b) 一 了 (0)] 下 7 让 mm 是 方程 袜 一 (1 一 z" 一 4 的 实 根 . 


加 若 f'€Lipwl. 即 | f(x 一 f(y lM|Izr— yl,z,y € [a,b], 
f(a) = ff (6) = 0, 则 
ACf) < 学 G6 一 a [ 亦 - (A ) ] (9.4) 
(《9. 3),(9. 4) 式 及 更 一 般 的 结果 见 [331]1976 ,544 ~ 576:166 ~ 170) 
”Hadamard 型 不 等 式 : 若 f € Lipw1l, 则 
A < Me, sal 7)|< Yo. 
(Dragomir, S. S. 等 [301]2000,245(2) ;489 ~ 501) 
@ 梯形 不 等 式 : 设 f 在 La,5] 上 递增 , 则 
ACP) 去 1/2[7C6) 一 fla)l. (9.5) 
式 中 1/2 是 最 佳 常 数 . 2000 年 ,Cerone,P. 等 推广 了 梯形 不 等 式 : 设 f € BV[a,5j], 则 
Pe < ( } 十 | (et)/2 | )¥n. 
CTurkish J. Math. 2000,24(2) :147 一 163, 此 人 外, 男 见 Wang Song,Math. Comput 
Modelling 2000,31(6 ~ 7) .61 ~ 70) 
@ 设 f? € Liab ea) = fb) =O0k=1,2, 一 1, 1 过 关 有 委 co,1/2 
十 1/q = 1, 则 


第 十 三 章 “积分 不 等 式 673 


A < | f° 1 . C9. 6) 


式 中 RGn,p) 一 min 1 6 一 2》 一 (6 一 一 Pea( 人 上 ,P, 是 m 次 代数 多 项 式 . 


特别 R(1,p)〉 一 入 = ,Ra = 地;R(2,p) < pe (Fink. A.M. 
[21]473) 
@ 车 f”EL"[a; 四 则 A 过 二 6 一 a 7| < 
若 f”€ Lr[a,bl,p>1,1/p 十 1/g = 1, 则 
ACP SILBgtlgt DI eo, 


车 f”€Lifa,6j; 则 AC 和 (8)0 一 a) | 大 |: 
( 式 中 B(r,s) 为 Beta 函数 , 见 Dragomir. S. S. 等 [388]2000,31:475 ~ 494) 


(7) ” 记 G( 有 = 二 一 二 ro+AoI+ 具 Ef (6)— f(a)]l. 


M 一 sup{f (zx) : 工 E [a,bl)< wm 一 inf{ f(x):x € [ay bo) > 一 co 
ACF 7) = f ‘2 —/ (a) 


.fs = supfl f(z) |:z € [Lasd]). 


Lf, 一 (171?)“. 则 


1 
GA 去 (M— m) (6— a)’; 
中 of 24V5 ™ ° 


_ 2 
@ 着 六 ELr[a 归 则 GD < 和 47 一 A 


@ 车 f”E€ElL”[a,bjsl 之 p 宇 0,1/p 十 1/9g 王 1, 则 
Gf SA/VWLB(a+1,g+ DI Ba) mel fm—ACF DN,; 
@®@ 车 f”E€L”[a,6b], 则 
GO ESIGN AC DN,. 
(证 明 推广 及 其 应 用 见 Barnett, N. S. 等 [330]2002,33(2) :119 ~ 128) 
(8) ” 祁 锋 不 等 式 : 设 Q 二 [a,b ]X…X[a, ,b,j] 为 n 维 方 体 .a 二 (aa ) 为 n 重 指 


n 加 ala al (br — an) 
标 , 即 a 为 非 负 整数 , 2 au 一 | a1.D' 一 Fa- 记 C(0) 一 I Dr 


(CTH Cz) = 了 [ 狼 = 的 汪 ( 冯 六 上 ce 


m 


S» = DD TH VP 一 ke 1) DY CTH) Cb gC). 
k=0 la| 一 和 lal=& 
式 中 gC2) = 了 [1 一 0 一 DD%Y 一 1,t € [50,1]. 
若 f EE Cr (Q) ,Ci (a) 所 CD:f)(zx) 委 Cs (a) sT EE Q. 
| ae | 一 到 十 1,Ci(Ca) ,Cz la) 是 与 m,a 有 关 的 常数 . 若 ”为 偶数 , 则 
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3 CWC DMT DY CWC wed) < | 一 S。 


lol 一 mt1 lal 一 ml 
< >， CGOCs(otrt 十 > CO Cla) gO). 
la 一 me+l 1a4 一 ?十 1 
车 nn 为 奇数 , 则 
2) CWC, Wim te) <| /一 So 2) CC Co) Le™™! + gt)1. 
|e| 一 mm 二 1 lal =mtl 


([391]1999,84(1 一 2):19 ~ 26, 作 者 还 将 上 述 结果 推广 到 加 权 积 分 | fo 的 估计 , 见 
[30112001,253:381 ~ 388) 
10. ” 设 在 区 间 [a,b6] 上 ; | f(z) | 之 M, 则 
a fa 一 Efe) 十 f(5)] + 言 (1 + QV EB— LF’ CE) =/ a)]| 


二 AM 一 GD) 


21 (1 — 3@). 


[7 二 7 2 大 全 人 人] 
2? 一 .〔《[8]163 ~ 164) 
式 中 Q MBG—a):—[f’ (6)— fa) [8- 


11. Atkinson 不 等 式 : 设 Fa) € 4C[La 0， 加 
| 一 六 [fC + AD] 十 赴 (一 oOL70 一 六 ao 所 


式 中 ci 一 5 一 | max( 一 fCr),0}dr,cs = 
类 似 地 ,有 


C4) 
337 aa | max{f Cx) ,0) dz. 


-a < i |r fl( TOOTH (So. 


〈[8]93 ~ 96,1 ek -的 情 开 
12. (1) en 和 设 f ECfa,b]j 和 日 fla) = 0, 则 


下 fd ETON, refa,bl. 


(2)” 设 在 区 间 [a,5] 上 , | f(z) | 二 M, 且 | f(x)dz 一 0, 则 对 于 a 之 zx<<5, 有 


[rwal< Me (12. 1 
车 加 上 条 件 fla) = jC8) = 0, 则 
fF f Dal< Ms. (12.2) 


(Mat. Sudent,1938,6:125 ~ 128) 
(3) ” 设 函 数 /在 区 间 [a,65j] 上 有 2n 阶 连续 导数 , 且 Jo (a) 一 7 C0) 一 0 一 0,1， 
2,… ,nn 一 十 , 则 


(nl) Cb may! 1 
(2n)1(2n 二 1)1! | ”| 


< (12. 3) 


提示 : 令 g(z) = (z 一 a)"(6 一 x)", 对 于 积分 | ren (z)g(z)dz, 逐 次 作 分 部 积分 . 
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(4) ” 设 双 参 数 多 项 式 P8Y2” (0 < m 三 和 < 之 n) 定义 为 


po DM! SB Rm) 
P™™ (zx;a,b) Zr R12 mm ( j jc a) 


j=0 
b 
a 


x (Cz 一"™i, 若 1 f(x) MrzE re COz)dz = 0, 则 


下 fd — Suslz) | 之 


_M 
a+! 全 (2 十 Jr 十 1)! 


式 中 


帮 1 


nk 
Ss CX) 一 了 PC (rsa 0 Fw (a) 十 Dy Pi (rsba) f° (5b). 


m=1 


(12. 5) 式 中 当 k= 二 1 时 ,第 一 个 和 式 为 0,& 一 nn 时 ,第 二 个 和 式 为 0. 
车 加 上 条 件 Fo (a) = Fo 一 0 二 0,1,…,n 一 1, 则 


x M(b — a)™! 
[wal< pintn 1! 


(证明 及 其 各 种 特例 见 L211474 一 477) 
(5) 设 Fr 绝对 连续 ,fo € Lr[aybl.1 过 po0,1/p+1/g 二 1， 
fa) = ff) = 0 = 0,1,.,n—1. 则 
1 1 fF M(n,p, n 
Ew -sda < Se 
式 中 


M(n,p,x) = min 


nl 


| (zoTIKRCG,z) — P,1(z) |), 
| 0 一 4 ” 
1 一 00 委 上 上 委 工 志 0， 

ti 一 pa 委 工 所 上 和 0. 

(Fink, A..M. ,[21 1477 ~ 480) 


K(,7) 一 | 


(6) 设 f' Efey 加 ,1p<<o%0,| 一 0, 则 VxE [as 打 ,成 立 


(bp—zx)xz—a) HF’ |, 
(b—a)? (1 二 + 

= 《一 过)( 工 一 C) 7 

大 (idt| 去 a | fF“ |. (E211480 ~ 483) 

(7) 设 大 € LLa;,bj; 则 


ri < lal rh 


1 


1 
二 sc 广 


二 一 三 1; 
q 


| fa | < 


特别 当 f(a) 二 0 时 , | f(z) i<T | f° | disz € fa, 中. 


([317]1988,38:290) 
(8) [MCU]J, 设 ff € ELL0,1], 则 


站 FIE maxtf 71 DAD < 
([63]26. L375]1985,1(1) :46) 


kf kl 
Sab ake Mp am. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


4) 


6) 


7) 
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(9) [MCU]. 设 f’€L[a,bj, 且 f(a) 一 0, 则 


, 1 | 
中 |f :> 1 


® ff < | Yr). 
提示 :用 Cauchy 不 等 式 . 
(10) LMCUJ. 设 f 是 R' 上 正 的 连续 函数 ,Vt € R' ,F(z) -| ez)dz 委 1， 
则 Ya,5,a <2D, 成 立 
| 7 入土 6 一 十 1 〈[63]26 ,107) 


(11)” 设 了 在 [0,a] 上 可 积 ， FGz) 十 Fa 一 z) >0， 则 |7> 0， 
13. Lyapunov 不 等 式 : 设 p 是 [a,b] 上 实 值 连续 函数 , 若 微分 方程 


y +p(z)y= 0 (13.1) 
有 非 平 凡 解 y, 且 y 在 [a, 纪 的 两 点 为 零 ,1907 年 ,Lyapunov,A,. M. 证 明 , 户 必 满 足 不 等 式 : 

-of 1 pCz) | dr > (13.2) 
1967 年 ,Fink,A. M. 进一步 证 明 当 p(x) 0 时 ,成 立 

2B pdr (13.3) 


式 中 号 和 二 9.478132… 与 zr 都 是 最 佳 上 下 界 . (13. 2) 可 写成 以 下 形式 : 设 二 阶 导数 广 在 
Lo ,1] 上 连续 ,县 大 CO) 一 f(1) 一 0, 则 


1| f(x) 
| TS az>4. (13.4) 
其 中 4 是 最 佳 下 界 . 
证 ”由 题 设 ,f 必 在 区 间 [0,1|1 的 内 点 ze 处 取得 最 大 值 , 令 = 王 xzo), 则 y 盖 0 且 
1 CCz) 工人 ay If py If’' (DD—f(0)| 
| Ps > 二 [7 cldz> 寺 | 7 Ca)dz| = 二 . 


注意 并 不 能 由 此 直接 得 出 | f (1) 一 ‘(0) |>> 4y ,但 是 ,由 微分 中 值 定理 ,存在 &， 
包 ,使 得 


/ _ f(zo)—f(0) _ 
三 《5 ) 亏 


(0<& < ro); 


Xo—0 
(6) = HA 一 一 > (zr, < & < 1). 
Xo 1 一 2o 
于 是 ， 
1 f(z) 总 人 人) 1 如 py 四 ， 加 ， 
| f(z) dz>|。 fx) dz 之 责 ef Cz)dz| = |f (人 ) i (&) | 
| | 1 
2 1— xo 0 re ep 


其 中 用 到 不 等 式 ;z(1 一 xz) 过 1/4,(O0 二 zx 二 1). 
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注 ”这 个 不 等 式 在 常人 微分 方程 中 有 重要 应 用 . 
(1)” 若 (13.4) 中 积分 限 由 [0,1] 改 为 a, 如, 则 
“| f "(zx) 4 
| Fn) | > oa 
(2) [MCU]. 设 ff ELD0,1j 生 ff(1) 一 了 (0) = 二 1, 则 
[oY > 1 
(3) 车 ff’ € Cc[0,1] 且 f(0) = 0,f(1) 二 1, 则 
| 六 -AI 二 
式 中 1/e 是 最 大 下 界 . (提示 :利用 f 一 f 一 (fe) 'e*.) 
(4) ”车 y(2) 是 微分 方程 y 十 g (2)y 十 (2)y 一 0,y(0) 一 y(h) 一 0 的 非 平凡 解 ， 
网 Opial 证 明 昌 
x xgeleht | fh. (13. 5) 
说 明 Lyapunov 不 等 式 的 改进 与 推广 与 微分 方程 的 解密 切 相关 . L211] 专门 用 了 一 章 
(第 6 章 ) 讨论 这 些 问 题 ,引用 到 1990 年 为 止 所 发 表 的 文献 达 84 篇 . 
14， Gronwall 不 等 式 :1919 年 ,Gronwall 在 研究 微分 方程 解 关 于 参数 可 微 时 证 明了 
以 下 不 等 式 : 
设 a,b 是 非 负 常数 ,连续 函数 x 在 La ,4y] 上 满足 不 等 式 : 


u(t) <ato| uls)ds. (14. 1) 


则 ult) 过 a exp{b(t CO— to)} st E [zo ,ti |. (14. 2) 
([311]1919,20;292 ~ 296. )1943 年 ,Bellman 给 出 它 的 推广 ， 
设 u(z) ,6b(z) 都 是 La ,ty] 上 非 负 连续 函数 ,并 满足 


ul) Sat| ouds. (14. 3) 
则 ul) a exp(| 59ds| ,> n, (14. 4) 
证 ”从 (14. 3) 式 ,得 
2 bt). 
< 十 | buls)ds 
两 边 从 到 积分 ,得 
Ce < oa (14. 5) 


从 (14.3) 与 (14. 5) 式 即 得 w(t) 之 a +|[ bs)uls)ds < a exp| bi dt. 


上 述 不 等 式 对 于 Henstock 积分 也 成 立 . ([301]1987,127:370 ~ 374) 

因此 ,这 类 不 等 式 有 时 也 称 为 Bellman-Gronwall 不 等 式 或 Gronwall-Bellman 不等式， 
由 于 这 类 不 等 式 在 常 微 分 方程 解 的 存在 性 .唯一 性 、 稳 定性 的 研究 及 方程 解 的 估计 中 经 常 
用 到 .因此 ,对 它 的 各 种 改进 和 推广 ,一 直 是 不 等 式 研究 的 热点 之 一 . [21] 就 用 了 三 章 的 
篇 幅 ( 第 12 一 14 章 ) ,从 一 元 到 多 元 ,从 R" 到 各 种 抽象 空间 概述 了 直到 1990 年 的 部 分 研 
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究 成 果 , 引 用 的 文献 达 393 篇 ,但 收录 的 文献 仍 远 非 完整 ,1990 年 以 局 又 有 大 批 新 文献 ， 下 
面 仅 扼 要 和 叙述 最 基本 而 常用 的 若 于 结果 ， 
(1) 2000 年 ,Pachpatte 证 明 : 设 w(t) ,a(t) ,b(t) 均 为 [0,oo) 上 非 负 连续 函数 ,而 且 


ai) 递减 , 若 uD Cad +| ouds G4 > 0), (14. 6) 


则 xp 二 a(t exp (ji 5)ds) > 0. (14.7) 


证 ”不妨 设 4a) > 0; 令 z(t) 一 1+| pCs) ds, 则 从 (14. 6) 式 知 六 之 < zt), 


ult) 
a(lt) 


且 limz(D 一 1. 从 而 x (4) 一 一 5 bz) Dz) <exp{], bs)ds) ,于 是 


(14.7) 式 得 证 . 
将 它 用 于 下 述 微分 方程 终 值 问题 C(P 一 P。 问题 ) 解 的 性 质 研究 中 ， 
ut) 一 tu(t) + pi) 
ic) 一 Wo 
式 中 设 f;RiX RI! -> Ri!,p:RIi 一 Ri! 均 连续 ,uo € Ri. Ri= [0,c0),a(t),6(2) 在 Ri 上 非 
负 连 续 az) 递减 ,并 满足 ， 
| fltsu) | 妇 0bD | ut) 1, 


(14. 8) 


ww (14. 9) 
| us -| pls)ds | alt). 


车 u(z) 是 (14. 8) 式 的 解 , 则 
| aa [<acwexp(| ods). (14. 10) 
证 ”车 u(z) 为 (14.8) 式 的 解 , 则 x(z) 可 写成 (L46]80) 
u(t) 一 we. 一 | [fCsus)) + p(s)]ds,st > 0. 


从 而 | ul) | 过 ab 十 | 29 | u(t) | ds. 于 是 由 (14. 7) 式 即 可 得 证 . 


([330]2002,3(3) :199 ~ 208) 
(2) 设 u(t) CE) 在 (a ,PB) 上 连续 ,b(t) 非 负 . 


车 u(t) 之 wz) +| buls) dsstost € (ap)， 
则 Yt 尖刀 ,成立 : 
zto)exp 人 一 上 bYds) < un) < un)exp{| C5ds). (14. 11) 


(Bellman. R. [211355) 
(3) ”Beesack 不 等 式 : 设 u(t) ,b(t) 在 DD = [a,8] 上 连续 ,a(t) ,g(t) € Lia,8j,6(2)， 
g《t) 非 负 ,车 


ult) at) +ac| puls)ds, 1ED. (14, 12) 
则 | 
u(t) < alt) 二 ao c(98C9)exp{| abr) dr ds, 1€D. (14. 13) 
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若 (14.12) 式 中 不 等 号 反 向 , 则 (14. 13) 式 中 不 等 号 也 反 向 . 
若 上 述 不 等 式 中 ,将 | , 分 别 换 成 | ,| ,结论 仍 成 立 .( 见 [21]356 ~ 357) 
(4)” 设 u(t) al?) 在 DD= [a,8] 上 连续 ,5(1,s) 在 忆 XxD 上 非 负 连续 , 若 YVzaED. 
ul < al + | bl duls)ds, (14. 14) 
则 | 
ut Sal +| Beessals)ds, (14. 15) 


式 中 B(z,s) 一 Db,s) 是 5(z,s) 的 预 解 核 ,而 b(t,s) 是 50t,s) 的 迭代 核 . 

(Chu,S. 等 [308]1967,18:439 ~ 440) . 

(5) ”1987 年 ,Zahrout, A. A, 等 证 明了 GBR 型 积分 不 等 式 (Gronwall-Belliman-Reid 
型 积分 不 等 式 ): 设 f,g,u,v 在 D = 二 [0,co) 上 连续 , 若 存 在 非 负 的 常数 c,p (0 过 p 
二 1), 使 得 xD <et) dp + wen {| EDu + etdw ld)ar]ds, € 
DD, 则 

ut) < et | ws) (e+ | smDexp(| Coe) + £01) Jdz) 


{1—p) 


; ， 1/ 

x (eo? 十 《1 一 P| scopem[- 《1] 一 p)|. (vy) 二 7))dy]d | dr )ds. 
([395]. 1987,27(2) :153 ~ 161) 
(6)” 设 ulzt),g(2) 是 (0,ceo) 上 非 负 的 连续 函数 , {ti})2o 递增 到 0,i, 之 0, 若 


u(t) < < 十 | g(s)uls)ds 十 >» Bru(&) , 式 中 t 守 ,csB 为 非 负 的 常数 , 则 Vz 之 加 ;有 


to <t 


ws se TT +B)exp(| gds). 


CMR90K:26030) 
(7) 1989 年, 毛 学 荣 证 明 : 设 f,8,h， 〈1< 7 入 和 当 : 之 0 时 是 非 负 的 连续 函数 ， 
入 有 界 ,使 得 对 于 所 有 上 之 0, 有 


fa 十 | mdf)ds + | ha gls)expCs)ds, 


gCD oa 十 | hs fo erp ps)ds+ [hd gds, 
式 中 ci,cz yp 为 非 负 常数 , 则 存在 常数 Bi ,Mi ,使 得 对 于 所 有 非 负 的 t, 都 有 
f(2) 过 Mi explBit) ,g(t) M, exp(p2t). 
作者 还 给 出 了 离散 类 似 . (Chin. J]. Math. 1989,17(1) :295 一 305) 
(8) ”Bihari-Lasalle 不 等 式 (B-L 不 等 式 ): 设 u(t) ,v(t) 是 在 DD== [a,;,B8] 上 正 的 连续 函 
数 ,a,5 为 非 负 常数 ,g(z) 在 [0,oo) 上 为 正 的 递增 函数 , 若 Yio 小 ,成 立 
u(t) < a+6| vs gCuls)) ds. (14. 16) 


则 
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ut) < 0 (Ga) 十 直 vs)ds), (14.17) 
_f* dz 
式 中 GCw) = | 人 >w>0). 


《与 此 相关 的 Langenhop 不 等 式 见 [2]136. 原文 见 [39111956,7:81 一 94;[L311]1949,50; 
722 ~ 730, 或 见 [21]363, 将 积分 限 [La ,二 换 成 Lp(pa),p(D]， 见 [301]2000,252:389 ~ 
401) 

(9) ”Gy6ri 推广 了 上 述 B-L 不 等 式 : 设 u(t) ,v(t) 在 [i ,co) 上 非 负 连 续 ,a(t) ,CD， 
8 《4) 均 为 可 微 畏 数 , 且 a(z) 宇 0,g 汪 >0 且 递增 ,5(z) 宇 0 且 递减 ,车 Vt 守 tbo ,u(t) 才 a(t) 


十 50 uCs)g(Cwx(s))ds, 和 所 有 非 负 连续 函数 p, 成 立 


/ 1 
a 0 ( gegen 1|< O,t EE (to ;20); 则 
ut) < G07 {Glatt)) +| [eco + eCs)Jds), (14. 18) 
式 中 G(w) =| ds ,~ > 0. (14. 19) 
uw BCS) ， 


(L389]1971,6:137 一 145 ,或 [211364) 
(10) 设 z,f,g 在 Ri 上 非 负 连续 ,c ,cz 宇 0, 若 Vi 之 0， 


u(i) < (a 十 | feucs)ds) (e 十 | scovkods)， 


有 ac| FOG ds < 1, 则 Vzt 之 0, 成 立 


C1 c2 GE) 
1 一 。 |. FCDJG(s)ds 
[4 


u(t) < 


式 中 
FCD = gf fds + FD gC)ds, Gy) = exp (| [egCs) 十 co]as) 


(Pachpatte,B. G. ,[301]1995,195(3) :638 一 644) 
(11) 设 zx(b9 28(Gb0 在 DD = [a,8] 上 非 负 连续 ,g(x) 是 (0,co) 上 正 的 递增 函数 , 若 


Vt € (ayz) yu 人 < ur) + 6 gdda Yr € (a,8), 
uz) > 6" {Glue)) -| ecod， (14. 20) 
式 中 G(x) =| ds u> wu > 0. 
uw BCS) 

(Langenhop,C. E. ,[308]j1960,11:795 ~ 799) 

(12) 设 w(t),alt) ,6(2) 在 Ri 二 (0,co) 上 非 负 连续 .a(z) 递减 ,L(t,w) 在 Ri 上 连 
续 且 满足 :0 委 工 (az 一 L(yv) 才 Mw) (Cu 一 v), wu 之 v 守 0. 式 中 人 M(t,v) 为 Ri 上 非 
负 连 续 函 数 , 若 Vt 宇 0, 成 立 


u(t) act) 十 | oducdst | Lossucs)) ads. 
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则 
ult) < Bt) (< + A(Dexp 人 | MLs,B()ats) Bs ds) ) ， (14. 21) 


式 中 BG() = exp {| bd) ,ACD = | 工 [BCoaCo]ds > 0. 
( 寺 Pachpatte,L330]2002,33(3) :200 一 201) 
将 |” 换 成 | ,类 似 的 结果 见 [211368 ~ 391. 
(13) Wendroff 不 等 式 : 设 a(z),b(y) 之 0,a (zxz),b (y) 守 0,u(z,y),v(X,y) 之 0， 


u(x,y) < ar) toy + ve su deds, 则 
fa(0) 十 bCy) jEaCzx) 十 CO)] | 
wz y) 委 ID 二 50 exp| ， ,viss) dtds |. (14. 22) 
([21154 ~ 155 和 [301 1]1993,178:438 一 449) 
(14) 1971 年 ,Nurimov,T. 推广 了 上 述 (14.22) 式 : 设 xCzyy)，oCzyy)aCzy)， 
blz,y) 在 DD 二 [0,zxo]X[0,yoj] 上 非 负 连 续 , 若 V(x,y) ED, xzy) < 魏 aCzy) 十 DZ， 


wos du deds, 则 
0J0 


u(x,y) Lalzsy) 二 82 exp vcrs srs) drdr)a ss) ol deds. (14. 23) 
《[21]402 ~ 403) 
(15) 车 uCz,y) ctal usds + 5 ude,s)ds, 
u(xz,y) < cexp(az 十 by + abry). 
(16) 设 xz) alz) 十 5 十 ax)d 十 | wzvpds) 风 


aC0) + 500) + | bexp(— cd 
at0) F600) 


Xx [0) 十 5(0) + | a Cexp(— oD dt |exptcz 十 Czy 十 cics zy}. 


(17)” 设 u(t) 是 D = [a,8] 上 非 负 连 续 函 数 .a(i,s) ,b(t,s) 在 互 上 非 负 连续 , 且 关 
于 递增 ,其 中 EE= {(,s) € DXxD:a 牵 s 碌 1 碌 肥 .车 


u(t) 过 et alsducsdst bl, ucs) ds c Dc >0, 
且 

p(t) = [blessexpC asards 一 1， 
则 


u(t) 之 exp (| alsss)ds). ze D. 


_¢ 
1— pp(72) 
特别 当 a(t,s) 二 a(s) ,6(z,s) 一 5b(s) 就 得 到 Bainov-Simeonov 不 等 式 . 


682 第 十 三 章 ”积分 不 等 式 


([330]2002,33(4):353 ~ 358， 该 文 还 得 出 离散 类 似 并 应 用 于 非 线 性 
Volterra-Fredholm 积分 方程 解 的 性 质 的 研究 》 
(18) ” 设 uasb 在 Ri 上 非 负 连续 ,a(z,y) 分 别 关 于 z,y 递减 , 若 VY (zx,y) € Ri. 


u(xz,y) <atzsy+| | blsst)ulsst)dtds， 则 


ulx,y) Salrsyexp{| | oD dds). 《14. 24) 
(19) 设 wnDbya(D;6CD 在 Ri 二 (0,co) 上 非 负 连 续 ,L,M 满足 (12) 中 的 条 件 ,车 
Vi 0.u0) Cad toD| LLssus) dds, 则 


ut) 之 a + 6 (| Lssal)) ds exp(|, MEssac) ods). (14. 25) 


(20) ” 设 ul2),alt) ,b(t) 在 Ri 上 非 负 连续 ,L:Ri-> Ri 连续 并 满足 : 
OZLGu OO— LGC,v) EMG,vg (uv uv 0., 
M(z,v) 在 Ri 上 非 负 连续 ,g 在 Ri 上 严格 递增 连续 . 且 g(0) = 0,g 为 g 的 反 函 数 , 且 
gi(uv) gw ei(v), zz 之 0. 


车 ul?) 有 委 a(b 十 bwe(| 5 [suls) lds) ; 风 


u(t) alt) 十 bg | (i (ssals)) ds )ee[j Msat) ols))ds]| } (14. 26) 


(21)” 设 wlz,yy),alx,y),b(X,y) 在 Ri 上 非 负 连续 .a(z,y) 分 别 关 于 z,y 递 减 , 工 : 
Ri 一 Ri 连续 并 满足 ~ 

OZL(l(r yu — Lr,y 0) 委 MIzyy v(m vv) uv 之 0， 

M(xz,y,v) 为 Ri 上 连续 函数 , 若 Y x,y 之 0, 成 立 


ulzsy) Salzsy) | | bs ussidids+ | | LsstsuCsst)) dtds, 
则 
uy) < BCsy) (ax,y) + Fe werp]|, |, MG Bs,Dalsst)) BCs deds] )- (14.27) 
式 中 B(x,y) 一 exp(| | 6cpdrdy)， F(x,y) 一 | LCs B,Dats,t) dds. 
(22)” 设 u(x,y),al(zx,y),b(z,y) 在 Ri 上 非 负 连 续 . 工 ,M 满足 (21) 中 的 条 件 , 若 
V ryy 0x;y) < oz) 二 gz 有 | L[sytyulsst)Jdtds. 则 


az 去 a tbe flr yexp{ | 上 MEsstralsr) JoCsst) deds) (14. 28) 


式 中 f(zx,y) =- 上 上 Lls,tyals,t)) dtds. 


(18) ~ (22) 以 及 更 多 的 结果 及 其 对 终 值 问题 的 应 用 . ( 见 [330]2002. 33(3) :204 一 
208) 


(23) 1998 年 ,Oguntuase., J.A. 证 明 : 若 u(t) 放 al) 十 人 
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1/p 
vls)[a(Cs) 6 (sds| 


- ， (14. 29 
ult) < al) 十 1—[1— vw) 1]? ) 


式 中 uCD 一 exp{(—| God 6 一 K(i,t) 十 | Kods'a 过 ,过 1 二 1 去 


< co. (Zb. Rad. (Kragujevac)1998,20:77 ~ 81) 
(24)” 设 fg ，K(z,s)，K,(t,s) 均 非 负 连 续 , 且 


f0) Sg) 十 | KG) fds, 1 > 0， 
[4 
则 
f0) < VE + 去 | (KG 十 | KGeszydzjds (14. 30) 
0 0 . 


证明 及 进一步 的 推广 见 L330]36(〈2005) :167 一 178) 
(25) 设 f,g,h,G 在 La,5j] 上 连续 ,g,h 宇 0， 并 且 


5 
Gz) < fz) +| gHGaet| hx)GCr) dz. 
b T 
若 p 二 | nCxyexp {| gDdt)dr 二 1， 则 
Gz) < PCz) 十 Ts A + KO}dt exp(| gC dt)+ KCz), 


式 中 K(x) 一 | gf exp(|'g Cw du) dt, z € [asb]. 


([330]36(2005);359 ~ 363;37(2006):1 ~ 9,261 ~ 271) 
(26)” 设 f,g,h,u:[a,b] 一 玉 R: 均 为 连续 函数 . 若 


b 
u(x) < f(x) +gCz)]| hu dt, x ELa,b], 
pb 
且 户 二 | acepegcz)dz 二 1, 则 


b 
u(x) 妇 f(z) gz) [村 fh de). ([1691]41) 


( 王 中 烈 等 对 B-G 不 等 式 的 各 种 推广 作 了 统一 的 探讨 , 见 [337]1991,3:48 ~ 55, 其 他 
文献 见 胡适 耕 [347]1993,26(2):6 ~ 14; [339]1995.15(4) :525 一 532; 李 文 荣 [353]， 
1985,1;65 ~ 69;Period. Math. Hunger 1991 ,23(1) :93 ~ 96;[301]1986 ,120:631 ~ 646; 
Pachpatte,B. G，[388]1992 ,23(2) :131 ~ 140;Hristova,S.G.J. Appl. Math. Stochastic 
Anal. 1997,10(1) ;89 ~ 94; 四 川 师 大 学 报 1999,22(2) :136 ~ 140;[347]2000,33(1) :65 
一 71;ANIJAM J. 2000,42(2) :267 ~ 276;Laszlo Horvath 在 一 般 测 度 空间 中 讨论 了 B-G 
不 等 式 的 推广 , 见 [301]1996,202:183 ~ 193.[330]41(2010) ,97 ~ 107) 

15， Gauss 不 等 式 : | 

(1) . 设 g:[a,]j 一 RR 是 严格 递增 的 凸 函 数 . 令 i(x) 二 gg (xo)(zx 一 X00) 十 g(xX0o)， Xo 


€ Lab). p(x) 一 EEE ra) + glo). 


D 是 包 售 a,5,g(a),g(5) ,g(a) ,i(b) 的 区 间 , 若 f:D 一 R! 是 递减 函数 , 则 
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[fig Cr dz < | fdr < {foe (dr. 
([307]744 一 26012. ) 
(2)” 设 g:[a;b] > R! 是 非 负 递 增 可 微 函 数 ,f:[a,b] -> R! 是 非 负 函 数 且 f/g 递 
增 , 则 FOp) = (p+D| [Leth dz 为 对 数 凹 函数 ， 
车 g(a) =0a 委 8 过 co 上 且 JJ/g' 递减, 则 FF(p) 是 对 数 凸 函数 . 
(Varosanec,S. 等 . Z. Anal. Anwend. 1995 ,14(1):175 ~ 183) 
(3)” 设 f 是 R! 上 正 的 偶 函 数 , 且 在 [0,co) 上 递减 ,并 满足 
| flzx)dz = 1, | Tf(rX dr =o0 < co， 
令 EF= {zx: | xz | 之 加 },; 则 
1 2 » 若 之 9 
| fz / (224°) 在 从 V3/2 
E 1— (24/3) V2/3, 若 0 志 4 硫 V3/2. 
(证 明 见 [73]161 ~ 164) 
16. Steffensen 不 等 式 (1918 年 ) : 设 f,g 在 [a,b5j] 上 可 积 ,f 递减 ,0 之 g(xz) 声 1, 则 


六 <fzsfv a 
式 中 “一 | 
a pe a hn 
ate b b 
> flatof (一 人) 一 | fg = | glflate) 一 f(z)] 之 0. 


左边 不 等 式 可 类 似 证 明 .([L4]142 ~ 143) 
证 2 ”Bellman 在 了 非 负 情形 下 给 出 了 另 一 个 证 明 : 设 x(s) 由 下 式 定 义 ， 


| 一 [ms (16. 2) 


则 x(s) 递增 连续 且 ula) = a, 将 (16.2) 式 两 边 对 s 求 导数 ,得 fCs)gCs) = Fa Cs) ,从 
而 


f(s) 
fu) 


由 此 即 可 证 明 (16, 1) 右边 不 等 式 . ([4]146 ~ 147) 
证 3 胡 克 在 [29]74 ~ 75 给 出 了 一 个 更 为 简洁 的 证 明 ， 


令 F(x) 二 [i 一 | re , 式 中 cCz) 二 | 人 


zw (s) 一 


8(5) 二 8(05) US) Ea +| se 


则 F(zx) = FLa 十 cCz)]g(Czr) ~— f(x) g(r) = ze 十 | 本 — f(z) gel) 之 0. 


Steffensen 不 等 式 已 有 许多 的 改进 和 推广 . 
(1) Hayashi 不 等 式 : 设 f 在 [a,6] 上 递减 .g EL[a, 刀 上 且 0 所 gz) 二 M， 
x EE [a ,5 ,由 


M| /<| /fe <M| 7 (16.3) 
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式 中 < 一 十 | g. ([41144) 


(2) ” 设 feLrfa,bj;p 泛 1,(1/p) 十 (1/q) ==1,f 在 [a,6] 上 非 负 递减 ,g(t) 宇 0， 


f(b—0) 
ce [eb], 且 |g'<<f 寺 如. 则 


(FF) 7 < (| je 二 六 7 (16. 4) 


fC2—0) 
b—a, 若 f(6 一 0) = 0. 
( 陈 安 平 ,[350]1995,3:35 ~ 36) 
注 [2]49 定 理 33 和 [4]148 定理 4 均 有 误 , 陈 安平 的 上 述 结果 是 对 这 些 结果 的 更 正 . 
(3)” 设 f 在 [a,5] 上 非 负 递减 ,g E Lita,o, 若 


o< gz(|s) <M, 工区 [La 0]. < 一 十 (| s) 


式 中 =) {ES) We) 车 1(0 一 0) 和 >0， 


则 当 p 之 1 时 ,(| fge) <M| 7 (16. 5) 


b 6 p 
而 当 p<1 时 ,M| f*< (| fs). (16. 6) 
([353],1995,21(1) ;29 一 33). 当 M=1 时 ,(16.5) 式 就 是 L301]1984,104(2) :432 ~- 
434 的 结果 . 


1 


1 p 


b 
i711, < ems < el 7) 
([41312(1) (2005)) 
(5)”Gauchmann, Hillel 研究 了 测度 空间 上 的 Steffensen 型 不 等 式 . ([304]2000， 
1(1));Southeast Asian Bull. Math,. 1999,23(2) :277 ~ 284) 


17.  Zmorovie 和 了“ 在 区 间 [a,6j] 上 绝对 连续 , 则 


2 
Je > (ff) + fe)) ， G7.0 


式 中 系数 二 一 z 不 能 再 改进 . ([352]1983 ,10(1):46 一 49 和 MR85j:26026) 


Zoo 咎 等 式 忆 有 许多 推广 ,例如 ， 
(1)” 设 导数 f 在 区 间 [ 一 1,1] 上 绝对 连续 ,f( 一 1) = 一 1,f(1) 一 1 
ff (一 1) 一 了) 一 0. 则 对 于 诱 这 1, 有 
1 2p— 1 
| lf Pa >2(2ET) . 
仅 当 f(x) = 2 lz 2 1 zerperbsgnz ”时 等 号 成立. ([8]168) 
(2)” 设 导数 了 “在 区 间 [a,61 上 绝对 连续 , 则 对 于 任意 ca<<c<25,p>1. 有 


/ 六 一 1 vf fe Fe) 一 Fe)|? 
[L179 az> | 二 (B 2)】 5 一 < 


证 明 及 等 号 成 立 的 条 件 见 [8]166 一 167， 
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(3)”Zmorovic-Chernei 不 等 式 (1983): 设 f 在 区 间 [a,a 十 mw] 上 有 nn 阶 连续 导数 ， 
hh 二 0,n 守 2, 则 
[cm TAGet)] ， 


k=0 


式 中 A, > 0 为 与 n 有 关 的 常数 , 当 n = 二 2 ~ 一 7 时 ,A 的 最 佳 值 已 求 出 .但 ”> 7 时 人 A, 的 
最 佳 值 是 多 少 ?(Dokl. Akad. Nauls Ukrain. SSR Ser. A 1983,6:13 ~ 16) 

(4)” 设 r 阶 导数 了 ”在 区 间 [ 一 1,1] 上 绝对 连续 ,> 1, 整 数 & 满 足 r/2 委 & 魏 ~， 
令 g(t) = 二 (z* 一 1)*, 车 正 值 可 测 函 数 p(x) ,使 得 


1 国 1 
c 一 | [oD py) pn 
则 对 于 p 二 1, 有 


Pp. 
(gn dt < oo0, 


k 户 
mel 


式 中 系数 ce? 是 最 佳 的 ,证 明 见 [8j167 ~ 168. 其 他 相关 结果 见 [21]240 ~ 258. 
18. ” 设 函 数 /0 上 有 二 阶 连续 导数 ,/(a) = f(5) = 二 0, 则 


1 
| pO | FY) | ?dt 


D | I/we slfl. 
所 f(x) (bo a) 
| 17"(z) | dzr> [ee ,Ca 二 工 所 归 ， 


(3) ”车 加 条 件 f(a) = 1,f (6) 一 0, 则 [ | fz) dr > 5 


19. ”由 变 分 法 导出 的 积分 不 等 式 :[1] 第 7 章 专 门 讨论 了 用 变 分 法 可 以 建立 的 车 于 
特殊 的 积分 不 等 式 . 设 泛 函 f 的 定义 域 是 : 
Df) = {x € Clabl;zr(a) = zo,r(b) = xi}. 


求 泛 函 f: f(z) = | FCszsz yd 在 z* (GE D(C 有) 处 达到 极 大 值 或 极 小 值 ,就 得 到 积分 
不 等 式 : 


f(z) 达 f(x’) 或 f(z) 之 f(x’). (19.1) 
这 时 z* 必 满 足 Euler 方程 : 

aF daF, 

并 -入 )=0 (19. 2) 


所 以 ,对 于 给 定 的 下 ,由 (19. 2) 式 求 出 其 解 z” 后 ,就 可 得 到 积分 不 等 式 (19. 1) ,这 往往 是 
发 现 和 建立 若干 积分 不 等 式 的 有 效 手段 之 一 ,当然 它 也 往往 受到 求解 (19.2) 式 的 困难 的 
制约 .下面 是 用 上 述 变 分 法 导出 的 若干 积分 不 等 式 , 这 些 不 等 式 的 证 明 见 [1] 第 7 章 193 
一 219., 


(1) 设 x ElL(0,c0),z(0) = 一 0, | zl， 天 0, 则 
上 [ez 人 一 (更 ) 地 >0. 

(2) 设 x ELL(0,1),z(0) 一 0,z(1) = 1,a>0,8>>4 并 满足 & 十 1/8 二 1/4, 则 
| (BL DT - (Pe) 上 所 > 六 
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仅 当 z 一 t+? 时 等 号 成 立 . 


p 
(3) 设 x ELe(0,1 力 之 1,8> (5 ,z(0) 一 0,z(1) = 1, 则 


1 , /zx 1 
| [ec WH) > Da 
式 中 4 是 方程 8C(p 一 1)4771(4 一 1) 十 1 = 0 的 唯一 根 .1 一 (1/p) 二 A 二 1. 
(4) ” 设 z EL”™[0,1],xC0) = 0, 则 上 zl 和 有 委 Co。 | x yz， 


式 中 zl (Id) iC, = (于 ) (sin 中) 


仅 当 x(z) 为 某 些 超 椭圆 曲线 时 等 号 成 立 . 
车 将 积分 限 由 C0,1) 改 为 [0,x/2], 这 时 sC1 一 1. 


若 z EL Lo,27], | z(Dd 一 0, 则 得 Wirtinger 不 等 式 : 


| [Czco]d 和 | [eco 了 dz 
0 0 
仅 当 z(t) == cicost 十 czsint 时 等 号 成 立 . (第 12 章 § 3. No. 9) 
ee 1/2 
(5) 设 zx ELC0,c0), 上 zl = (| 1z6D) dz) 网 
Tx ie2)zllz lz, lz 1zrli+t | x | 
仅 当 z(t) 一 ce 人 3!) |sm(cesin 全 一 到 ) 时 等 号 成 立 . 
zs 入 | zl x |;. 
仅 当 x(t) = 0,a.e. 时 等 号 成 立 . (本 章 No. 7. (9)) 
(6) 设 zE L2L0,1],z(0) 二 xz(1) = 二 0, 则 


! [xC)]? 1f! /7 2 
re 一 去 | [zz 了 dz 
仅 当 x(t) = cl(l 一 1) 时 等 号 成 立 . 
(7) ” 设 x EL(0,o0), 则 
~ [z(t 3 yf™., 2 
| -Pa < (| [zx WTF) 。 
更 一 般 地 , 若 户 盖 dg>1lr 一 (bd) 一 1,zC0 > 0,x’ E 了 [0,co), 则 
” [zxC2) 1]? ” / 4 Pp/q 
[ < cl [zcD]d ， 


pr 
1 rT'(p/r) 、 t 
式 中 C= 一 -一 1 (FO rp D7) 仅 当 #0) 一 0ar 十 BDV"(4 必 之 0) 时 等 号 成 


立 . 
(8)” 设 f 在 [0,co) 上 2 次 可 微 , 则 
| CGf 十 2C1 人 2 十 (8709 关 导 LFCO) 卫 , 仅 当 Az) = ce (z 十 2) 时 等 号 成 立 . 


20. ”函数 重 排 不 等 式 : 设 了 是 测度 空间 (X, 》) ,x) 上 的 可 测 函数 , YA >> 0. 
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o0) 一 arG) 一 Ap fl>1) (20. 1) 
称 为 了 的 分 布 函数 ， 
(一 inf(A:cGA) SH.(Yt> 0) (20. 2) 
称 为 了 的 递减 重 排 函 数 . 


注 1. (| 请 >) 表示 集 { 人 EX: | Fo | > 人 (L118j62) 
(1) ol), 了 f"' (4) 都 是 右 连续 的 递减 函数 , 且 


of* (02) St Vt 0;f’ (oc00)) SEA, VA> 0. (20. 3) 
(2) f 与 f* 有 相同 的 分 布 函数 ,这 是 因为 YX 汪 0, 有 
人 tj 全 人 一 (人 to) > 4). (20. 4) 


(3) 次 可 加 性 :Vf,g, VA 全 0, VD 和 之 0, 有 
Ofte (Ma 十 2)z) 和 or) 十 og (MA) ;Cf g)" (三 十 1 ) < fA" (£1) 二 g* 《ti ) 
(4)” 设 f,g 是 (0,a) 上 非 负 可 积 函 数 ,a 为 有 限 或 ce, 则 
| <| fre. 

(5) 若 开 > 0,limf,(z) = f(7) ,1 递增 , 则 f; 也 递增 收敛 于 了“. 

(6) 车 0 过 ff 过 g, 且 f,g 在 无 穷 远 处 趋 于 0, 则 f° 的 委 8 (zt)，【〔〈 保 序 性 ) 

(7)” 重 排 的 保 四 性 : 设 f 是 [0,a] 上 正 的 凹 函 数 , 则 f* 也 是 四 了 泡 数 . 

由 于 了/* 的 次 可 加 性 ,我 们 需要 找 出 它 的 适当 代替 , 即 定义 : 设 /是 (X, 》) ,x) 上 任意 
可 测 函 数 , 令 

1 

一 | |f|:u(E) 之 t\， 若 0 二 1 二 ulX)， 

pe = sop {7D), * * 
1 


+| 47 车 ju(X) 和 上 < co. 


于 是 ,VY 可 测 函 数 f, 下 式 成 立 
DF) [fr (dss VE (20.5) 


([132]228 一 241) 
我 们 还 可 定义 的 对 称 递减 重 排 , 即 利用 fx (x) 三 广 (2z)(z 二 0) 和 三 (一 Z) 一 
fi (zx) 来 定义 一 个 偶 函 数 f; , 称 f; 是 和 的 对 称 递 减 重 排 . 当 f,g,h 非 负 时 ,成 立 Riesz 不 
等 式 : 
| 7epgconC z— Wardy < | ff wa: Wh: (— x — drdy. 
R R R R 
([1]313 ~ 322) 
(8) ”等 侧重 排 的 导数 不 等 式 : 设 f 在 [a,bj] 上 a.e. 可 微 ,GCy) 在 (0,ce) 上 递增 , 则 
[Gd oY) ldr < | GC) dz. (20. 6) 
若 Flyi ,yz ) 在 R! x Ri 上 Borel 可 测 ,使 得 对 每 个 固定 的 1 PCy yz ) 是 y 的 递增 
函数 , 则 


1 
| Fe (8), | (六 DC6) Da < | Frcz)， | f Cz) | dx. (20.7) 
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([21]299 ~ 300 和 [30111993,175:448 ~ 457) 

由 (20. 6) 可 推出 :ef* ,= ef,,0<<p< co. 

(9) “递减 重 排 积分 不 等 式 : 设 f 在 区 间 D( 可 以 是 无 穷 区 间 ) 上 非 负 可 积 , 若 olX) 是 
严格 递减 的 连续 函数 , 则 它 的 反 函 数 就 是 f 的 递减 重 排 1" (5. 若 下 为 卫 的 可 测 子 集 , 令 
b= pp(D),c 一 4(E),a 一 5b 一 c, 则 

pr < hr 

([61]114 ~ 116) 

(10) 好 1 不等式;: 

设 关 是 R* 上 正 的 双 倍 正则 Borel 测度 , 若 算 子 Ti ,Tz 满足 下 述 三 个 性 质 : 

@ 五,T 是 次 线性 和 正 的 算 子 ; 

@ VfE CR ,> 0,{Tf>0 是 有 限 (L) 测度 的 开 集 ; 

@) 车 球 B 包含 点 z ,使 得 Tf(zx) 委 ), 则 

Vw:0 厂 过 1, 存 在 与 f,4,B 无 关 的 a 一 a(Ti ,Ti ,只 .使 得 

Lu{y € BTIfOy) > ,Tfly) CA) E74(B). (20. 8) 
则 称 TT ,T; 满足 关于 p 的 好 4 不 等 式 . 

好 4 不 等 式 是 证 明 各 种 算 子 不 等 式 的 有 力 工 具 ,例如 设 T ,Ts 满足 关于 y 的 好 4 不 等 
式 , 并 且 YFfEC?CR ,1Tmzl <c0<bp<co, 则 存在 与 /无 关 的 常数 c 一 cj,p)， 
使 得 

| TF sc | Tf | ,. (20. 9) 

([87]328 ~ 330) 

我 们 可 以 在 一 般 测 度 空 间 上 用 函数 的 重 排 定义 更 一 般 的 好 4 不 等 式 , 即 设 f,g 是 s 有 
限 测度 空间 上 非 负 可 测 函 数 ,车 存在 a > 1,8 二 1, 及 常数 c, 使 得 


f° (0) Zeg’ (BD +f' (A), Yt> 0. (20. 10) 
反复 利用 上 式 ,可 得 
f° (1 Cg (82) + 到 Eds 十 lim 太 (D， (20. 11) 


([132]240 一 241) 

注 2 设 f,g 在 (0,1) 上 非 负 可 积 , 令 g (x) = 二 g' (1 一 z)， 则 g 是 g 的 递增 重 排 ， 
这 时 成 立 Hardy-Littlewood 不 等 式 : 

re<| fe <|,f*g*.([1] 定 理 378) 

注 3 函数 的 重 排 是 极 有 用 的 分 析 工 具 ,(20.2) 中 的 f 是 在 一 般 测 度 空 间 中 定义 的 . 
车 我 们 在 R" 中 来 研究 函数 的 重 排 ,还 可 以 充分 利用 R" 的 几何 结构 ,这 时 ,我 们 可 以 先 定 
义 集合 A 的 对 称 重 排 A* ,然后 利用 A* 来 定义 广 , 即 : 设 A 是 R" 中 Borel 集 ,uy(A) < ce. 
车 中 心 在 原点 的 开 球 A” 二 {x € R": | x | 二 7), 使 得 ju(A*) 二 y(4), 则 称 A" 是 A 的 
对 称 重 排 . 集 A 的 特征 函数 gp 的 对 称 递减 重 排 p; 定义 为 py 一 p+. 

设 f:R" 一 C( 复 数 域 ) 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 即 Vt >> 0, py(| >> 蜂 二 ceo， 则 了 的 对 
称 递减 重 排 f/” 定 义 为 
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f* (x) 一 | plus Cx) dt (20. 12) 


从 此 定义 可 推出 : 
(11) f* (zx) 守 0; 
(12) ff* 径 向 对 称 且 递减 , 即 | x | 二 | y | >f* (zx) = f(y); 
|z [iy lf (7) > f(y). 
《车 |z 1 过 |y|1 志 f(z) 二 f(y), 称 f” 为 严格 对 称 递减 ). 
(13) f* 是 下 半 连 续 函 数 , 即 Yt >> 0, (f* 之 让 是 开 集 . 
(14) 1{ 广 之 人 矣 = 人 了) >> 电 ". 即 广 的 水 平 集 恰好 是 | | 的 水 平 集 的 重 排 . 
(15) pt 了 人 > 日 = 二 ,Yi 之 0(f* 与 | | 的 等 可 测 性 ). 


(16) ” 设 G 一 Gi 一 Gi, 式 中 Gi,G; 为 递增 函数 , 且 | ,G1(| AD) 与 | ,G1 AD 中 至 
少 一 个 有 限 , 则 
| cdl rz Daz = | ,Gf Cz))dz. 


特别 地 , 若 fEL?R),1<p 志 oe, 则 f° ,= fl,. 

(17)” 若 g:Ri> Ri 递增 , 则 (g(| f(x) 1))* = g(f* (x)), 

(18) ” 重 排 的 保 序 性 ; Vz ER", f(x) 坟 g(7x)>f° (x) 过 gg* (zx). 
(19) ”车 f,g 是 R” 中 非 负 函数 且 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 则 


| fwecrar < | 广 Coeg' Crdz, (20. 13) 
当 了 是 严格 对 称 递 减 时 , 则 仅 当 g 二 g” 了 时, (20.13) 中 等 号 成 立 . 反 向 不 等 式 为 
| .fps 之 | Je Ss 《20. 14) 
(20) ” 重 排 在 L*CR") 上 的 非 扩 张 性 : 
外 产 一 和 1 一 纪委 乡 委 <) (20. 15) 


(21) 设 站 :R -> 尺 是 非 负 凸 函数 , 且 ih(0) 二 0, f,g 是 R" 上 非 负 函 数 且 在 无 穷 远 处 
趋 于 零 , 则 
| ar ~g) S| hf 8). (20. 16) 
R R 


若 h 为 严格 同 ,f 严格 递减 且 f” = f, 则 (20. 16) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 g 一 5. 
(22) ”Riesz 重 排 不 等 式 : 设 f,g,h 是 R" 上 非 负 函数 , 旦 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 令 
I(f,g,h) = | fC2) (gx*h)(z)dzr = | | fr) gr— y)h(y)drdy, 

则 
I(f ,gsh) If ,gg ,hh*). (20. 17) 


更 一 般 地 , 设 六 是 R" 上 非 负 渗 数 且 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 令 km, A 二 (qj) 是 kX 
m 阶 矩 阵 . 定义 


mm 大 
Knee 一 | Lf (Pose) ded 
具 人 (大 
由 ICf »"° ff) 委 ICF? ,fa ). 
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(23)” 设 f;R" > 尺 是 非 负 可 测 函 数 , 且 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 则 
lyf,<lvfl,, 1l<p<%. (20. 18) 
(24) 车 f€ Cr CR"), 则 
FD EGC TFI) 
(25) 车 u{| |4) = 二 yl] 之 a), 称 f 了 是 了 的 等 测 对 称 递减 重 排 . 这 时 成 立 
Hardy-Littlewood-Riesz-Sobolev 不 等 式 : 


[RD sf) rdr | RCT x Ta) Cn) dz. 
(26)” 设 (XX,3,p) 是 测度 空间 ,fg 是 非 负 可 测 函 数 , E € 三 则 
[edx<) fea. 
(27) ， 设 了 上 是 全 有 限 测度 空间 上 的 可 测 函 数 ,/*“(z) = 二 | 广 (sydt 是 了 的 平均 


重 排 . 
由 设 1 所 记 二 co，1 委 < 委 c, 则 


Ler ogee 
© 设 0<p<%,1<4< 二 co, (eo) 二 0, 则 
(E37 DT S| < +n, [zz (z) — f° (Cz))]? 此 | 


([308]128(3)(1999) :727 ~ 734) 
21. H-L(Hardy-Littlewood ) | ff 在 有 限 区 间 (0,a) 上 非 负 可 积 , 记 


pr) = O17) 一 sap 人 5 -| /fa < <u<), 


"为 了 的 递 碱 重 排 ,Q 为 R" 中 方 体 ,M(f,z) = sup zcGy|。1 /C3) | dy 称 为 了 的 
Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 


(1) 人 DT) (2) dt. (21. 1) 
XJo0 
(2) ” 设 g 是 [0,a] 上 递增 函数 , 则 
& 让 1 EF x 
facoczyar < (二 Dar)dr, (21. 2) 
注 (1)(2) 中 六 (0 换 成 M(f,z) ,不 等 式 仍 成 立 . 
(3) 车 1 过 p 三品 , 则 0() 1 < sf (21. 3) 
17 户 
(4) 车 0 二 pp 二 1, 则 10 ,< (t=) | fi. 《21. 4) 


(推广 见 Ricerche Mat. 1989 ,38(1) :119 ~ 136) 


1 1 1 
(5) | .907,24z < 2 fx)lnt fndrtal| jz)dzr 十 cayclycs > 0. (21.5) 
0 


(6) ” 设 g € AC[a,5b]， 有 和 在 (ab) 上 递增 ,& 3 在 (ec,p) 上 递减 ,a,8 守 0, 则 3 
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盖 0, 使 得 
| ececey)dz 过 | gf 62))dz. (21. 6) 
(7) 设 1 二 pp 二 ,一 1 之 a 二 p 一 1, 则 
| zn dr < c| x°Lf Cr) Yaz. (21.7) 


([322]1930,54:81 ~ 116;[73]421 ~ 428;[57]32 ~ 33;[21]303 ~ 305) 
22. 设 fELi, 令 


h 下 
f(z) 一 s 邑 于 | | f(z 二 | dt， 广 cz) 一 sup 于 | | f(z—t) | dt 
n>6 在 Jo n>0 hjo 


fz) = max(ft (x),f (7)} = i | FFCGz 十 | | } 


则 
(1) p> 入 Nz) 过 位 fh， (YA> 0); (22. 1) 
1 p 
2 NF Sg) /<2 < 0); 
pl? 1/p 
(3) 1f ,< (41=3) i fii, OO<p<l); 


F< dln fhte 


将 广 换 成 广 时 ,(1) 一 4) 仍 成 立 , 但 广 换 成 户 时 ,应 注意 { 瑚 盖 介 一 { 广 > 从 
U {ff- 汪 ,所 以 (22.1) 应 换 成 


nC {fF >>1)fN\ er) Ef YA> 0 


《证 明 见 [73]386 一 389 或 157JVol.1:33) 当 7 为 非 周期 函数 时 相应 的 类 似 结论 见 
[98]611 ~ 620) 
23. “有 界 平 均 振 动 函数 不 等 式 (BMO 不 等 式 ) : 设 f 在 R" 上 局 部 可 积 ,Q 为 R" 中 任 


一 方 体 ,了 在 Q 上 的 平均 值 记 作 fa 一 -| f(z) dp. 车 了 满足 : 
£ Q 


1 一 | 而 | 1 fo de)< ~ (23.1) 


则 称 上 为 有 界 平均 振动 函数 , 记 为 f € BMO. 
(1) 若 AFE BMO, 则 成 立 John-Nirenberg 不 等 式 : 存 在 常数 cc >> 0, 使 得 
VA>>0, 下 式 成 立 


utzEQ:lFz) 一 户 |> js<aem 全 TT] veo) (23.2) 


及 之 , 若 f E€ Le《R"), 且 存在 两 个 正常 数 C19C2 ;使 得 wx{ 工 E Q: | f(z) — fa | 汪 > 24} 
委 ciexp{ 一 cA}pCQ).CVYVQ,YVAX4 这 0), 则 Ye:0 过 cc 过 ci, 下 式 成 立 


J expte | 1 ~ fa la < -a 
由 此 推出 FE BMO( 具 有 范 数 上 .) 避 


CC 


nu(Q). (23. 3) 
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1 1/p 
sp {a AD fa le) Selflee ~ (23..4) 


1 之 bp 二 0, 这 说 明 (23.2) 式 刻 画 了 BMO 中 函数 f 的 本 质 特征 . (L87]202 ~ 204) 
(2) ” 设 fE BMO, 则 YX 之 0, 成 立 
| | Fa 一 挛 1 各 委 clnG2 十 2) 1 .paQ), 式 中 AGOAQ) = Np (0). 
(3)” 设 ffE Luo(R'), 则 Fefferman-Stein 的 # 函数 定义 为 
1 
[3 一 _ 一 _ 
f* (2) = sup rc | fy) — fa | dy(y). 
则 AE BMO(R Of EL CR) 了 和 LCR OF ELCR"), 1l<p< oo; 
ft (x) 22M ,7). 
(4) ”BDS(Bennett-Devore-Sharpley) 不 等 式 : 设 FE BMO, 则 f 的 HL 极 大 函数 
M(f) € BMO, 而 且 
| MCAP 1 <elfl,. (23. 5) 
([ 87]204 ~ 206) 


(5) ”Spanne-Stein 不 等 式 : 设 / € BMO, 则 f 的 共 固 函数 €E BMO , 且 
171 .和 cl fl.. (23. 6) 


了 的 定义 及 (23. 6) 的 证 明 见 [87];206 ~ 209;52 ~ 53， 
(6) 设 f€EL”(T), 则 了 E€ BMO(T), 且 
FD, el Al- (87]206) (23.7) 


(7) /的 递减 重 排 +" 满足 :上 fF. 过， 
(8) 设 fe BMOCGR"), 则 fz) 二 | x 1 ELI(CR"). 且 
[12 /ed < S17l. 


R" CPP 十 | 工 [dy 
式 中 @ 是 中 心 在 原点 , 边 长 为 a 的 方 体 , 盖 0, 常 数 c 只 与 维 数 有 关 . ([137]219 一 220) 
p 二 1 的 情形 见 [322]1972,129:137 ~ 193. 
(9) ”Poincare 不 等 式 : 


(| Df oD < AB |, | vf lvl) dre), 


|; 
式 中 1 二 pg 三 吕 ,w(B) 一 | wo(z)dryYvr 为 了 的 梯度 ,([368]1992. 41(3) :605 ~ 


623) 


24.， A，, 权 不 等 式 : 设 w(x) 是 R* 上 局 部 可 积 的 正 函 数 ,Q 是 其 边 平行 于 坐标 轴 的 方 
体 ,E CQ,， 


wlE) = | wz)dz. M,(f,x) = sup (zs | f(y) 1 dy) ,ss > 0. 


Mi(f,x) 即 为 No.21 中 MCf;,z) ,4(Q) 二 v(Q) 为 Q@ 的 体积 . 
若 存在 正常 数 ,使 得 YQ, 下 式 成 立 


(x (zx) dz ) (xls [wlx) ] dz 一。 
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则 称 名 为 A 权 函 数 , 记 为 w E€ A,(l 了 


若 CL- 1 | d (24. 2) 
奢 Ci) dr) erp CO) log i XxX) 过 

则 称 名 为 A 权 函 数 , 记 为 w € A。; 

若 Ma,z) 委 cm(z) a.e.rXE R'". (24. 3) 


则 称 w E Ai. 
BMO 与 A, 关系 十 分 密切 , 即 若 wE As(1 二 Pp 二 00), 则 lnw EE BMO; 反 之 , 若 lnwE 
BMO , 则 存在 6 守 0, 使 得 ww E A,. ([137]:240) 下 面 仍 记 


f= (| fl) < p<. 
(1) 设 wE hsl 志 pp 所 0, 则 ww 满足 反 向 Hilder 不 等 式 , 即 存在 正 的 常数 c,6, 使 
得 


7 ‘<e al) ,VQ. (24. 4) 


< 二 =) Ga 
(3) 设 wEAh,,l1 二 p< 过. 

[MCP ps Eel f* we， * (24.6) 
(4) 设 wEAyssl 二 5 二 pp 二 0, 则 

| MCA Nw Eel flys. (24.7) 
(5) ”Gehring 不等式; 设 定义 在 方 体 Q,。 上 的 非 负 函 数 w 满足 : 

(rl) < (le ) vacao>: 


则 7w 0, 使 得 YQCQ, Vr:p rr < 之 了 十 7, 下 式 成 立 
1 ; l/r 1 “ 
(ze ) Cy (ze) (24. 8) 
着 取 Q 一 [0,1],| w? 一 1,E 一 {xz € Qiw(z) > 四, 则 (24.7) 可 化 为 


| wr <a”m| wl (24. 9) 
E, EE 


([322]1973. 130:265 ~ 277) Canale,Anna 推广 了 Gehring 不 等 式 , 证 明 : 
设 Cw 为 双 倍 测度 ,六 E€ L! (Qo ,tw (Tr) dr) sh 之 0, 并 满足 ; 
"| hCz)wlrx)dx 之 Ci essinfh(x),YQC Q,, 则 37 > 1, 使 得 
wlQ)Ja zEQ 
1 1 
wQ) wlQ) 
此 外 ,车 w € Ap>1,0 云 产 EL2(Q,wCz)dz) ,并 满足 
-| jz)io(z)dz)ua 远 < 一 | PCz)dz, 则 37r > 1, 使 得 
“aoO) Q 


二 | hx) wr de) 二 | hr) wz) dz. 


wlQ) 
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| ho dr < el | hz)dz). (L307]1993,754:26 011) 


1 
ZG woCQ)Ja 
(6) 车 外 和 As 疡 1 则 双 ( 组 ) 委 co(Q). 式 中 塌 是 和 Q 同心 . 边 长 为 
Q 的 边 长 t 信 的 方 体 . (L142]153) 
(7) 设 wE hs1l 二 Pp 二 吕 , 则 


| wz) dz 一 co 
[|x |™* 
ixi>M>0 
(8) ” 设 wE Ail, 则 inf wx) a Ey es essinf wlz), 且 对 于 玉 CCB, 下 式 


u(E) «WwWE) 
uCB) ~ wlB) 


(9) wE AOV 非 负 可 测 函 数 f， | G(A) | lw | fF] 1 ,ww 成 立 . 
1 
式 中 G(f,z) 一 su exp (Zt) | fCz) | dz 
以 上 的 证 明 及 进一步 的 结果 见 187]223 一 258. 
(10) Fujii 不 等 式 : 设 fo 一 一 | .1 , 则 JE A- 扣 3e>0, 使 得 
ACQ) Ja 


zl], 大 eg ( 友 ) a < fe 


Gioconda,M. 等 推广 了 这 一 结果 . (MR98h.26024) 

(11) 设 w€EAh,;1 之 pp 二 0,0 之 a 二 1,E 为 方 体 Q 的 子 集 并 满足 :ux(E) 之 ov(Q)， 
则 存在 8:0 二 8 二 1, 使 得 wlE) < Bw(Q). 

(12) 设 wE€ A,,1 牵 2p 过 00, 则 存在 8 汪 >0 和 常数 c 汪 > 0, 使 得 VECQ, 下 式 成 立 


wE) -一 LE),s 
Gy) < < 即 wowEA-， 


(11) ~ 《12) 的 证 明 见 L142]154,157. 
25. Korn 不 等 式 (1908) : 设 fi (zx’) 是 R" 中 有 界 域 D 上 的 向 量 肖 数 (&,j 一 1,2,…， 


7n); 令 


1 =],( 光 ( 寻 ) 上 于 7 和 则 


|,(> (zz a) + Die cl 


Korn 曾 用 于 获得 弹性 理论 中 非 齐 次 方程 的 解 的 先 验 估 计 . (Fichera,G. ,Existence 
theorems in elasticity theory, Springer,1972, Vol. 4:347 ~ 389) 


26. (1) ”能 量 不 等 式 :以 膜 振动 方程 2 =4a ‘(+ 2 十 3 为 例 ,能 量 积分 


dx 
E(t) 一 | + a (wu ++ us) ldzrdy 


表示 时 刻 :在 积分 区 域 D 上 薄膜 的 能 量 . 式 中 
D= {(zyy) (zr— zo yy) at) 01tLto). 
E(t) 委 开 (0) 称 为 能 量 不 等 式 , 利 用 它 可 以 得 到 膜 振动 方程 柯 西 问题 解 的 唯一 性 与 
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稳定 性 ,还 可 用 于 研究 存在 性 问题 ,这 种 方法 称 为 能 量 方法 ,这 是 偏 微分 方程 研究 中 常用 
的 一 种 方法 . (John ,F. , 偏 微分 方程 ,科学 出 版 社 ,1986) 
(2) “相对论 动能 的 凸 不 等 式 : 设 JE DCR"), (f,g) 是 [LR"] 的 内 积 ,Iy'(f) 一 


[CPP 一 Ce 有 )] 一 致 有 界 . 


n 十 1 
supB ND = lim1¥ DP = 11 1D = — |, DA ardy. 
12>0 2 t=0 2x 2 R JR | 工 一 多 | 于 


这 时 称 f € Hi(R:), | p | 称 为 相对 论 动能 . 
设 AgE HICR?), ff 关 0,，T(p) 一 VV 十 一 a 则 Vu 之 0, 下 式 成 立 
| (Vf te Tp V 严 十 最 ) SEFTON +g Tp)g) (26.1) 
仅 当 不 变 号 , 且 g = 二 cf ,a.e. 时 等 号 成 立 , (26.1) 称 为 相对 论 动能 的 凸 不 等 式 .([167] 
167) 
(3)” 设 (Ei} 是 R"” 中 互 不 相交 的 有 界 可 测 子 集 列 ,D, 是 五 。 的 直径 , 即 
De = sup(| zx—y |:x,y € E,). 


若 f € HECR") ， 则 


Cf,1p| p> Ey es) 1 ffs l. (26. 2) 


型 Dt! 
i 


1 f 
式 中 fs = ze [L167]177) 


(4)” 反 磁 不 等 式 : 设 A 二 (Ai,…,A,);:R" -> R",，f:;R" -> C( 复 数 集 ). 

车 f, A; € LECR"), Ajf € Li.(R"), 则 称 (V 十 过 ) 了 是 大 (关于 A) 的 协 变 导 数 . 

车 EL CR"), (9; 十 iA;) 了 EDGR ),j 一 1,…,n, 则 称 f€ HCR"), H3(CR") 是 
Hilbert 空间 . HA (CR*) 中 的 内 积 定义 为 : 


fa = if) + D0, 十 iA)) i,(9; 十 iA;) fs)， (26. 3) 


当 记 二 fo 二 了 了 时, (26. 3) 式 右边 第 二 项 称 为 f 的 动能 . 
设 4AELhCR")， FE HMACR"), 则 | flE RCR"), 且 成 立 反 磁 不 等 式 : 
1Y1TAICz) AI (V+iA)f(z) | aezE 民 ". 
([167]174 ~ 175) 
27. (1) Friedrichs 不 等 式 : 设 吕 为 R" 中 有 和 界 区 域 ,其 (x 一 1) 维 边界 9D 满足 局 部 
Lipschitz 条 件 , 了 € ns 空间 ), 则 


ji <clj, 沁 (并 (a ) ) +t), f°) 
上 式 还 可 推广 到 加 权 空 间 . ([138]) 
(2) ”FP 不 等 式 (Friedrich-Poincare 不 等 式 ): 设 f'€ Cla,b], f(a) 一 FOOD = 8， 
p>0,0 过 4X 达 x/(5b 一 a), 则 


p21 yp 28 (a’ +B)cosAlb a) 
| < 站 |.(f ) 十 AsinA(b — a) 
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证 明 及 更 多 的 不 等 式 见 Burton,A.P, 等 ,Rad,Mat,1989,5(1):107 一 114. 


28， 梯度 不 等 式 : 设 为 了 的 梯度 : | Vf(zx) | 一 (2 (aazo) 


(1)” 设 了 的 支 集 是 R" 中 的 开 方 体 Qu, 且 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 则 对 于 Q 中 任意 z， 
有 
| jz) I<d| LY 
au y | 
而 对 于 任意 QC Qo st €E Q, 有 
| ff ey < ,ry 
式 中 常数 c 与 z+ 无 关 , 而 与 维 数 n 有关， 
提示 :利用 f(x) 一 十] ,2 二 dy 其 中 心 ,一 2|， ,0+|z1?)-wdz 是 R" 中 


| 
单位 球面 3 一 {x ER :|zl=1) 的 表面 积 〈[87]270 ~ 271) 
(2) “PS 积分 不 等 式 (Poincare-Soboley 型 积分 不 等 式 ) : 
1987 年 Pachpatte,B. G 证 明 : 设 B= (z 一 (zz):0 委 从 委 a1 魏 & 魏 9 是 
R" 中 的 有 界 域 ,f 在 B 上 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 且 在 中 的 边界 上 为 零 , 则 对 于 久之 2, 有 
fl, Ca/2Dn vf,, 
式 中 pp 范 数 在 B 上 取 ,a 二 max{ai,az ,4a}.《([330]1987,18(1):1 ~ 7) 
(3) 1989 年 Gordon,S, 证 明了 加 权 梯 度 不 等 式 : 


(| 1gCz) [rv (x) dx) <<(| | ZT gE) ux) dz) 


式 中 xu 为 非 负 权 函 数 ,1] 二 pp 二 ,0 二 gqg 志 p.([392]1989,111(3 一 4) :329 一 335) 
(4) 在 [87] 中 还 对 加 数 情形 证 明了 Sobojlevy 幅 入 不 等 式 : 


( | f(x) du) “ c(|. | YAFCz) |*dv(z) ) 2 

Q EA 

( 式 中 1/p 一 1/n 过 1/s 二 1/p,yp 志 gg 二 s) 和 Poincare 不 等 式 : 
| | fz) — fa ?dulz) < |, | VCz) |*daCz)， 


式 中 1 之 p 过 0,fo 一 fa. ([87]272 ~ 274) 


(5) ” 设 fE SCR")([118]:362),f: 是 了 的 对 称 递减 重 排 ( 本 章 No. 20),p 是 (0,ce) 
上 递增 的 凸 函数 ,pC(0) = 0, 则 


| .pd vf Daz> | ,pd Vf: Dadr 


Talenti, Giorgio 引入 了 加 权重 排 函数 的 概念 ,得 到 了 上 述 不 等 式 的 加 权 形 式 . (Ann. 
Univ. Ferrara Sez. VII. 1997 ,43:121 一 133) 


(6) ”广义 Hardy 不 等 式 : 设 Q 为 R" 中 区 域 ,1 天 户 < co,3Cz) 一 dist(x,80),1998 
年 Matcus,M 等 对 于 了 E W'*(0), 求 出 广义 Hardy 不 等 式 | | A1' 之 |，| 于 1 中 
最 佳 常数 cs ,cs 二 [1 一 (1/p)]*. ([309]1998,350;3237 ~ 3255) 
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(7) ”Hardy-Sobolev 不 等 式 ; 设 0 为 R" 上 有 界 闭 区 域 , n 宇 2 ,0 E 0,1<p<n， 
f € Wa?(0)， 划 


p 


Hz) "gz, 


区 


,ive > (外 


一 p 
式 中 C, = (3 ) 是 最 佳 常 数 . 
(8)” 设 fAEWI?R'), R= RXR 2 二 二 1<<<m aa<R0 委 秋思 
二 Pn 一 0) 见 
r n—p 9 则 


[il vr ardy>c(]| La 


rr | 工 |? 


frisrasy) 一 af(GL 士 | 工 | 7 十 (by)2 二 ， 工 一 (ziyzs). 
a,5b 为 实数 ,但 在 一 般 情形 下 ,问题 仍 未 解决 . (Appl. Anal. 85(2006)(1 ~ 3);171 一 180) 
(9) ”梯度 的 凸 不 等 式 . 设 0 CR 为 开 集 ,Hi'(0) = (ff:0 一 C:f,Vf€1L(0)}，, 
HGCO) 是 Hilbert 空间 . 若 f,g 是 五 ICR") 中 实 值 函 数 , 则 


A A 


当 g(x) 汪 > 0,a.e.X EE R" 时 , 仅 当 存在 常数 C, 使 得 
f(x)= Cg(r) a.e.r€R". 


| [v1IF|I (Cz) <|. | VFCzx) |?. (L167]160 ~ 161) 


29. Sobolev 不 等 式 : 
(1) 仿 射 Sobolev 不 等 式 : 设 FE GCCR") , 则 


| Yeselrlzr， (29.1) 


式 中 ,du 是 单位 球 上 标准 球面 测度 . 一 二 了 ,c. 一 7 (如) 是 最 佳 常数 (w, 是 维 单 


2tw 1 
位 球 的 体积 ) (第 4 章 §$ 3. No. 8) (Zhang Gaoyong,]. Differential Geom, 1999,53(1):183 
~ 202) 


(2) (29.1) 包含 了 古典 的 Sobolev 不等式: 设 品 为 平面 区 域 ,f 是 D 内 有 紧 支 集 的 光 
滑 函 数 , 则 
(J, 1 vf1) > 7 (29. 2) 
(29.2) 式 等 价 于 等 周 不 等 式 ”L’ 4xS. (第 4 章 § 3. 三) 
(3) ”1992 年 ,Pearson,J. M. 证 明了 形 如 


， Vg T(n) 1 ， 
| Al 工 ?CR ) < Lr/ | | Vf | zc 


的 不 等 式 , 式 中 1/g = 1/2 一 1/n. (细节 见 [397]1992,116(4):361 ~ 374) 
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(4) ”Gauss 型 对 数 Sobolev 不 等 式 (GLS 不 等 式 ) : 
[fn fl a), | vf dt Fn fl. 


2 
Gross,L. 在 [140]1563 中 对 该 不 等 式 的 研究 背景 及 一 些 最 主要 的 结果 (包括 证 明 〉》 和 和 
应 用 作 了 详细 的 论述 . 
(5) ”Holder 藤 入 不 等 式 : 设 AGE W'?(Q2) (Sobolev 空间 ) ,二 2， 则 


LeD 一 oo Se zy (| | v7 razr)” 


(Buckley,S. M. ,Internat. Math. Res. Notices, 1996,18:881 ~ 901) 
(6) ”Fefferman 不 等 式 : 
uls,, el vul:;, 


2 
式 中 dx 二 (2x) (so 上 赎 -)) ([366]1998,30(1):80 ~ 84) 


式 中 | us. 二 (| cpwcoadz) ， 1yzl = (| | vucz) ldz) ， 

B 为 R" 中 的 球 . (Boll. Unione Mat. Ital Sez. B,1999,(8)2(3) :629 ~ 637) 

(7) ”SVD 型 不 等 式 (Sobolev-Visik-Dubinskii 型 不 等 式 ): 设 p 之 0,g9 之 1,r 之 1， 
a 之 0,Q 二 [Lai,61]X…X[ass6b,] 为 n 维 方 体 ,f 在 Q 上 连续 ,在 Q@ 的 内 部 可 微 ,是 f(a) 
二 f(60) ,1 之 上 声 , 则 


ripteg) 


) 
3f ) | fC) | dx. 


9 


n 


| [fC2) | "Pr? dz “| (2 


k=1 


(Pachpatte, B. G. [330]1999 ,30(3) :213 ~ 218) 
问 :常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 


(8) 下 面 设 f€ Wi*(R"), f(y) = | ,f(z)exp(2reyi)dz, 


If| 、? [fF| 
GD = | (TF:) oe(THi) 4 (29. 3) 
”Gross-Sobolev 对 数 不 等 式 : 
GD Tult ls) x (Ne) ， (29. 4) 
它 等 价 于 
n 2 /| vf 
GCP) < log| 5 人 TFT ) | (29. 5) 


@ Pauli-Heisenberg-Weyl(PHW) 不 等 式 ， 
车 rf E LC(R"),r= 二 |xzz|, 则 


1 A 1 
FSNEA VA 2 del fr la, C29.0) 


仅 当 f(x) = ae (>>0，z € R") 时 等 号 成 立 . 
电 ” 炉 (Centropy) 不 等 式 ; 车 rf € L?(R*),， 则 


G(f) 宇 (本)ee[ 委 ( 于 ) }， (29. 7) 
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GC 六 一 GCm a we (29. 9) 


四 车 f ELR") mL:CR"), 则 成 立 Hirschman 不 等 式 : 


GN + GF) <— nd — log2). (29, 10) 
(俄罗斯 数学 报告 ,76(1) (2007) ,589 ~ 591) 
(9) ”对 数 Sobolev 不 等 式 : 设 f EL?CR),1 二 p 二 n, fi,==1, 则 


| AA (cp)|, vf az)] (29. 11) 


p p 
式 中 C(p) 一 (hi) . 

已 知 p == 2 时 C(2) 是 最 优 常数 ,但 p 隆 2 时 CCp) 不 是 最 优 常数 ,那么 这 时 CCz) 的 
最 优 值 是 多 少 ?(Far East J. Appl. Math. 35(3)(2009) ,387 ~ 391) 

30. 1989 年 Gatto,A.E. 和 Wheeden,R.L, 对 于 ffECYFCR" ,1 二 pg 二 0 ,证 


明了 加权 Sobolev 不 等 式 : 
(| FD undr) < c(| | VfC2) lolr)dr). CL309]1989,314, 


(2):727 ~ 743)1991 年 龙 瑞 镶 、 缀 伏 生 在 不 同 条 件 下 证 明了 上 述 不 等 式 . ([333]1991， 
36(11) :801 ~ 803) 
31. 1986 年 Pachpatte,B.G. 证 明 ; 设 (1 过 上 声 m) 是 R" 中 有 紧 支 集 的 光滑 函数 ， 


则 
l /lu 
( | wi Cz) 1*dz ) | 站 Yu(r) | dr, 
一 1 
式 中 2p 元 IT?9 一 方 '〈[392j1986,103(1 ~ 2):1 一 14) 


32. 加权 Sobolev 插值 不 等 式 : 设 也 为 尽 " 中 的 球 ,wu E Lip(B),v,wi ,wz 为 非 负 权 函 


数 ,"(B) 二 | oCz)dz, 则 
wtB;|, | xz) IYwa (xr)dr oe rh | ulz) icodz 
x (SB), | Yulz) Trrwi (zx)dzr+ -| | u(x) ?vlz)dr), 
式 中 1 之 p 之 oc0,g > 1.([309]1991,323(1) ;263 ~ 281) 
33. LMCU1 设 了 在 R" 中 连续 可 微 、 绝 对 可 积 旦 各 个 一 阶 偏 导 数 均 有 界 , 则 存在 常 
数 ,使 得 
上 pl el TF YD | FV, 


式 中 f(z) = > 326 为 /的 梯度 .还 可 求 出 。 的 最 小 值 为 cw 一 (FR) 


fi 92zx Cn 


式 中 w 为 n 维 单位 球 的 体积 ， 
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证 “对 于 mm ER', 令 EE= fsR: | x— zo TS 人 ,对 于 任意 xz E Re, 有 


1 
fz) = Fa 二 |. Ef 4x xo) 


= f(x) + | [vf 4 tx— £0)) ,Cz— zo)]dt, 


从 而 | fCz) | 这 | fzo) | 一 让 YA 1z 一 ze | 于 是 
| f(xo) | ” 
| 1fl>|， [fl fe) iT ) 


即 | fr) 1 之 (JI | Ya， 


两 边 对 所 有 zx E R" 取 上 确 界 即 可 得 证 . ([63178) 
34. 单调 函数 的 反 向 Poincare 不 等 式 : 设 /在 (0,a) 上 非 负 递增 sg E€ C(0,a)，, 若 


“pp 
中 er” | Jarl pa 
“ < 和 (全 ， p—1) . 
| frr dr 
0 
式 中 B(u,v) 为 Beta 函数 . (Benguria,R.D. 等 ,[302 12000,5(1):;91 一 96) 


35， Poincare 不 等 式 : 设 CY (0) 表示 有 界 开 区 域 QCR* 上 一 切 m 次 连续 可 微 ,并 在 
0Q 的 边界 的 某 邻 域内 为 0 的 函数 集 . 则 对 于 所 有 f € C8 (0Q), 有 


S| pn dz<c 了 | | Df (x) lzdz， 


[el 到 mr lal=m 
式 中 常数 C 只 与 区 域 2 和 有 关 . 
提示 :将 Q2 放 在 边 长 为 a 的 方 体 B 内 ,选择 坐标 系 ,使 得 B = {x = (xi, ,Xn); 
0 委 z 委 ca) .在 B 一 Q 上 补充 定义 f(x) 二 0, 先 证 


| fCx) |]? < 中 | 六 | dm ;两 边 在 B 上 积分 . 


36， ”整体 Landau 不 等 式 ; 设 vE A,,w 是 双 倍 权 函 数 ,1 二 pg 二 00,0 二 a 二 1, 则 
当 z 有 紧 支 集 时 ,下 式 成 立 
| vul ss < Null viuls,,. (C309]1991,323(1) :263 ~ 281) 
37， ”插值 不 等 式 : 设 0Q 是 R" 中 具有 锥 性 质 的 开 集 , 则 存在 常数 c= 二 c(m ,2) ,使 得 对 
于 任 给 的 正 数 e,0 过 上 过 mr 一 1, 以 及 所 有 wu E W”*(0), 下 式 成 立 
| 人 | ul.s tee? |w |o,,, 


式 中 有 一 一 二 《mm 为 非 负 整 数 ,1 之 记过 0, | ul 一 (>), | Drulz) ledz)“， 


(这 


式 中 W”™*(Q) 是 Sobolev 空间 . (浙江 大 学 学 报 ,1986,20(2) :57 一 62) 加 权 插 值 不 等 式 见 
[323]j1990,42(2) :959 ~ 980. 


38, 设 f 在 [0,co) 上 非 负 连续 ,p> 1,(1/p) 十 (1/q) 一 l,g 是 [0 ,co) 上 正 的 局 部 
绝对 连续 函数 . 令 GCz) 一 |-gCqr, 车 存在 两 个 正 的 常数 A,B, 使 得 对 所 有 的 正 数 zx, 有 
rT|g (zx) | Ag (zx) ,rg (rx) < BG (x) ,而 县 
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| gx) [ats Fe) ge f Caudt) dr 一 co， 
则 

| scz) (Gs Hf Da) dr 二 CA 二 B)?|- (EJs Wa) dx, 
取 g(w) = 1/(w 十 1), 得 到 


” 工 ” f (2)dt 所 oo 矿 fdt 1 
| 下 GTiiogceD| dz < +3p)| | , ri Dw dz. 


([373]1990,48(1):124 ~ 132) 
39. ”Djokovic 不 等 式 :1965 年 Djokovic,D. Z. 提出 猜想 : 设 zo 二 Xx 二 … 二 xxi;y 记 


工 二 (Xo 3 1 9 TX) , 


fli,7) = [T(z), (39. 1) 
k=0 

M= max{| f(t,x) | :xo tx}, (39. 2) 

p(x) 一 六] fsz) dt, (39. 3) 

则 

(— 1)* 9 ~ 0. (39. 4) 

Xk 
第 二 年 ,他 又 指出 (39.4) 式 应 改 为 
(— DD opr) /ar > 0. (39.5) 


([305]1965,72,(7):794,1966,73:788E5311) 在 [4]422 中 指出 这 个 猜想 还 未 解决 . 

1990 年 , 胡 冠 初 、 汤 健康 证 明 , 对 于 任意 分 布 的 ze < zi < … < z，(39.5) 式 是 不 成 
立 的 . 同时 证 明了 (39. 5) 式 成 立 的 几 种 特殊 情形 ， 

(1) 当 ? 一 2,zrg<z<zo 而且 az 一 z)< zi 一 rz 所 ( 人 1 一 az 一 z) 
(其 中 a 二 0.1824879…) 时 ,(39.5) 式 成 立 , 当 zi 一 zo 二 a(zs 一 xo) 或 Ti 一 zxo 记 (1 一 
Qa) (zs 一 zo) 时 ,(39.5) 式 不 成 立 . 

(2) 设 zo 过 zi 过 … 二 zi 是 nn 十 1 个 等 距 分 布 的 点 , 则 当 n 志 6 时 ,(39.5) 式 成 立 ， 
而 对 较 大 的 n,(39.5) 式 不 成 立 . 

(3) ”车 将 (39. 3) 式 改 为 


b 
ep(z) 一 十 | w(t) fx) dt (39. 6) 


式 中 wlz) 为 非 负 权 函 数 , 若 a 过 zo 三 zi 二 … 二 zx, 二 5 是 n 十 1 次 正 交 多 项 式 ( 具 有 权 
w(t)) 的 零点 , 则 相应 的 (39. 5) 式 成 立 . ([339]1990,10(2) :278) 

我 们 还 可 以 进一步 问 :使 (39. 5) 式 成 立 的 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

40.， 了 Bernstein-Morqell 不 等 式 :由 Gauss 求 积 公式 ， 


b n 
[fw dz = Def ze) +R,, (40. 1) 


k=1 


式 中 rz 为 非 负 可 积 函 数 ,c 之 0， 


fe™ (&) 6 
R, (2m)!1 J 


w(x)[Q, xz) J dr,a < ££ < ob, (40. 2) 
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Q,(Cz) = Tcz 一 ze)， | aczQcopmar= 0， k= 二 0,1,…,n 一 J]， 则 
L=1 a 


| f(D we) dz > fae wna Yaz. : (40. 3) 


(1)” 取 w(x) 二 1,[a,b] = [一 1,1],zxi 是 n 次 Legendre 多 项 式 P, (x)( 第 6 章 $ 2， 
二 ) 的 零点 ,这 时 


一 _2G 一 妈 ) 2 nD 2 1 1 
Ck [2P。 Cx) 1 过 kn， R, om (©， EE€L 3 1]. 


(2)” 取 wx) = e*,[a,b] 换 成 [0,o0) ,zi 为 n 次 Laguerre 多 项 式 L,(x)( 第 6 章 
§$ 2, 五 中 a 二 0) 的 零点 .这 时 


(Cnt)? (n!1)? 
[ZL za) "(2n)! 


(3)” 取 w(x) = exp( 一 z2),[a bg 换 成 (一 ceo,co),z 是 ?次 Hermite 多 项 式 H, (zx) 
的 零点 ,这 时 


2 (é) , 


ck 一 


一 2 Vrn l — Vn! (2n) 
FHA?’ RR, = pe (A). 


(ECz) 的 定义 见 第 6 章 $ 2, 三 .) 

当 f 为 多 项 式 时 , 见 第 6 章 , 一 般 情形 的 讨论 见 [21] 第 11 章 :485 一 499. 

全 数值 积分 不 等 式 : 令 4, 一 | f(z)dz 一 十 2/( 寺 ) 

(1) [MCUJ. 若 了 在 区 间 [0,1] 内 可 微 , 且 当 0 过 x 过 1 时 , | f(x) | 之 M, 则 

1A, | 去 . 

1999 年 , 匡 继 昌 证 明 : 当 在 区 间 [0,1] 内 满足 Lipschitz 条 件 : | f(x) 一 f(y) | 
过 Miz 一 y|]" (0 二 a 声 1) 时 ,上 界 可 改进 为 M/(2n)*. 设 了 是 [0,1] 上 非 线性 凸 函 数 ， 
则 


Ck 


2 


n 
([325183C496) (1999) ,123 ~ 127) 
(2) ”车 函数 f 是 区 间 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函数 ,VC 是 f 在 区 间 [0,1] 上 的 全 变 


差 , 则 | A, | 过 二 Vi 让， 

(3) ”车 存在 $4:0 二 8 二 1, 使 得 /在 区 间 [o, 习 上 递增 ,在 [6,1] 上 递减 , Fe) = M， 
则 一 总 二 A < 4 < 加 一 AD. 特别 ,f 在 区 间 [0,1] 上 递减 时 , 有 0 < 4， 
LALOTAD 

n 


(4) 一 般 地 ,寻找 积分 | f(z)dz 的 求 积 公式 Q = Df Cn) ,可 用 Lagrange 插值 


会 式 :fz) TL) = DD fd), 人 SA = {lr)dz, 
k=0 a 
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| ft | = maxt{| ft (z) | :a 过 七 外 


4 | Per 首 。 
rcoaz- Df ca) < -frf| .| 了 HL 
而 在 所 有 首 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 p,(z) 中 ,有 积分 估计 式 ， 

| pcdz |> 2 
(5) 梯形 公式 : 


设 R ,一 T (六 , 式 中 工 ( 六 = (把 2 村 AD + ypc, ] 一 = 


bC— » 
fh. 


Romberg 外 插值 可 按 下 式 递归 定义 : 
TsCA = Tp) 
22mt2 Tan,m Cf) 四 国 Tm ff) 


a 十 生 (5 一 a), 则 | R, | 去 


Ta mt (A) 一 Dimt2 一 ] 
T. von Petersdorff 证 明 : 设 Fr E Cra ,村 , 则 
已 
六 -rcp|s 加 让 -一 | err2 | 上。。《〈[305]1993 ,100(8) :783 ~ 


785) 
(6) 抛物线 公式 (Simpson 公式 ): 


, 一 NS 
设 R, = | 7 一 2 二 2[ f(a) + f(6) 二 22 fr) +4 D2 fm) 


_ 一 2 一 
式 中 xz 一 Zz 一 和 ,mm 一 axzzn 二 5; 则 | RR， < 7 3) FF? .. 


(7) R =| 7 一 纯 “7ee ) +47(2 + 76)] 车 1 CE Lfavbln = 1,2,3, 
则 
| R， 芭 c4 一 [二 | 13 (=) 
式 中 二 6 一 一 了 6 一 一 1 ,着 之 /7 之 Mx e [ad], 则 


6 12V30'’ 48 VIO5 
六 a 十 Bb 1/2 
| RR, [< 和 a {M—m): [Ce) 一 27 (2 十 了 (0) 
12 V30 4 让 
“证 明 及 更 一 般 的 情形 见 Ujevic, N. [330]2002,33(2):129 ~ 138;[394]48(2004) ,145 ~ 
151) 


(8) 设 hists > 0,ho 二 to = 0,Dnh, 二 hh， Dn = 1 一 请 ,0 二 hh 之 1， 
k=1 


一 2 ;+8 ,0Sn—1, 和 A= {f:f E€ co,1], 大 分 段 可 微 ,|‖ 广 | 声 M}， 


(二 


; 则 sup 公 ， 《 户 ) 之 > pe 


了 


Ai(f) = fF 太一 Saas fw du 
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(Bezulik,A.V,Math. Today,1993,8:153 一 162) 
42.。 Chebyshev 不 等 式 : 设 /在 玉 上 可 测 , 记 {| f | 之 a) = {x € E; | f(x) | 二 o), 则 


pl fl> 0) < flap Ya 0,p>0. 
推广 ” 设 p 是 (0,co) 上 非 负 递 增 函数 , 且 p(x) 一 0 时 xz 二 0, 则 
1 
{| f 1> 0) < zs) f | dy. (L103]147) 


43， ”Kolmogorov 不 等 式 : 设 f 是 R* 上 可 测 函数 , 若 | /| 。 一 sup CX {| fi>A)<%. 


则 称 f € WL CR"). 
车 EWLCR"), 则 YEC R,y(E) 一 co0 到 尹 委 1 下 式 成 立 


(| If 上 Cen ppE)s Lsuppt | f I> 4}1. ([125]Vol 2. 48 ~ 49) 
44.， 设 EE 为 R" 中 测度 有 限 的 可 测 集 ,f.g 是 EE 上 正 的 可 测 函 数 , 令 E. 一 (| 了 |>> 
oj = {(z € E: | f(z) |>a), 若 pu{| f [> a < 二 | g,Va>0, 则 


1f1,< 5 | gy,1 < p< 0. (1731264) 
45， 设计 > 0,A 为 [a,5b] 中 可 测 集 , 则 
去 | (4 NN Cz—h,z+h)ydr uA). ([305]1982,89:594) 


46. 设 4a,5,p,9 均 为 正 数 ,f 为 正 的 递增 函数 , 则 
和 utbtpiq 


| 三 7(2)az+| (二 Jaz<| 7 (2 二 dz ([1]333 定理 397) 
47. 设 f,g EL1?, 且 f,g 为 正 函数 ,1 过 7 过 pp, 则 
exp(— frag) exp(— ff "am")| < C1 f -el 式 中 o>0. 
(Potze Urbach, [399]1990,3(3) :95 ~ 96) 


48. 设 f,g € 1L?*(E). 
(1) 车 0 二 Pp 三 1; 则 


[fle lar<), fg hd 
C2) 若 1 志 pp 二 吕 , 旦 | 和 Mg 委 M, 则 
| flg tld 2pM"m fel,. 


49. 设 4 为 集 0 上 的 概率 测度 ,1 过问 <g<co,fELG9) 且 | 了 | 不 几乎 处 处 为 
常数 , 则 对 于 g 盖 3 pp, 有 
| 大 1 一 fll$ 守 AC(f,pg) > 0,) 


起 中 ACfiprg) = (gp df? HAN? flogl Fle+| 1f lriog lf 


|* dxj. (L35911990 ,41(2) :245 ~ 248) 
50. HLP (Hardy-Littlewood-Polya) 不 等 式 : 
(1) 设 f€ELDLC0,00),g 1,h € Lh.(0,00),g 这 >0, 则 
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oo cao 1/2 
[err talf i yee ef YHA) fl 50.D 


1995 年 由 Brown,B.M. 等 推广 为 ; 
设 gx 一 0, 8, pal9'"" E10 所 了 (ayp)， 则 


[Oa < eA Mt) fl, (50.2) 
式 中 Ma[/] 一 > Deare yw ,六 及 (49.2) 式 中 出 现 的 了 的 各 阶 导数 € Li[a， 


5b]( 加 权 Hilbert 空间 ). 加 权 内 积 定义 为 (f,g)。 = | fgo. ([54]7:179 ~ 192) 
， | | p "vf 
ER, 则 | 。 zm < (F471) | d 


pr em 


(Khajeh ,7901 002, 11 126 
(3) 设 fi[0,x] 一 Ri, 了 ,ff € AC[0,x],f”€ LL0,xj, 则 

A Eg 1/2 

EY fID] A 
若 flx) 一 0; 则 C4.64; 车 了 (0) = f(x) 二 0; 则 c= 1 
(Brown,B. M. 等 ,[54](6) ;此 外 见 [326]1994,17(1):193 ~ 196) 
51. (1) ” [MCU ]Kantorovich 不 等 式 : 
设 f,1/f ELla,b] 0Q<m 志 fr) 过 M, 则 


< M+m) 2 
(一 as <d nd 3 》 fa). (51.1) 


提示 ;利用 Cauchy 不 等 式 ,[345]1988. 9 给 出 了 六 种 证 法 . 
推论 1 设 feLlabl,0O<m 所 f(z) MM, 则 Va E€ Ri, 下 式 成 立 


oo P< 


推论 2 设 了 在 [0,1] 上 递增 ,fC(0) > 0, 则 
1 1 1 [fC00) + f(1)] 
1 过 f 委 . 
(| ) 直 fF) 4f(0) f(1) 
推论 3 设 f(x,y) 在 有 界 闭 域 DD 上 可 积 , 且 0 二 m 过 f(x,yy) 委 M, 则 YaERL， 
Lm + My D) 
f° f°" )< . 
QJ) < 
( 赵 明 方 ,[345]1986,1:46) 离散 类 似 见 第 3 章 No. 95. 
推论 4 设 f,1/fyw EL(E),0 过 m 志 f(x) Mw(zr) 守 0,7 € EE, 则 


(|. fu) (| < Mm (| 0). (楼 宇 同 ,[353]1991,4:24 ~ 28) 


(2) oN 2 设 f,g,w 是 La,6b] 上 可 积 函 数 ,mw(z) 0，0 到 mi 
志 Fr) 二 Mi ,0 一 me < 委 gCz) 委 M，a 为 实数 , 则 


(7) (ee)< 革 (半生 ) + ( 溃 攻 ) ] 作 wet) ， 512 
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特别 当 ww 二 1,g 二 滞 时, (51.2) 归结 为 (51. 1). 


f 
(3)” 设 f,g 是 [a,6] 上 正 的 连续 孙 数 ,Pp 迄 s 志 7r 三 gq; 且 p+4g 王 7 十 s， 则 
(| rs)(| re)js ra (| rs) (51. 3) 


仅 当 pp 二 s(g 一 >) 时 等 号 成 立 . ([344]37(1)(2007) ,200 一 203) 
(4) 设 f:[0,1] 一 ,00), 则 (| 7) (fogf)< | clogf). 


(5) 设 fe C[o,1], 则 | zfCr)dz— | xf’ Cr) dr 二 十 . 
(67 届 Putnam 竞赛 ,[305]114(8)(2007) ,714 ~ 724) 
b 
(6) 设 产 € Cfayb], f(a) = Fo) = 0， | 一 1， Wo 二. 


52，。 设 fyg EL[a,b],f #0,m 声 $5 < ZZM a.e.xre [abl,n 


[er tmMff < M+m)| fe, 


仅 当 g(x) = 二 mf (xz) 或 g(x) 一 Mf(z)a.e.x€ [a,b] 时 等 号 成 立 . ([376]1963 ,69:415 ~ 
418)1986 年 邵 剑 波 证 明了 一 个 类 似 的 结果 .《([344]1986,3:76 一 78) 
53. Natanson 不 等 式 : 设 g 在 La,b] 上 非 负 递减 , 且 


fewal< Mz — ,x € Cad], 则 
人 | 大 xd 
提示 : 作 分 部 积分 ,细节 见 [8126. 
54， 设 f,g € CLa,b],g 可 微 , 令 FCz) = | 了, 则 


rel< Th ete lel. 
特别 当 g'(z) 过 0,g(x) >> 0 时 ,下 式 成 立 
fe|<ac trl. 


提示 : 作 分 部 积分 . ([76]136 ~ 137) 
55. (1) 设 f,g EL[La,b,g>>0, 则 


b 1 b / 2 
| 天 > 过 [coe)] 
(2) 设 /E 忆 [001 挟 庆 <<c 令 gz) 一 | fq, 则 
0 
| je “< | er 
它 的 离散 类 似 见 第 音 No. 121(5)., (Alzer, H. [358]1994， 133(1 ~ 3):279 ~ 283) 
56. Steffensen 不 等 式 ; 设 gi ,gs Erra,d], 有 | gi < 上 gis VrE [a,6], 且 | gi = 
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和 和 .车 7 在 [a, 避 上 递减 , 则 | si < | jgs: 若 了 递增 , 则 不 等 号 反 向 ， 
提示 : 令 gg &il ,G(X) 一 | ecpdz, 作 分 部 积分 ， 


| = | 7ac =—— [ear. (f4]152 ~ 153) 
57， [MCU] 设 fe CE011,0 和 之 f(x) 之 1;z € (0,1),f00) = 0, 则 
| 人) <hr 
f(x) 之 1 时 不 等 号 均 反 向 , 仅 当 f(x) 二 0 或 f(x) 一 工时 等 号 成 立 . 
证 令 FCz) 二 (| 了) 一 | 7 066]435 ~ 436. 另 见 [304]1(2)(20007) 
58. 设 f,g € LLa,b1l,g 之 0, 则 
[oe (7) /de> 
提示 :用 Cauchy 不 等 式 . 
59， 设 p 是 开 区 间 (a,b) 上 正 的 连续 函数 . 令 h 二 | 9(z)dzvr(z) 一 1/p(z) ,a 之 zx 
二 6, 又 设 f,g 是 开 区 间 (a,6) 上 局 部 绝对 连续 函数 ,而 且 rCz)[f (zx) 上 和 7r《zx)[e (zx) 了 


b b 一 1 
都 在 开 区 间 (4a,5) 上 可 积 , 记 A(f,9) = (| of)(] 9) , 则 
b , b / 1/2 
| ACfg sp — A(f sp Ag 9) [< mm (| cr 27| ce 7 
仅 当 f(x) = A 十 Bsing(x) ,g(x) = C 十 Dsin9(x) 时 等 号 成 立 , 其 中 A,B,C,D 为 实 常数 ， 
0(z) 定义 为 0(z) 一 各 (| 9 -| 9) ,a < x 6b. ([331]1979,634 一 677:62 ~ 69) 
60. 设 0 二 pp 过 gq 过 吕 ,t 之 0 时 f(z) 非 负 可 测 , 且 满足 


[fC < B/D| Lf WT ans > 0)， (60.1) 
则 对 (0,se) 上 任意 非 负 递减 函数 g(Cs) ,都 有 
上 FoDgC ,Bl fel;,, 式 中 r= 1/p 一 1/g. (60. 2) 


证 ”因为 fF = fe 满足 (60.1) 式 ,所 以 ,不 妨 设 g 三 1. 令 A= 1j 二,; 则 从 
(60.1) 式 有 
f(s) 县 ACB/SV2 和 sy 0. 从 而 


| sp f(T ds < 上 so ACB/s) YJ/ pL Cs)]zds 
站 0 
过 AreBvm | LfCs) ]*ds 一 ABYr! ， 
0 


两 边 开 g 次 方 妈 可 得 证 . ([368]1984,33:267 ~ 268) 
61. 设 {f,) 是 玉 上 可 测 函 数列 , 若 存 在 g E L(E), 使 得 | f(x) | 委 SCZ) a.e.z 
E E, 则 


| Climinff, < liminf| f, < limsup| f, < | limsupf.. 
E mm oo 了 E noo E E noo 
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([118]110) 
62. 设 0 达 ff 过 1,0 达 g(x) 二 xz. 若 p 之 1, 则 
「 AD 2 dz 二 2 一 LACD 了 了 ， 
| ZX— g(x) ) dz p—1 ” 
[ A fs, 入 f(D[1 一 Inf(1)].([1J334 定理 400) 


63， 设 z 这 0,f0(x) 之 0,f(x) 一 | fd, 则 
nf nt (rz) < rf rx). 
提示 :用 数学 归纳 法 . 
64. 设 feEcLl0,1], 且 0 过 f(x) 二 1,x € [0,1], 则 
1 f 1 1 
We 


65， ”二 重 积 分 不 等 式 : 
(1) 一 [0,1] Xx [0,1],f 在 DD 的 边界 3D 上 为 零 ， 82|< M, 则 


ple < 医 ， [Meu] 


(2) 设 D= (z: |z 一 zo | 声 7,zo 二 zo 十 iyo10 过 7 二 yoo}, 则 
4y C 
inf1 -2 dzdy | 之 了 . 
ha CH) oY C7 
对 上 半 平 面 内 的 5 一 6 十 切 一 致 成 立 , 常 数 C 与 忆 有 关 . ([83]290 ~ 291) 


(3) ” 设 D=((z,y):z 十 y 声 1) 为 单位 圆 ,39D 为 D 的 边界 ,车 了 在 3D 上 为 零 ， 
则 存在 (zo ,Yo0) 所 DD, 使 得 


[< #8E) + 


(4) [MCUjJ. 设 D= 


.(L56]Vol. 2. 197) 
(xo'y0) 
{(z Wr ET ERR},0 Lc= (0h) rR, 
则 


1 dzdy 1 
Rr- < ze || [Cz 一 a)2 + (Cy— 0 1 < 一 二 
(5) [MCUJ， 设 D= {zy 十 六 之 由, 则 


6lz -一 <|| 3/2 2r 
165 所 sin(x’ 二 ydrdy 过 与. 


66. Jensen 不 等 式 :已 CR",p(E) 一 1,f 是 E 上 正 的 可 测 函数 , 则 
[’ + (7) 一 | Vit+fF al +| ([73]170 ~ 172) 
67. Rellich 不 等 式 : 设 w € Cr(CR" 一 10))， 并 且 不 全 等 于 等 , 则 


nln— 4) | uCz) | 
EA > 人 (| 和 dz) o 关 2)， 


车 加 上 条 件 :| “ud| zx| cosb, | x | sing)cos0d0 = 0， 
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ju) x|coso, | zx| sing)singd9 = 0,0 <| zx|<=%, 


则 上 述 不 等 式 对 n= 二 2 也 成 立 . ([308]1989,106(4):987 一 9935[L330]1991,22(3) :259 一 
265);[337]32(2)(2009),256 ~ 259;[309]361(12)(2009) ,6191 ~ 6203) 

68. ”Khinchine 不 等 式 : 这 是 独立 函数 的 和 按 L? 范 数 的 估计 . 

(1) 若 ynE€EN, Ve ;可 测 函 数列 {ff;} 满足 : 


Lx: filz) cl 人 kn} 一 Ta{zx:filz) <C eo), 


k=1 


则 称 { 太 ) 为 独立 函数 系 . 设 1 } 为 独立 函数 系 , 若 p 之 2,sup | 六 1 5 一 co fi(dz 二 0, 令 


了 一 27 zf | xz， 一 (2 | x 1)”, 则 
| fl|, Clzl;. (68.1) 
(2) 独立 函数 系 {fi} 的 最 简单 例子 就 是 Rademacher 函数 系 :r(b = 
sgnsin(2*xt),t € [0,11. 设 z= (ris,yrio""') EL,f(t) 一 Sxl) ,0 =p 二 oo; 则 
Flzls< ll, Cz;. (68. 2) 


~] 17 
式 中 ,二 (|. | 入 1*) ,CC, = 0(Vp) ,p> o0.([354]1923,18:109 ~ 116) 


车 令 户 (D = zri(t), 则 当 p 写 3 时 ,下 式 成 立 


k=1 


lzlse fls ep,n) zr;. (68. 3) 


式 中 cm 一 md > a). 
(Komorowski,R . ,366]1988, 20:73 ~ 75) 

1989 年 , 汉 束 开 证 明 : 当 了 之 2 时 ,(68.3) 式 仍 成 立 ， 
而 且 <c(p,m 一 (2- me DG ) | nn — 2k |?)Y?. 


所 用 的 证 明 方法 是 概率 方法 ， 用 到 第 15 章 $1,No. 24. Whittle 不 等 式 . 
([352]1989,16(3):350 ~ 351) 
(3)” 设 XX 为 赋 范 线性 空间 ,x ，… ,zx, E XX, 则 
亏 ( | Dn | 和) <| lL Da | dz. (68. 4) 
(Latala, R. [329 J]1994,109(1);101 ~ 104;Podkorytov, A, N. 等 ,Petersburg Math. 
J. 1999,10(1):211 ~ 215) 
(4) ” 设 0 是 乘积 集合 {一 1,1)* ,a € 了 ,我 们 赋予 它 一 个 Bernoulli 概率 测度 du(w)， 


这 个 测度 是 每 个 因子 在 一 1 和 1 处 有 质量 元 的 测度 之 积 ,因此 ,0 的 元 w% 就 是 一 个 由 士 1 组 
成 的 序列 w(a) ,从 而 由 SCo) 二 >)zw(a) 组 成 的 LCQ) 的 闭 子 空间 中 ,所 有 的 L? (0， 
a€l 
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du《w)) 范 数目 S 1 ， = (|. | SCow) dl) (0p 0) 都 是 彼此 等 价 的 . 即 存在 两 
个 正常 数 Ci ,Ci ,使 得 
Clzl 委 lsl，, 近 Cs zl，， (68. 5) 
式 中 1 zl = (D1z,1?) [125]Vol.1.218 ~ 219) 
oa€El 
(5) ”Kahane 不 等 式 : 设 (X, 上 . | ) 为 Banach 空 间 ,1<z< ce, 则 存在 常数 C， 二 0， 
使 得 V{z)CX, 下 式 成 立 
| Ps 委 As 委 C fli. 
式 中 ,f(D = 2m(Dzyl7l， = (| 1 站“ 
( 俞 讲 泰 ,Banach 空间 选 论 . 上海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,1992,231 一 237) 
(6)” 设 0 二 p,q 二 0. 存在 常数 C(p,q) ,使 得 对 Banach 空间 (X, | 外。|| ) 中 任何 元 
Ti 令 f(2) 一 y zurte(D ,有 
天 一 1 


1/p 17 


1 1 9 

(| If@WN?d) Cp,0) (|. fC Nd) ， (68. 6) 
(Kahane,]. -P. ,Some random series of functions, Cambridge Univ. Press,1985) 
若 和 是 拟 Banach 空间 ,0 二 pp 二 4 二 co, 则 存在 常数 C(zp,9) 之 1, 使 得 

1 证 1 1 1 

(J fw ld) < (J 17co 1a) < cp,0 (J lf id C68.7) 

0 0 0 

(L. Maligranda, Proc. Inter. Symp. on Banach and Funct spaces. (2003) ,83 ~ 120) 


07) 设 为 复数 ,| zj; = (| 1) 0D = Duri(D ,rs > 0, 册 


1 1 


fd, 和 nz ,. (68. 8) 


. 1 1 _ 
式 中 g 二 min{2,s}, r 人 2, 二 十 六 二 1， 
min{r’,s},， rr>2. 


特别 当 s= 二 r+ 二 p 时 ， 
| fi) ,Cp) zl,. ‘68. 9) 
式 中 当 0 二 p 志 2 时 , C(p) 一 1, 当 p>>2 时 , C(p) 一 25 
([417]155(1992) ,187 ~ 197) 


(8) ”Khinchine 不 等 式 的 一 般 形式 : 设 f(z) 一 nirt(D， 1 委 了 之 < ce， 则 存在 正 
k=1 
常数 Ci ,Cs ,使 得 对 于 任何 有 限 数 列 {zi}) ,下 式 成 立 
Ci | xz | 委 | 六 | ，< C， | zl;. 
p+1 
Fa 二 -一 
当 1 之 jp 之 2 时 ,C1 之 2 了 了, Cs 一 1; 当 p 之 2 时 , C1 一 1，C， -EC 


更 多 的 细节 见 ([221566 一 568) 
(9) “进一步 推广 见 [329]1998,130(2) :101 一 107. Khinchine 不 等 式 在 调和 分 析 、 小 
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波 分 析 等 领域 有 广泛 的 应 用 ,例如 见 [57j[125]L133J 等 . 
69， Dresher 不 等 式 :Dresher, M 和 Danskin,J. M. 分 别 利用 矩 量 空间 的 技巧 和 基本 
不 等 式 证 明了 第 3 章 Beckenbach 不 等 式 的 积分 形式 : 设 f,g 是 非 负 函数 ,0 rr 二 1 志 pp， 


则 

| | 了 十 g 2 六 | ey 
| 17+s | < 四 
([305]1952,59:687 ~ 688;[324]1953 ,20;261 ~ 271;[2]28 指出 也 可 由 拟 线性 化 方法 证 
明 )1985 年 王 挽 澜 . 王 鹏 飞 证 明 : 设 f,g 是 EE = [0,1] 上 正 值 可 积 函 数 ,1 二 pp 二 2, 则 


rl? els rtgle re ,els 
Ifel'<T 误 "Tol Tirels TA ee 


式 中 二 p/(p 一 1),8 = 二 (p 一 1)/(p 一 2). (成 都 科技 大 学 学 报 ,1987,4:121 一 124) 
70. (1) ”Beckenbach 不 等 式 : 设 = [0,8j],a,b,c,pP,q 均 为 正 数 ,(1/p) 十 (1/q) = 


1,fEL?(E),g EL(E),f,g>0, 令 h = (F828) ,GCN) 一 Ca+c| .7216+c| fe), 


则 G4) 委 GC 门 , 仅 当 了 = ha.e, 时 等 号 成 立 。 
1994 年 , 胡 克 将 其 改进 为 


GH SCPU La/ate| f 1)— GT), 


式 中 , 当 p 汪 >g 时 gp(p) 二 1/(2p), 当 p 声 q 时 ,pg(p) 一 (p 一 1)/(2p), 仪 当 f 二 ha.e. 时 
等 号 成 立 . (江西 师范 大 学 学 报 ,1994,18(2) :140 ~ 141) 
(2)” 反 向 Beckenbach 不 等 式 : 设 (X，2》),n) 为 有 限 测 度 空间 ,ff € L*(X)， 


g/p 
8 E€ LC(X),1 p<,(/p)+ (1/g) 一 l,a,bc >0,h 一 (2 ) ‘a—e| f*dp>0, 


“一 | hrdu > 0， 则 
Xx 


l/p 


1/p 
(de) (dy) 
b— | faa pb —c| hg 
作者 们 还 由 此 导出 离散 类 似 , 并 推广 了 王 中 烈 的 结果 . (Mond,B. 等 [359]1995,51(3)， 


417 ~ 420) 
71. ”Moser 不 等 式 : 设 EL?(0,c0),1 二 过 0,(1/p) 十 (1/9q) 二 11, 定义 F(x) 一 


feae,r >0, 则 va 过 1, 1 7 过 1, 存 在 常数 C, ,使 得 


[exp {ar | F(x) |*— zydr < C,. (71.1) 
若 AEI?(R'),f 之 0, 上 fl, 过 1,F 定义 为 

FCz) — F(0) = | ceaz, 并 满足 | Fepewd =o 
设 1 二 Pp 二 吕 ,(1/p) 十 (119) 一 1,a 委 1, 则 
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| exp{a | F(z) 1" 一 [zydz 委 Co， (71. 2) 
Holland,F. 与 Walsh.D. 先后 将 上 述 结果 推广 到 一 般 的 积分 算 子 : 
Fz) = CT1) Cz) = | ,Kz f(y)dy. 


其 中 核 K(xz,y) 为 非 负 和 且 一 1 次 齐 次 . ([329]1995,113(2);141 ~ 168 和 [360]1999， 
73(6) :442 ~ 458) 
72. 设 fg 在 La,5j] 上 满足 条 件 : 


gx)/f (zx) 单调 且 人 D> ">>0 或 大 驴 所 


一 一 mm 过 0,， 则 


| g(x)exp(if (x)) dz | < 


(Titchmarsh ,E.C. Theory of Riemann Zeta-function,Oxford 1951) 
73. 单调 函数 的 加 权 不 等 式 : 设 /是 (0,co) 上 正 的 可 测 函 数 且 x“f (x) 递减 ， 
0<p 二 dou 为 权 函 数 , 则 | f | gru 二 C | f | prv 成 立 的 充 要 条 件 是 


sup (| vczdz)” (| CDdz) ” << co. 


(Maligranda,L. ,Collect. Math. 1997,48(4— 6):687 ~ 700 和 [317]1998,57(2) ;363 ~ 
370) 多 重 积分 的 相应 不 等 式 见 Math. Bohem 1999. 121(2 ~ 3) :329 ~ 335. 


74. 设 下 是 (0,co) 上 实 值 函 数 ,使 得 g(z) 一 了 一 下 是 (0,oo) 上 正 的 递增 到 


数 . P,(x) 为 n 阶 代数 多 项 式 , 且 P,(z) 的 所 有 零点 均 位 于 [一 1,1] 内 . | P, (zx) | 寺 1,x € 
[一 1,1]. T(x) 二 cos(narccosx) 是 Chebyshev 多 项 式 , 则 


1 1 
| Fo Pz) Daz < | FO Tz) Ddz, 


仅 当 P, = 土 T, 时 等 号 成 立 . (Avvakumova. L. S. ,East J]. Approx. 1997 ,3(2) :187 ~ 201) 
75. 椭圆 积分 不 等 式 : 


(1) 车 (2 十 20) 过 , Weazcoszz 十 世 sin2zdz < 车 (2a 十 6) ， ap 二 0， 
0 


号 
(2) 一 dr 
和 < 有 一 XxX 一 Zz ge™ 
十 浊 27 V2 
祁 锋利 用 构造 辅助 函数 方法 ,将 上 下 限 分 别 改 进 为 65 十 6 与 药 5 + 0 160， 
([344]1996 ,26(3) :285 ~ 288) 
注 ”清华 大 学 1985 年 数学 竞赛 二 < 一 工 ， 
数学 竞赛 试题 为 : ;<| 一 些 一 了 << -6 


x 1 并 x 
二 
23 J Vi 2 
(4) aa>>2 时 ， 


1 


-|*_ ar 开 
; <] < 6 


(3) 
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1 1 ZX! dz 二 1 
二 
20w2 “Je VI 20 
更 一 般 地 , 当 访 之 l,qgsa >0 时 ,有 


1 1 xr! 1 
PX 2 <|. Tremp 


(6) ” 扁 旋 转 椭 球 面 的 表面 积 : 
S 一 ta V1— (esint)’di > 经 (20 二 5). 


(5)LMCUJ. 


2 _r2 
式 中 0<e<le= Ye ,a>b ( 另 见 第 4 章 § 3No. 5) 
(7) 设 Fi = |.G 一 2zeost+z) dr,0 <t<x, 则 
0 


2 _ 
CD 二 ,0 < ED < (sinb ,0 < tn 


提示 ; 作 换 元 x 二 cosi 十 ysint, 得 


fl2) = (Csint)™ (sin 六 一 sin (t 一 2)) 


再 利用 sinz 一 siny 过 | zx 一 yy | ,( 芝 闫 ssint > 2 (0<z< nm/2)， 即 可 得 证 ， 


2 2 ax A 
(8) ”一 TIn(l+V2)， 
4V2 ), VI— /2 (sinz): V2 


(9) [MCU]. fw =| Vi TO yd (OO<y<. 


提示 ;证 f(y) >> 0,[305]1992:715 一 724. 


(10) ”第 一 类 完全 椭圆 积分 为 F(7) ,0 过 r+ 过 1, 第 二 ,三 类 完全 


= | dt 
0 Vl1— (rsint)’ 


椭圆 积分 分 别 定义 为 
E(r) = [ V1l— rsintdt, 
Gm = dt 


(1 十 asinzt) Vi Crsint)™ 


1 工 十 > 
. nlog 
1) <FO0)< Ts 人 To 


4r 


/2 4 
16— 4r 3r F(7). 


ww,2 2 16— 287r?: 二 97 
(3) 当 盖 委 3 时 ， El(r) > I) Flr). 
2 
(4) 车 一 1 之 a 过 0, 或 4>> 二 5 之 0, 则 


F(7) < (1 二 三)G(D， 
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当 0 二 24 二 rr 时 ,不 等 号 反 向 . 


2 
-二 LL 
(5) 着 一 2<24 二 7 则 GPE > 所 a> 7 声 之 0 时 ， 不 等 号 
反 向 . 
利用 这 些 不 等 式 , 可 以 推出 
上 dz (log3— log2), ( 另 见 No. 130) 
0 1 十 cQsz 2 
2 
| 一 至- > 各 dlog2)， 《以 上 见 祁 锋 [351]2006C3):256) 
”1 一 SI 
2 
(6) 令 f= LF) /nC ) —1], 
1—r —r 
则 0. 13309… 一 1mTe 6 -1 之 f() < 斌 . 


上 下 界 均 为 最 佳 . ([319]1998,124(2) :309 ~ 314) 
76， 概率 积分 不 等 式 ; 设 


F(x) = 寺 |,[exp £2) ]dt, 民 Cz) 一 exp( 配 ) exp (一 a 
F(x) 称 为 概率 积分 (或 误差 函数 ) ,RC(z) 称 为 Mills 比 , 它 们 在 概率 统计 中 占有 十 分 重要 
的 地 位 . 因而 ,有 关 F(z) ,RCz) 的 不 等 式 也 有 许多 研究 . 常用 的 有 : 


(1) F(x) 是 单调 递增 的 凸 函 数 . 
(2) 对 于 z>0, 有 1 一 exp( 一 ciz) < 本 (zz) 天 1 一 exp( 一 cs 好 )， 式 中 0 委 c 委 1， 


cz 之 于 1 一 exp( 一 22) < FF2(z) < 1 一 exp( 一 全 9 [MCU1]. 
(3) ”对 任意 实数 xz, 有 
F(X) > 1— exp(— 27x’) Fexp( 2 ) 


(4) ”对 于 任意 非 负 实数 zx,y, 有 FCz)F(Cy) 之 F(z) 十 Fly) 一 下 (zz 十 y)， 
仅 当 ~ 或 y 等 于 0 或 co 时 等 号 成 立 . 
(5) Gordon 人 x 汪 0, 有 


AT 去 过 R(X) 魏 
2 
(6) ”Ra 一 ,Cr>o0) 
V 太 十 4 十 妆 MX 十 2 十 工 


提示 :利用 当 z > 0 时 ,有 不 等 式 : 
(小 :exp 人 (一 至)d) <[ exp( 一 香 )4 texp (一 多 )d 
(7) ”R(x) 的 最 好 上 、 下 界 是 :; 当 xz 汪 0 时， 


2 2 
R(T) OC, 
22 十 4 十 并 VX 十 (8/zx) 十 工 
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x x 
< 过 R(z) CO 过 。 
wz2 十 2r 十 (r 一 1)z . V(x—2)*x 十 2x 十 2z 


有 关 R(xz) 的 不 等 式 的 详细 讨论 见 [4] § 2. 26. 另 见 [351]2009(1) :22 一 27. 
77，。 令 GCz) = 启 |. [exp(— 与 )]de,z > 0. 


2 
(1) G(x) < min( 二 exp( 一 至) 太一 exp( 一 本) 
1 
(V4 二 zx: x)exp(— 工 ) 
二 元 ~V Z2 一 x)exp 5 
(2) ] ] ] G(r) 
| 2 1/2 
p; [3 3 exp(— zx?)] 
1 1 zx? 1 1 2712 
G0 3 十 Te F) (3 + zrexpl 2 ) ]172. 
注意 不 等 式 左边 的 两 个 下 界 不 能 比较 . ([4]238) 
78. 令 R, (zx) = exp(z)| exp—#)dt,p > 1,0 <z< 0, 


3[Cx? +2) zr] < Rr) < Cr? + Ci) —z], 


p/p—1) 


式 中 C, 一 (Tur)) 


79. 1 一 大 | 。 exp (一 至) 必 称 为 正 态 分 布 函数 ; 
2 2 2( 加 zt 172 
(1) 序 十 到 人 exp( 一 ) 所 ztexp( 一 二) < f(z) 


2 
Eg 1 上 HL1L 一 exp( 学 “| > 0 
2 
(2) xz 之 14 时 ,Arz) 之 1 一 也 [4 十 xz?)? 一 z](2x) 计 exp( 一 生 ); 


2 
(3) xz 之 2.2 时 ,rz) 之 1 一 二 (2z) texp(— 5). (L101]933) 


(4) ”Esseen 不 等 式 ; 对 于 非 负 实数 z,y,， 有 fC 一 x 一 y) 志 2f( 一 xz)f( 一 y). 
(5) 1984 年 Petkovic,M. S. 用 更 一 般 的 凸 函 数 g 来 代替 (4) 中 的 指数 疡 /2, 证 明了 : 设 2p 是 


(一 co,co) 上 可 微 的 是 函数 ,上 且 lim g(x) 二 co0, 对 于 c 守 0, 令 f(z) 二 | exp(— p(t))dt,4 = 


Lf(0)] , 则 对 于 正 实数 xz,y 有 
f(x—y) EA Tf y). 


车 p 还 满足 条 件 :p( 一 z) 二 p(x), 并 有 目 令 g(x) = 5b| exp{— glu)}dt,b > 0,a € Ri, 则 


g(ZX)T gy) — g(r y) Mg (zr). 
式 中 jy == ac/b. ([331]1984,11 ~ 14) 
80. (1) Conte 不 等 式 : 设 x 二 0, 则 


(z 十 大 十 和 )exp( 


rx 2 
3 £7) < exp(— 过 | exp(2)dt < El exp(— zx)). 
0 8 工 
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(2) | expCe a 过 PE ,a > 1. 
0 


ol 


2 
(3) FMCU]. 2exp( 一 于 < | exp(z — x) dx < 二 262. 
0 


(4) 二 一 直 之 [exp( 一 zydz 之 1 十 训 : 
2 0 2e 


(5) 1 一 上 一 | exp( sinz)dz 二 亚 (1 一 圭 )， 
e 0 2 e 


2r 
(6) [MCU]. 到 一 | exp(sin z)dz < 2ne™’. 
[4 


(7) 设 apz 均 大 于 0, 则 
1 
ar 


0 < 冯 一 Vr| exp(— bxt:)dt = 
0 


exp(— a bx). 


81. 设 z 放 > 0, 则 
到 .| 2 
上 sint » exp(— Xx’?sin’t) di < Bl — exp(— x:)]. (L41400) 


祁 锋 将 式 中 开 改进 为 1 ([303]1999,2C1) :48) 
82. (1) [MCU] 设 >>0, 则 
工 一 二 << | em 一 x")dz < 1. 


Tl 工 :wo zaydr、 < 一 16 
(2) [MCUI] il 1) < (| exp x’)dz) < 35: 


(3)” 令 hh,(z) 一 | ep 一 t?)di,z > 0, 则 


PCG1 十 oI 一 ae] 二 jz LTH/PDLI ee J], 


式 中 ,0 二 pp 三 1 时 ,a 二 1,8 二 [TC 二 1/p)3?;p 之 1 时 a = [T(1 十 1/p)J?,8=1. 
(Alzer, H. Math. Comput. 1997,66:771 ~ 778) 

1999 年 , 祁 锋 等 证 明 : 若 0 天 加 委 1z 盖 0, 则 

zexp[— (zx/2)?] < h,(x) < (xz/2) [1 exp(— x*)]. 

若 p 放 1,0 二 Zz 二 届 一 (1/9))'%, 则 上 述 不 等 号 反 向 . 

其 证 明和 进一步 的 结果 见 [303]1999,2(]1):47 ~ 53. 

83， 设 工 宇 1, 则 对 于 任意 实数 1, 有 
| > er 

zt 


0 


式 中 [zt] 是 不 超过 :的 最 大 整数 . 
84. 若 z>0, 则 


~“ [一 t 十 1/2 1 
0 一 | pr 


下 一 | 
85. 设 Fo = [[ (一 如, 则 
k=1 


718 第 十 三 章 ”积分 不 等 式 


mi ef De 一 (Ce 一 1 二 (2). 


其 中 (e 一 1)™ 是 最 佳 上 界 . ([77]Ex261) 


86. 设 f(z) = | 这-d, 若 0<z<<1 风 
,证 
ml 51 1 zl 
Fi < /< (Tz)aTri 
若 z 二 0, 则 
Dz 一 (一 1 -2lz|I™ 
ma ti" f(D Tz 


87. Littlewood 猜想 : 设 0 二 二 ns 二 … 二 nn,1948 年 ,Littlewood 猜测 : 
| 
1981 年 ,Konjagin 和 McGehee-Pigno-Smith 分 别 独 立地 证 明了 这 个 著名 的 猜测 ,而且 
证 明了 一 个 更 强 的 结果 : 
N N 
f | Berexpliniz) |dr > cc) | 人 1. (L376]1981,5:71 ~ 72) 
0 k=1 k=1 
88. 对 于 任意 复数 QI19 9 人 tn ;有 
1] 、” 2r 2r 
( 友 )] "| 
式 中 ja1; = (2 | as 12) ,并 是 最 佳 常数 ([329]1985,81(1) :107 ~ 126) 
£1 


89， 设 {ni) 是 递增 数列 , 且 Ynin/n 之 1,0 达 Pp 二, 则 存在 与 pp 无关 的 常 
数 c> 0 ,使 得 


N 
2) explinsz) | dz > clnN. 
上 二 1 


dt 人 al 


n 
Darexp(it,) 
k=1 


2r N 1/p 
lal:< ( 计 ， | > arexp(insr) dz) < 之 cllal;, 
二 1 


式 中 als= (2 |e:1) .CL57)) 
| expGif (0) —iz)dz ~ 2， 


其 中 2 是 最 佳 下 界 . (Michigan Math. .1963,10:181 ~ 192) 
91. 设 x,8>0) 力 =B/C8 十 1), 则 


1 
| ee 。 exp[— (1 —1) ?|dt < 2exp(a— a?). 
0 
3 1 5 
92. 3 <| wdr<3. 
93. 设 p 宇 1,1 一 1/p 二 a 二 2 一 1/p, 对 于 E11?(0,c0), 邻 
F(z) = | re ned, 
0 


则 对 于 所 有 8 之 p ,存在 常数 A(B,p,a) ,使 得 
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1/ 


(jx | F(x) ledz) “之 AB,pso) 上 fl,, 式 中 gq 二 B01 一 (1/p) 一 0) 
0 


一 1.([73]370 ~ 373) 
94. Salem 不 等 式 : 设 {FE} 是 (0,2r) 中 任意 递增 或 递减 集 列 , 则 


Slogk)-! | (|. f(z)coshzdr) 十 (|. fz)sinkrdz) < cl 大 13 


天 一 2 
车 0 过 nm n/m > 9>1licE=E,, (ni<ken,j 
一 1,2,…), 则 


> | (| .rempeosteaz) 十 (| .resinkedz) }< cy | 和 | 
([L57]Vol. 2. 197) 


95. (1)” 设 二 阶 导数 yg 在 区 间 [a, 上 连续 且 不 为 0, 若 存在 常数 c > 0, 使 对 于 
[a,6j 中 所 有 x, 有 yp (x) 之 c, 则 


4 4 
| sinp( 工 ) dz | 过 到 


提示 :在 被 积 式 中 乘 上 和 除 以 g (zx), 然后 用 积分 第 二 中 值 公 式 . 
(2) ” 若 在 [a,6] 上 ,9 的 导数 gp 递减 且 | w (z) |c>>0, 骨 


[eospcz)az |> 2 
(3)” 设 f 在 L0,2xj 上 递增 且 连 续 可 微 , 则 
fonsinnrdr< 和 [7(2z) 一 /0)]， 
(4)” 设 f 在 (0,co) 上 可 积 , 且 z 一 ce 时, f(z) 递减 趋 于 0, 则 
D7 (st))< fsinede < fC0) + (a+ 二 )<) 
([22]314) 
(5) ” 设 f 在 [0,1] Xx [0,1] 上 连续 , 则 


| (| .redaz) dy+ | (| fxdy) de 


< (| fersardy) +| | fz,y)) dzdy. (95.1) 


(65 届 Putnam 数学 竞赛 ) 
提示 ;用 Fourier 级 数理 论证 明 . 利用 了 的 Fourier 系数 


fF Gnsn) 一 | | fewer me dxdy. 
0J0 
1 
令 F(x) =| f(z,y)dy, 下 的 Fourier 级 数 是 >， A (m,0)e"™*. 由 Parseval 恒等式 ,得 到 
0 mm 


1 L 1 - 2 0 A 
| codz= | (| fer,yay) dz = 》 | f Cm,0) 12. 


m=—o0 


类 似 地 
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| (| fwdr) dy 一 > | f (0,m) 2. 
又 由 L:(T*) 中 的 Parseval 恒等式 ,得 到 


[| ers) dardy = SY | fmm 1. 


mn=—00 


于 是 (95. 1) 式 右 端 一 左 端 = | fm,n) 1 之 0. 


mnz0 
96. (1) Dunkel 不 等 式 ; 设 函数 了 在 [ae:o] 上 可 积 ,不 恒 等 于 0, 且 当 e 委 z 委 时， 
0 入 f(z) 委 M, 风 
0 一 (| rczdz) 一 (fz)eoszdz) 一 (| fC)sinzdz) 之 十 Mr (6— a)’. 
注 上 界 可 改进 为 
sin{ 一 7 
A (一 a)2 11 一 


0 一 人 
2 


提示 : 令 D = [e, 拉 X [a, 杂 ,将 不 等 式 中 的 积分 差 化 为 二 重 积分 处 理 . 
了 一 (rcoaz) 一 (| feosrdr) 一 (| rcmsinzrdz) 


2 


一 | fe rowa 一 cos(X 一 y))dzrdy. 从 而 
0 过 J<M | — cos(x— y)jdrdy. 
([305]1925,32;,319 ~ 321) | 
(2) [MCU]. 设 Fe Cfa,6b],f(z) 渤 0,| 7 二 1,8€ R', 则 
(| fC)cosprdz) 十 (| fC)singcdz) 二 1. 

97. 设 /在 区 间 [0,x] 上 有 二 阶 连 续 导 数 ,f(0) = f(x) = 0, 若 的 Fourier 级 数 

展开 式 的 部 分 和 为 S.C(f,Zz) 一 D ausin&z , 则 
k=1 


™ 2 1 ™ ow 2 
上 [re 一 SF,z)]dz 去 re (xX) J]:dzx. 
98， Dirichlet 核 D, (t) 的 积分 不 等 式 : 


x x/ 2 : ， 
(1) [ | D, C2) | d=| set ela < 7( + (n > 2). 
0 


sint 


3 2 rn/2 
提示 :| | DD 1d = | 二 | 一 DT+E 


32 十 


利用 | sin | 过 msint | 估计 上 ,而 利用 sint 之 二, 以 及 | sin(2n 11 一 1 估计 了 


(2) 全 Ian 十 1) <| 1 DCD | a inG2nt 1D)). 
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x(lnz 十 jnr) 十 2(1 十 训 ); 


2 
(3) | | DD | de 


lnx 5 
"lnn (1 十 Tn2 十 zin2) 


1/n 
(4) | DC | dt 过 1l+4. 
0 2n 


(5) |. 1 D, CD) | dt < nnt Inn). 


,0 之 XX 


(6) | Pod 


x 
< Cn 二 1)z 
([32711992,71;344 ~ 358) 


注 “D,(z 的 定义 见 第 6 章 8 3. No. 41. 工 ,一 二 | | D, cn | dt 称 为 D,(1) 的 Lebesgue 
[9 


常数 ,已 知 L = 和 lnn 十 R,, | R, | 之 3. 
A 


) 8S_loge |， 了 _ ， 
记 C = = 和 2 TT ++2log2) 一 0.98943…， 
y 是 Eurler 常数 . 
12—r ... 
GC; = Tg 一 0. 01199190 
一 7 2 2 x 一 eo. 
Cs = T2077 (8 3 55) 0. 00199736 
1 8 2 2% 1 ey ,es 
C, = 1 (32 ST 5 — 98” )= 0. 00211774 
则 
4 C, o C， 
一 | 二] 1 -一 
0 << 工 ; (z og(n tl) + + ey mi |< cr 


([301]349(2009) ,68 ~ 73) 


99.， Fejar 核 K,(x) 一 7 2 Dz) 的 积分 不 等 式 : 
k=0 


1/n 
(1) 车 0 二 a 牵 1, 则 | XK,(r)dz Sn ， 
0 


—a 


nn 
1 fx 2C1 二 w)， 0 二 a 三 1， 
(2) 天 | zx’K,(zx)dz 魏 
2rrJ lm (ZA logn + logx ,一 1 
2 (2 十 1) ” 四 


(3) 去 |。 XK (mdr n/n 2),0 al. 
0 


(4) |K,(z)dz < 0 一 3 一 并 


2(n 二 1)8” 


.100. 从 Dirichlet 核 D, (2) 还 可 得 到 n 阶 Rogosinski 核 : 


RD = Rly,) = FED 7) + Diy)] = + Dcoskycoskt, 
天 一 1 
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式 中 7 一 0(=). 特别 当 y, 一 天时,R.(t) 一 Ra(tsx/2n) 可 以 表示 为 


nl 
加 开 cosnt 加 2 十 1 
及 (人 9 27 cost 一 cosx/2n < 也 (os CoS on +) 
志 有 以 下 常用 的 信 计 起， 


GD Rl = max| RC |=| RC0) |< 天 
(2) FR,(《z) 的 Lebesgue 常数 为 
工作 一 过 人 sin 
T 一 1 IR 2 | gt — y,, 


式 中 下 Eg < 1. 851, 0 一 二 之. 二. 
0 12 nn 
™ A 
| | RC2) | di< 30d 
101. ”我们 还 可 以 进一步 研究 与 它 非常 接近 的 Tpary6 核 r(t ,k,n): 


tlt,k,n) = 3 GD.® 十 DmD,(:+ 到 )]= 


j=0 


到 » 
一 D,(t) +2* >) G2mD. (+) 


i=0 \J 


它 的 Lebesgue 常数 为 
工 。 一 工 | | rlt,k,n) | dt < 2k. 
x 


从 Fejer 核 K Ca) 的 周期 性 出 发 可 以 得 到 非 周 期 的 代数 核 ;: 
F,(7x) = SK Larceost1 — Cx/2))] 


sin2 六 rarccosf1 一 号) 


” sin2 [areeos (1 一 号) | 


» 


1 
一 2 之 zz 之 2, 选择 满足 | F(x)dx 一 1, 于 是 7 之 n(n 汪 3); 且 
一 1 


1 2 
| FCs)dr < (0 <o<1,n 3).(L82]129 ~ 136;143 ~ 144) 
人 


102. 次 人， 则 


asin VE 十 

Zz 十 忆 

Vardz< 5 本 

.104. 设 0 二 aa 科 1 力 盖 1, 则 
Q 针 1 

( 力 十 1)(2 士 (175)7) 生 1 

(左边 不 等 式 见 [327]1990,62(2) ;197 ~ 205) 


a Tp 


wn, 1 a 
< [ (sinz)?*dz < 过 p41i(n) 
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| 2 sinz cosz 元 1 元 
.0) [MCUJ. 二 二 | -sz dz 一 1 | dz 一 互 . 
105. (1) 上 ] ~ , 二 1 二 =z < 2 2 


提示 :左边 第 一 .二 个 不 等 式 利 用 (2/r)z<sinz<z (0 之 xX 之 x/2) 
即 可 得 证 . 右边 不 等 式 利 用 cosz 实 1 一 (zx?/2) ,得 到 


1 2 
_cosz_ jx > 去 | 2 一 并 dz 一 到 >1， 


0 Vl—zx’ AT 一式 : 
另 一 方面 ,由 0 (0 牵 工 过 7z) 得 到 : 
1 cosz _ cosZ jz < | 三 | Zzdz 区 1 
机 条 es Vi—x’ 2 2 
sinl — COSX x 
(2) 一 一 dz 之 二 lIn(secl 十 tg1). ( 祁 锋 ) 
A /1 zr 2 


. (3) a TY 《 祁 锋 ) 
0 


(4) 2ln(secl+ tgl) 一 | V1 Tze 


A COST 


4 sinl. 


106. 设 z>>a>0, 则 


“sin() di |< 和 


atl 。 1 
| sin(e) dt| < i. 


x+ 各 
(3) 2-vZ<| | sint | dt = V2. 


1 


2(2 十 1)(22 十 3) [LMCU]. 


(4) 0 过 zx/2 时 ,有 | (1 一 £2 ) (sint)*” dt < 


= zx(sinz)? x 
(5) | Csine) 业 盖 二 六 ,xX E10o, 71'p>0. 
107. ，” 陈 建功 不 等 式 : 设 0 委 a<<5,8 二 0,A> 之 0, 则 
下 sin (yt — At- dt| < 


COS 


提示 : 作 换 元 z = 上 一 iTrI4t (tz >> 0), 由 上 式 确定 的 1 二 g(x) 及 其 导 函 数 均 严 格 递 
增 ,然后 再 用 积分 第 二 中 值 公式 . (L334]1954 或 263 一 277;[8j24) 


式 等 ，， ntl 二 ，， nn TT 
108. pre 一 |. (sinx) dz<| (sinz)"dz < 区. 


提示 :利用 公式 
人 一 1)11 ,x 
nl! 2 


x— DN, 若 为 奇数 . 


Ti 1 C 
| 2 sin (st) |< 


《2z 二 1) 


式 中 常数 c 与 无关. (L74]Vol.1. 185) 


下 若 ”为 偶数 ; 
| (sinz)"dz 一 


109. 
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110， 设 a 之 0, 则 eesczpazjs 工 ; 


a 


提示 : 令 w= 二 zx? ,再 用 积分 第 二 中 值 公式 . 
co Var 
111. | sinC(x?)dzx >> 0 特别 | sin(zz)dz > 0. [MCU]. 
0 


| sin(Z2 )dz < 一. 


提示 | = > 人 = g(t) = VETR. 
112. [McU]. | we Snzdz 
证 令 PFCzym) = = 守则 

全 rc,odz 一 | Fez,o)dz = 2 fa 


= > D"| flrsm dz = > 全 re 人 一 Dazt f(z,2k)dz) 


和 人 Sin 
一 ”| TR DJ Ty 


113， 1.17 < 一 2 不 SPzdz 一 x 1.852 = 1. 1790. 
TJo 


一 Sinz _ (— 1)*zx* 2 
提示 :从 一 人 (Hi 得 到 
2f sinx nr 1) 2xr2rt1 
xJo Xx dz 22， (2& 十 1)2(2&)1! < tanta Can ta 


取 n 二 4, 得 左边 不 等 式 . 


x/2 
114. 2 < sinzdz 一 Y2. 
并 2 
2r 
115. | SDFdx > 0. 
0 


ax _， 
提示 :左边 二 | sazdz 十 | sinz dv 
0 并 x ZX 


zr & Jo 十 工 
116. ”对 于 任意 常数 4a,5, 都 存在 绝对 常数 c, 使 得 
『 szaz|< (116. 1) 
a TX 
式 中 <c 二 2,704., 


注 1 车 取 c= 二 6,(116.1) 式 的 证 明 就 可 大 大 简化 ,这 时 只 要 对 于 0 过 a 过 58, 证 明 c 
二 3, 为 此 , 先 取 1 过 a 过 5, 由 积分 第 二 中 值 公 式 , 存 在 &:a 过 过 5, 使 得 
[ 2 DZdz 一 co | sinzdz 一 a l(cosa 一 cos&) ,所 以 ， 


车 0 过 a 二 5 过 1, 则 
b 3 b 
o<| qr < | dz < 1 


a 


pp  ， 
SINX 
一 一 qz | 二 2. 
a 光 
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而 当 0 牵 过 5 时 ,有 
< 站 昱 Sinzd “+ 守 sinz dz| 太 1+2 一 3 


多 . (国定 大 应 用 下 这 概论 二 让 1950 1952 年 ) 
92— x 


| sinzy 


x/2 i 
注 2 圭一 <| sinzdz < T+8 x, (116. 2) 
3 0 并 15 2 
设 0 委 a 过 5b 过 亡 ; 则 
2(cosa 一 cosb) » sinx l,l1,, 
2 4s <| 二 dz 安 2?( 云 十 三 ) C116. 3) 


， 
| er|<2 (a > 0). 
a 芒 到 a 


(116. 2) 与 (116. 3) 式 的 左边 不 等 式 由 祁 锋 证 明 . 
117. 若 巡 2, 则 


oo * p 
[le<yi 
仅 当 p 二 2 时 等 号 成 立 . ([305]1990,97(8) :663) 
118， 设 a 守 1,z 守 0, 则 


™ /sint\” ZT/1— 1 
[2 ) ws 和 0 人) 
119, (1) 设 0 二 a 二 x,; 则 
信 sin(2n + 1)¢ 
. a/2 


sint 
(327]1990 ,62(2) :209) 
) 二 | sin(2n 十 Dz 


sint 
(Tn Im <|. 
注 ”这 是 Glasgow 大 学 1958 年 试题 ,关于 这 个 不 等 式 的 改进 见 [4jEx3.7.11 的 评 


2 csc 
nn 二 1 


EE 


EE < 序 (2 十 logn). 


antl)rx 


acin2 一 1 LU 
120., (1 十 zx"sin’ x) dr < mm o> 0). 


2 nx/2 
121. <| dz <S. 


xz/6 sinw 


122. 当 0 二 zz 过 1/3 时 ,下 式 成 立 
z+ 


———d. 
0 Sint 


123. | Sint qr > 0,(z > 0)., 


oltt 

此 ， 

mm | sinnrwz 2 
124. | sinxz dz | 全 kx” 


式 中 2 寺 &n. (74]Vol. 1. 390) 
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125. | LsinGt DFElar < ott+ hie(+ in , (1 之 kn). 
l/n 
2 (sin 也 ) 
126. 下 | sinz | gx 之 cinn,(n 之 2,c 为 常数 ). 
l/rn 2 sin 之 
(sin3) 
问题 :No. 125 ~ 126 中 常数 ci ,cz ,ce 为 何 估 计 ? 


¥ sins 
127. 1+2inn <| sin (nz), 一 1 十 工 In(27 一 1)， 
0 sinz 2 


提示 ;利用 (sinnz)? 一 《sinz) > sin(28 一 1)z, 得 


£1 
等 (sinmz)2 ， 忌 1 
0 sinz dz 2 2k—1° 
屯 : 4 
128. | ze) dz < Ln, 
0 sinx 4 


提示 :将 不 等 式 左 端的 积分 折 成 ,Iz 两 个 积分 ,其 中 
n= EE) (RE) d 


利用 | sinz | 之 nn| sinx | 估计 五, 用 | sinzx | 委 1 和 sinz 之 人 xz 估计 了 


记 fw 一 | < (Se) dz 

1990 年 叶 南 发 将 Fn) 的 上 界 从 《rr/2)? 改进 为 fCn) 二 (2719 十 89/288) Ca > 2). 
《[339]1990,10(1) ;144) 同一 年 , 庄 莫 如 又 证 明 对 l1og2 < f(n) 二 17m/24. 左边 不 等 式 对 
所 有 都 成 立 ,而 右边 不 等 式 对 于 nn 宇 9 成 立 , 当 n 宇 4 时 ,上 限 为 17r?/24 十 14/24. (新 疆 
大 学 学 报 ,1990,7(2) :17 ~ 26) 

徐 利 治 等 则 证 明 : Fa) 二 nln2 十 (1/4)ln2 十 0(1) (一 eco).([139]22 ~ 23) 

进一步 ,我 们 可 以 令 


G(R,m) 一 (加) dz， 


SI 


已 知 ”G(2,2) 一 ET 间 ;G(k,m) 的 最 佳 上 下 界 是 什么 ? 


2m 
129. 今 fn(x) 一 二 (人 ) , 则 


sin (ZX/2) 
(1) an™! < 二 | fonlz)dz 二 cn 1. (129. 1) 
Kn) = 本 条 ! fom(t) 称 为 nn 阶 Jackson 型 核 ,Y6 > 0,6 二 Xx, 有 
二 | fon (XT) dz 
Vig -x 
™ C 
[Kiar < < (129. 2) 
2 2m Pid 
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([82]138 一 140) 


? ime < mr’ ?< 之 上 2m 一 2. 


dx dz 妃 
130. 3 < |), ,Ti < 2 (ln3 — ln2). 


131, 对 于 所 有 实数 ai,k 二 1,2,…,n 一 1, 有 


nl1 2 
> asinkz | dz 之 于 (证 明 见 [62]74 ~ 76) 
k=1 


(证 明 见 [60] 上 册 225) 
133. 设 f(x) 一 上 gprdz 


(1) X(tgx)"sin2x f(r) 过 


2az 十 sin2z (te) »，a>0,xE (2， 了 


A 1 
(2) zat <f(4)< 林 "> 2 


(<) 


TT : 
(4) f.( 4 ) 二 pry ([351]2005(2) :155) 


134. Marcinkiewicz 不 等 式 : 设 下 为 R" 中 有 界 闭 子 集 , 方 体 QD 了 FF,G 一 Q 一 下 ,SCz) 
是 Q 中 zz 到 开 的 距离 , 则 YX > 0,Marcinkiewicz 积分 


Mz) =| sy = | Edy 在 下 上 a.e. 有 限 ,而 且 


aTz—yl™ 加 
| cmadz 去 守 w(G).， w, 是 RR" 中 单位 球 的 测度 .([173]151) 
135， 设 f 是 (4a, 七 上 递减 的 概率 密度 函数 , 则 Y p > 0, 下 式 成 立 
b zp p22t1 
| ="/ (dz < a 


若 了 递增 , 则 不 等 号 反 向 . 提示 :用 概率 方法 . (L143]201) 
136. [MCUj 设 了 在 R' 上 非 负 有 界 连续 ,f(zx) = /一 z), 且 


0 一 | ,zf dr 一 | redz< co, 则 Yz 0,; 下 式 成 立 


| 人 flr ) fx, ) 大 dz， dz 

lim J ff fr ) de de dr 宇 1 2 r? 

| dj 1 2xz 2 
R . Vv 


式 中 a 二 Viz 一 当下 (证 明 用 概率 方法 ) 


137. 设 f,g, 是 人 上 非 负 可 测 函 数 , 且 存 在 y。E€ XX, 使 得 了 与 g 的 分 布 函数 之 差 在 
yo 点 从 (一 ) 到 (十 ) 变 号 ,f? 一 g? € LC(X,p0), 则 
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gCp) 一 | (f+ 一 g*)dy 递增 ,从 而 


p> p>0 时 ,入 (p) = | cr 一 gd 之 0 

(Nazarov;F,L， 等 ,Complex analysis,operators and related topics, Birkhauser 
Basel,2000,247 ~ 267) 

138. Mellin 变换 不 等 式 ; 设 a, 工 > 0, 8 宇 0, 令 


1*1 ep 
f(T) Far | To 
则 疡 (十 1) 之 (1 (Zz). 
(Integral Transforms spec. Funct. 7(11)(2006) ,769 ~ 777) 


139. Golab 猜想 : 设 f 满足 : 
(1) f” ECRD); 2) fritr) = fx); (3) f(x) > 0; (4) fr) + Fx) > 


0， 
则 
EACS PEE 
[+e ; | dz 过 x. (139. 1) 
1935 年 Levin 证 明了 这 个 猜想 ,并 证 明了 更 一 般 的 结果 ; 
邻 (一 十 T 二 则 
(GD 车 0<4<3: 则 (过 1 4 二 去 时 得 到 (139.1)， 


(2) 车 1 过 pe 
C[317]10C1)(1935) ,45 一 48) 

140. RS 积分 不 等 式 

(1) 设 f€ BVv[a,6], g € CLa,51], 则 


b 
. 。 _ 5 
inf {foe 一 so]) + inf eB — 8 IV < | fC)dg Cx) 


之 _ipf {f(z) [Leb) 一 &(a)]} 十 ， sup ,L828) — g(a) Vf). 
(BDP(Beesack 一 Darst 一 Pollard) 不 等 式 )([399122(1)(2009) ,58 ~ 63) 
(2) 设 feBV[lab], 一 < 之 mf(z) 委 M<co rE [a0], 则 


[ 
| fz)dg(r) 一 ld — g(a)] 


去 SVP {supLa lp) 一 g(o] 一 inf[g(B) — g(0)]:a ah 


(同上 ) 
(3)” 设 在 (a,b) 上 ， 太 递减 ，g 递增 且 Jim g(x) 二 0,0 二 p 牵 1, 则 


[fae < | [ aa)’, 
车 1 之 p 二 ~, 则 不 等 号 反 向 . 
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设 在 (a,6) 上 , f 递增 ,g 递减 且 lim g(x) 一 0, 0<< 情 委 1， 则 


[fa g) 去 {fa g)? ) 
1 过 已 二 co, 则 不 等 号 反 向 . ([329]116(2)(1995),133 一 165) 
141. ”特征 值 不 等 式 
(1) R" 中 与 外 力 场 F(z) = 一 VV(x) 相互 作用 的 质点 所 满足 的 不 含 时 Schr6dinger 
方程 是 
一 Ap(Cz) + Vr Gz) = Ey (x), (141. 1) 
其 中 函数 V:R" -> RR 称 为 位 势 ,y € L(R") 称 为 波 函 数 , 它 满足 规范 化 条 件 : y= 1. 
定义 泛 函 
el(f) = Ty,+V,, (141. 2) 
式 中 Ty =|, | Vy(z) |:dz 称 为 y 的 动能 ,V， 一 | .Vz) | wz) |?dz 称 为 y 的 势能 ,eCy) 
是 y 的 总 能 量 . 
变 分 问题 :在 1y|，: = 1 的 条 件 下 极 小 化 eC(). 车 存在 一 个 极 小 元 y ; 则 它 必 满 足 方 
程 (141. 1). 这 时 EE == inf{e(y): yy1; == 1) 称 为 基态 能 量 . 在 物理 上 ,基态 能 量 是 质点 可 
能 获得 的 最 低能 量 , 它 是 (141. 1) 的 最 小 特征 值 . 动能 Tv 控制 y( 但 不 包括 Vy) 的 某 种 类 
型 的 积分 不 等 式 称 为 测 不 准 原理 . 例如 Heisenberg 测 不 准 原 理 是 :在 R" 中 ,着 yj E€ 
H'(R"),H | yl ;= 1, 则 
(yg,p’y) 之 gz (141. 3) 


式 中 | p | 是 相对 论 动能 , 见 本 章 No. 26(2). 
(2) ”Dirichlet 问题 ; 设 开 集 0 CR", jy(0) 一 co， CY (0) 在 Hl! 范 数 下 的 闭 包 记 为 


Hi(0). 令 eCy) -| | Ap (zx) |*dz， pe 现 (9). 用 归纳 法 定义 Dirichlet 特征 值 : 


E, 一 min{sC9) :9 € Hi(0), | | g(x) | dz = 1). 
这 时 满足 方程 


—Ay= Ey (141. 4) 
的 极 小 元 记 为 如, 称 为 第 1 个 特征 函数 .类 和 似 , 第 十 1 个 特征 孙 数 J 定义 为 问题 


E, = min{s(9):9 € Eco) ,| | g(x) | dz = 1,| p(X) glx) dz 一 0， 
a 如 
了 一 0 一 


的 极 小 元 . 
设 mp， 9 (0) 中 在 L?C0) 意义 下 标准 正 交 的 函数 列 , 则 


ep > (2z)? (二 3) (Ts Sr ) mt*p(0Q) . (141. 5) 
车 在 (141. 5) 中 插入 标准 正 交 的 Dirichlet 特征 函数 ， 风 


TE,> > (2m2 (5 7 二 (TS 站 Hp (0) 一 (141. 6) 
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不 等 式 (141. 6) 意味 着 第 m 个 特征 值 下 。，; 满足 


2 
n n ” 2 一 人 
E,i > 2) 745) (Ts) mr"p(Q)™. (141.7) 
Polya 猜想 ;对 于 一 般 区 域 ,有 
Es > (2m (TS < ) tp) (141. 8) 


式 中 | Sm™! | 表示 R* 中 的 单位 球面 S™'! 的 面积 . 
尽管 (141. 8) 与 (141.7) 非常 接近 ,但 此 猜想 至 今 仍 未 解决 . ([167]273 ~ 274) 


| Kczaz Oy) weyeD， 
0 


| Kr,y)dy LOR) ae.reD, 
0 


式 中 是 D 上 正 的 可 积 函 数 ,D = [(0,a)]. 
(1) ”车 f,g 都 是 D 上 正 的 递减 函数 , 则 


| JKC yf ng drdy SC hz) flr) gr) dx. 
(2) 车 f:DXD 一 [(0,c0)] 可 测 且 分 别 关 于 每 个 z,y 递减 , 则 
| | KG Wf ydzdy <2C| hr) flrs ndr. 


143. 设 K 是 DxXD 上 正 的 连续 函数 ,f;D XD 一 [(0,co)] 连续 且 满 足 A2,f(z， 
y) 二 f(z 十 hy 十 8) 一 f(z 十 hyy) 一 fryy 十 有 十 f(xyy) 实 0; 式 中 hk 之 0( 或 ,kk 过 
0),D = [C0,a)]. 


(1) 若 Vte D, 有 | | Kcz,y)aray 一 | [KCz,y dardy, 则 

| | KG,w fr, Yadzrdy <| (| Kzsyadr )f ydy. 

(2) 车 Yzyye D,| KGz,y)dz = chy) ,| Kz, ydy = ch (x), 
0o 


则 | | Kr, fr ydrdy 之 Cj az fr,z)dz, 
0J0 0 
以 上 No. 142 ~ 143 见 [361]17(1991 ~ 1992) ,211 ~ 247. 
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在 前 面 各 章 中 ,特别 是 在 第 1,6,7,9 ~ 13 各 章 中 ,都 涉及 到 了 各 种 空间 中 的 范 数 和 
算 子 不 等 式 , 本 章 则 是 集中 地 讨论 最 基本 最 常用 的 空间 范 数 与 算 子 不 等 式 . 


$ 1 ” 范 数 不 等 式 


1. 华罗庚 不 等 式 : 设 (X,(,)) 为 实 内 积 空间 ,zzyy € X,a,8 > 0,1 < 过 p < 过 co， 
(1/p) 十 (1/g) 二 1, 则 


(1) [8— (xz, +alzl’:> (1.1) 


8 
at+ |yl? 
当 广 二 有 吕 立 ， 


(2) jy al taD lal’> > (#4 a)l>l, (1. 2) 


仅 当 zx = (aFa) 时 等 号 成 立 . (Dragomir,S. S. 杨 国 胜 ,[330]1996,27:227 一 232) 


1999 年 ,Pecaric,J. 推广 了 上 述 结果 , 即 下 述 (3)(4). 
(3) ”车 (zx,y) 三 B,1 二 Pp 二 , 则 


[Bp 一 Cz) 十 a zl ?> (rh) 2” C1. 3) 
仅 当 工 一 (人) 时 等 号 成 立 . 当 p 一 2 时 ,又 得 到 (1.1) 式 . 
(4) 设 (zx,y) 三 8B,f 是 [0,oo) 上 递增 的 是 函数 , 则 
DO pntilylela D> (ET): .0 


“十 | yj 
当 /是 严格 琴 函 数 时 ,(1.4) 式 中 仅 当 z== (Ty 牛人 5 )》 时 等 号 成 立 ; 
© fy— Daal) tiD alal) > (Ss 中) (1.5) 


当 f 是 严格 凸 函 数 时 ,(1.5) 式 中 仅 当 zx 一 (a 


特别 当 f(x) = zx? ,p > 1 时 得 到 
pl 
ED Fx) > (1. 6) 
仅 当 zx 二 = 时 等 号 成 立 . ([330]2002,33(3) :265 一 268) 


2. Bohr 不 等 式 : 
(1)” 设 XX 为 西向 量 空间 ,x; € X.a 六 0,1 委 &<<j) 和 站 则 


> 时 等 号 成 立 ， 
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7 n n nn I 
Dol Dat Dt 
(Pecaric,]J. E. ,Rassias, Th. M. L301]1993,174(1).;138 ~ 146) 
(2)” 若 (X, | 。 | ) 是 赋 范 线性 空间 ,p,q 之 1， 二 十 二 一 了 则 
z+yl :plzll :talyl|?, x,y€ X. 
(3) ”车 关 是 可 分 的 复 Hilbert 空间 ,TE€ BC(X)( 即 表示 TT 是 和 上 有 界线 性 算 子 )， 
1 工 | = CT* TD , T* 是 工 的 共 思 算 子 . 
定理 1 设 Ti,T, € BCX)， 六 十 二 一 1. 
车 1 二 pp 才 2, 则 
TDT pl +gq| TT, |? 
所 | TC~ TT; | 十 | 太一 人 一 0 了 3 | 2? 
车 0 二 pp 二 1, 上 述 两 个 不 等 号 均 反 向 , 仅 当 p= 二 9g 二 2 或 (1 一)T 二 Ti 时 等 号 成 
立 . 
定理 2 设 a,8 是 非 零 实 常数 
Q@@ 设 o8 二 > 0, 不 妨 设 1a | 之 | B81 二 0, 则 
iTT rT) 十 (1 二 和 JiT 1 ， 
仅 当 a = 8 或 8T; 十 aTs = 0 时 等 号 成 立 . 
© 间 虽 三 0, 不 妨 妆 > 0> 守 02 
TT) 


| B 
a 
2 1 _Bp 2 
1 一 了 二 | ae: 一 2 1 一 一 2 
| 工 + 序 | AT < 人 8a) T+( < )lT | 
仅 当 a 十 8 二 0 或 aT! 一 BT; = 二 0 时 等 号 成 立 . 
([3011282C2003) ,578 ~ 583) 


3， Grothendieck 不 等 式 : 
(1) ” 设 针 为 Hilbert 空间 ,zx € XX, | zx 上 委 1a ER 则 


> | Deon | 委 C sup (2 Dos, 


:|&1, 1s |<1). 


已 知 


互 县 C 近 一 一 -一 一 一 1.782…， 
2 “ 2ln(G1 十 V2 


问 C 的 最 佳 值 是 多 少 ?( 证 明 见 [104]177 ~ 180) 
(2) 设 A 二 (a;) 是 nn 阶 方 阵 ,zi,…,Zxs 是 Banach 空间 X 的 单位 球 的 元 , 则 
2 | 2 sz | < (22022 IAS. 


注 ”车 VzELO0,1 才 yo0; 则 (2) 中 常数 (2n)12 可 换 成 Mn , 式 中 a 二 | (172) 
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一 (1/p) |,M 是 正 的 常数 . 
(Andrew,T. Math. Nachr 1987,131:335 ~ 343) 
4. Dunkl-Williams 不 等 式 : 设 x,y 是 赋 范 空间 X 中 的 两 个 非 零 向 量 , 则 


zy maxlzl, yD TT (1.7) 


(2) Iz 一 yl 宇 CFC zl 十 ly )| 
其 中 系数 1/2,1/4 均 不 能 换 成 更 大 的 数 . 
提示 : 先 考虑 | zj 二 1, 上 yj 过 1, 令 z= y/ 上 yj, 证 明 1 十 jx 一 zj 过 yj 十 
Tz—y| 二 2|x—y|l. 1 
(3) 过 六 为 复 内 积 空间 ， 则 
| zx 一 > 外 宇 szl + lyl)l 


1.8 
TT Trl 4 8) 


四 
TET 一 人 2T1 C1.9) 


已 知 (1.9) 坟 对 于 一 盘 的 迪 范 线 性 空间 不 成 立 ,但 是 , 若 (1. 9) 式 成 立 , 和 是 否 必 为 内 
积 空间 ?(f305]1964,71:53 ~ 54 或 [74]Voi. 1:98) 
1993 年 Rashed 将 (1. 8) 式 推广 为 ， 
上 zl yl lz 一 > 相交 Coclzl2 十 yylz 一 zlyl， 
2 一 六 ， 0 一 去 1， | 


C, 一 〈L301Ij1993 ,176:587 ~ 593) 
式 中 2 ， pl [L301] 


5， 设 赋 范 空 间 中 的 向 量 z 满足 yz, 二 0, 则 


EA < 1 z — x. (22]518) 


6, Bynum_Drew 不 等 式 ， 设 民 为 抽象 工 ” 空间 (1 二 pbp 祈 2), 即 六 为 Banach 格 且 
Tz+yll?= zl?+ |yl?,x,y EX,rAy=0. 则 


| 2 deri ly) yp | 三 2，， 
2 2 2 


式 中 pp 一 1 是 最 佳 常数 . 

1990 年 Smarzewski,R. 进一步 证 明 在 上 述 条 件 下 ,有 

[QDzr+tiyl?dmD) lzl| +ily ?Cp m1 mt) | zy|’, 
式 中 0 三 1 过 1.([301]1990,150;146 ~ 150) 

注 抽象 L* 空间 的 理论 可 和 参看 专著 :A.C. Zaanen,W. A.J.Luxemburg,Riesz 
spaces, North-Holland, 1971. 


7. Clarkson 不 等 式 : 设 f,g € L?(X,》) ,1),1/p 十 1/9 一 1, 车 2 过 pp 之 吕 , 则 


oD) ISL;+ + lel); 
十 gl， 了 一 中 1 二 . pi 2 

A 

车 1 = 过 2, 则 (1)(2) 中 不 等 号 均 反 向 . (证 明 见 [98]316 ~ 322) 


加 1/2 
8. 设 X 为 Banach 空 间 ,1 <p<q< oo = (43) ; 则 Vx,y EX 有 
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cz 十 ay 二 zmayl’ "<2 ciz+yl ?+ zyl*?)?, 
式 中 >= 1/g 一 1/p， 
(证 明 见 俞 侈 泰 ,Banach 空间 选 论 , 上 海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,1992,234) 
9， Fan Ky 不 等 式 : 设 X 为 实 内 积 空间 ,zeEX,lel=10<1z| 科 1/2， 
Xl 十 zs 天 0, 则 


(Zz1 ,Xz) (e— X16— Xs) 
ztzl ~ 2e—zxi— zl 


( 王 挽 澜 等 ,[334]1984,27(4) :485 ~ 497)， 
10， 比 和 下 一 来 维 不 等 式 : 设 X 为 Hilbert 空间 ,A 为 X 的 闭 子 空 间 , Vz E 症 , 令 
d=inf{f|z—yl|:yE€EA}= ad(z,A), 则 Vyi,y: € A, 有 
Hy my viz d+ Vz yl a. 
〈 阿 忒 时 芒 尔 ,逼近 论 讲义 ,23)》 
11， Smarzewski 不 等 式 : 设 了 一 L*(X， Dy yl 二 (, | y ep 
1 过 六 一 co,A 为 上 2 的 非 空 闭 凸 子 集 ,Vy GEL,zzEA. 当 2 魏 尺 <co 时 ,有 
1y—zl?* Hy—zl?—C,|z~—zrl?; 
车 xzE A 是 y 在 L? 中 的 最 佳 副 近 元 ,1 过 zp 二 2, 则 
|y 一 z12 有 ly 一 zl 和 ly 一 z12 十 Clz 一 zyYzcEA， 
式 中 Gs 一 (1 十 纶 1 十 z)52 一 (起 一 1 十 1)22) 而 加 一 z(2) 表示 函数 g (7) 
二 一 1 十 (Pp 一 1)t 十 p 一 2 在 (1,co) 上 的 唯一 零点 ,加 (2) = 1. 
(提示 :利用 第 3 章 No. 25 ,细节 见 [327]1987,49:93 ~ 98) 
12. ”Gruss-Lupas 型 不 等 式 ; 设 (X, 上 。 | ) 为 赋 范 线性 空间 ,zx € X,a E KK, (实数 


或 复数 集 ) ,加 宇 0 且 227 一 1, 则 
k= 
L 2) piasze 一 (Dpiai) (Dprrs) lL 
4=1 k=1 k=1 


委 (Cmax omal)( max | zerl 一 Ze | ) [2 — (Dtpr) 1 
nl k= 大 一 1 


(Dragomir,S, S. 等 ,Math. Commun. 2000,5(2) :117 ~ 126) 
13， Griiss 不 等 式 : 设 X 是 复数 域 C 上 内 积 空间 . x ,ys E X. 


(1) 车 pi >0,2 7p 一 1,a4,Be € C. 使 得 


Re[ CB; — or) Jas 一 Bz:) 宇 0; Re(yi 一 2 一 ya) 0 = 1, ,Nn, 


则 | Dh pers — CD prar) CP prrs) | 委 —B) 1 太一 2 式 中 地 是 最 佳 常 数 . 


(Dragomir, S. S. [301]2000,25002) :494 ~ 511) 
(2) 车 e € X， i el 二 ] ,ZX,y 了 ,a; EC, 使 得 
Re(lase— Xxx—ae) 守 0， Re(we— yy 一 Qaze) 之 0, 则 
| (zyy) — Cx,e) (lesy) [1/4 oa 一 ao | ao 一 oz |. 

式 中 1/4 是 最 佳 常数 . (Dragomir,S. S. [301]1999,237(1) :74 一 82) 
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14. 并 " 空间 的 特征 不 等 式 : 设 z,yE 了 为 任意 两 个 线性 无 关 的 元 素 ,a,8E (0,1) ,oa 十 
8 一 1,YaE (0,1/2],x(a) 表示 方程 Rr 一 a 一 (Br 一 a)”! 一 0， (op8 委 z 委 1) 的 唯一 解 ， 
并 令 


ap， p=2, 

0， 力 夭 2 一 0，1， 
so 一 工 一 《 )zx? 

ey px2,0<a<l. 


则 p>2 全 8 十 ooy 十 ge) zm—yl*<Blrl’:+all yl ?p< 时 ,右边 的 
不 等 号 反 向 . 仅 当 户 = 2 时 等 号 成 立 .( 徐 宗 本 等 ,L334]1994,37(4) :433 一 439) 
15. 设 f,g 是 R”" 上 正 的 可 测 函 数 .1 志 p,g 二 ,1 二 r 夸 00,1/r== (1/p) 十 (1/g) 
一 1, 则 
[re < Ft elrtd fe). 
([73]231 ~ 234) 
16. 双 Cauchy-Schwarz 型 不 等 式 : 设 X 为 内 积 空间 ,z,y,z E X. 则 
2 | Cz,z) zy) | {zl yl +|l (Cr,y) 1} | zl 7. 
车 关 为 Hilbert 空间 , 则 对 z,y 的 任何 投影 P,,P, ,下 式 成 立 
2| CPz,Py) | zl lyl +| (zx,y) |. 
(Manolis, M. 等 . Missouri J. Math. Sci. ,2000,12(1) :26 ~ 30) 
17. Brezis-Gallouet 不 等 式 : 设 0 CR 为 区 域 ,其 边界 充分 光滑 . 


/p 
lw = (ut Del)d) Sp< ~, 
lal&k 

邻 r = 二 nn 一 1 十 (n/2),B 二 oo 一 1 十 (n/2),o 之 2, 若 uj pew 牵 1, 则 3C 汪 0, 使 得 

| az .~ 00 委 C(l 十 2。 Vln(l Tul pr ) }: 
(Du Xinhua. Chinese Sci. Bull. 1996,41(23) ;1937 ~ 1942) 

18.， 最 佳 通 近 不 等 式 : 设 {e;} 是 内 积 空间 和 中 标准 正 交 系 ,z € X,c 一 (zet) 4A， 
一 spanftel， ye)}. 则 Ya E K, 有 


| IT 2 eres | | 这 2 eer | 。 
19. Bessel 不 等 式 : 设 (es} 是 内 积 空间 X 中 标准 正 交 系 , 则 


oo 


Z| red) Cyse) | 委 rx): lyl VzyexX， 


k=1 
当 二 一 yy 时, 即 为 第 11 章 $2 No. 46. 
20. “” 算 子 中 值 不 等 式 : 设 X,Y 为 Banach 空间 ,G CC 六 为 开 集 ,f:G 一 Y 为 Frechet 
可 微 ,线段 { 坟 十 (1 一 四 y:t € [0,1j]} CG, 则 
| fCy) CO— f(z) | < sup, f(r 二 筷 一 站 y) yy 一 x. 更 一 般 地 , 设 xz。E 


Gt € X,1 委 & 委 7 使 得 对 于 0 委 扣 委 1, 有 >zo 十 了 > 和 € G, 对 用 归纳 定义 :A' f(xo， 
k=1 
1) 一 f(xo 十 五 ) 一 f(zxo) ,A*f xo st 9 st) = A ! gi (xo 其 中 g(t) = flzx 


736 第 十 四 章 ” 范 数 与 算 子 不 等 式 


十 &) 一 f(xz). 今 集 A = {2 z= Dad < < 1), ; 则 
Farf Cea) | < Hal all supl D/C, 
Arf Crostis ,ta) | — Df lro) » Ca, ,ta) | 
lel lel ltl sapl Df — Df xo) 上. 


21. 设 X 为 Banach 空间 ,f: La,6b] 一 关 为 无 限 次 可 微 映 射 , 则 对 于 m 过, 有 


如 一 1 天 了 2 一 工 
0 Dhl) < DD E+ LD id 


2 
一 1)1! 
© DW sse) coli lt 1 在 


22. 及 aaa 人间 [区 为 无 放大 可 关 区 有 0 
(1) 车 Vz 疡 aa 存在 M <co ,使 得 ff"* (rz) 有 (rx"/n!l) 之 MM, 并 且 Vk 之 1 
lim rz)ze 存在 , 则 梁 <22 >& 时 ,有 


nl 

有 如 ~ Cn) 2 > 
DDTE SD D1 ni 
2 mo 一 1 k 
Jl vir < 


C2) 令 五 一 7" (1 yrdz 着 J,,Jin 均 为 有 限时 , 则 Vz 之 4a, 有 


Fx) Cr /ntl) 扫 yn | (ar/nt) 十 几 十 Ja 
车 lim ro(z) 二 0, 则 {J,}) 构成 递增 数列 . (No, 20 ~ 22 见 [74]Vol. 1.203,214 一 215) 


23. 器 权 不 等 式 : 设 p,q 之 1,r 之 0,0 <<d<1, 广 十 各, 二 十 有 ,> 二 十 二 均 为 正 数 ， 
tt € CT CR) ， 则 


izjzl,C) 1 zw 1x le lie (1. 10) 
成 立 的 充 要 条 件 是 : 
(DD) 工 十 二 = dzL+ 汪 + 一 oa 十 有 ); 
r n p n q n 


(2) +t da +t (1— qd)p; 
C3) 车 4 之 0; 坟 十 所 一 二 十 妈 , 则 1 = da 十 (1 一 8 
pp 2 a n 
见 丁 夏 畦 等 ,[338],1989,9(3) ;353 ~ 360, 作 者 还 对 7 一 p,q 时 求 出 了 C 的 最 佳 值 ， 


它 表 明 , 某 些 Sobolev 空间 实际 上 同 构 于 某 种 带 和 军权 的 (L) 类 . (1. 10) 式 可 推广 到 Banach 
空间 关上 的 线性 算 子 .车 a 二 Pf 二 7Y,; 则 成 立 矩 量 不 等 式 : 


| Tez | < CCa,p, D1Tz1? Tz 式 中 p 一 2 三 ee = 4s, 


([107]2 :547) 
24. 设 j/ELCE),1< 委 > 委 4<cowe>0 一 [LV 一 (rr) 一 
(1/9)],1Mr = (tt) 二 (一 四 /qg,0 二 1 二 1, 则 
FNSal fl +a | fl,. 
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([119]338) 

25. 设 rz,y€EL?,1 二 Pp 二 oo0, 则 . 

lIz+yl?+ lz~yls ce 
2CHzls+ yl 


人 


C! < 


式 中 C = 2 和 8 (5[98]328) 
26. 设 z,y EL(p), 若 0 过 p,q? 二， 则 
Cztylst+ zoyl|D)* 2 rl? rt yl?)7, 


式 中 C= 本 一 方 十 二， i 二 min{p,g ;7,7 ), 9 ,7 分 别 是 gr 的 共 斩 指 数 ; 


车 1 过 pp 声 r 太 gq,p 为 p 的 共 思 指 数 , 则 
Cztylst+ lz—yly7 zl?+t | yl?)7. 
([3311634 ~ 677(1979) ,89 ~ 93;[376146(1940) ,304 ~ 311) 
27.， Hanner 不 等 式 : 设 xz,y € L*(p), 若 1 声 p 志 2, 则 
z+t+yls+ zo—yl? 宕 (zl 二 yl)?+| 二 有 一 下， 
Czt+ylst zy + zt+yl;,— Hz eyl,1*Q2 (lz? yl?). 

车 2 过 2p 二 2, 则 以 上 不 等 号 均 反 向, (Ark. Mat. 3(1956) ,239 一 244) 

28. 设 z,y EL?,z 关 yy 1 二 Pp 二 0, 十 4 三 1, 则 当 1< 二 pp 二 2 时 
Taztpy s+ Cp— Darlz ey <Alzls tel ys. 

当 p 这 >2 时 ,不 等 号 反 向 ,p 二 2 时 成 立 等 号 . ([ 334132(1989),209 一 218) 

29. 设 x,yEL,1< 之 pp 过 2, 0 过 4 二 1, 则 


[3azitiyD | alzls+ta-Dlyls— lt+d—Dyl’) 


宇 了 bp(p 一 D | zo— yl2Cmin(X, (1C— 2X)}). 


(MeirL 316 ]28(1984) ,420 ~ 424) 


le—2| 。 
) =exp( 守 )， zryE LCE), (E 是 


‘1 


30. 设 l1<p<00, CGO 一 人 (2 
R 的 可 测 子 集 ), 则 当 p 是 整数 时 ,下 式 成 立 
2n 2 
Dztoyly Sn CP z+ | yl) 


1 


2n 2 i 忆 5 
cm 机 (1z1 训 二 11 宫 )< {aC toy 
天 一 1 
式 中 让 十 亏 一 1.([301]64(1978) ,518 ~ 529) 


我 们 问 : 当 p 不 是 整数 时 ,以 上 不 等 式 是 否 仍 成 立 ? 
31. 设 zEL2，0<r 委 加 和 委 co, 则 


[1a ,< Oa;), 
(2 EA [es ze 


p 
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(L. Milagranda, Proc. Inter. Symp. on Banach and Funct. spaces. 2003:83 ~ 120) 


32， 设 z E10<< 和 之 minpq), 方 十 襄 一 1， 则 


> 


> | Bn < ial 


式 中 >， 表示 对 所 有 土 1 的 求 和 .([301]64(1978) ,518 ~ 529) 


33. 设 z: EL’?, ge > 0， Dlq=1. 
k=1 
(1) 车 1 过 4 过 pp; 1 和 之 Pp 过 2, 或 1 过 4 过 pp ,2 祈 p 二 吕 , 则 


2 gqe | 1 Tk | » 过 2C(q,4) Da | Zh i », 
， k=! 


于 ,一 1 


(2) 若 p 过 4%, 1 二 pp 过 2, 或 pA;2 达 pp 二 吕 ,， 则 


Co DD loaly>2 Dg |z;— Da 
j=1 k=1 


jk=1 
式 中 Cg) 一 (max(1 一 g))™,p' 是 的 共 狐 指数 . 
([309144(1938) ,522 ~ 536;[301164(1978) ,518 ~ 529) 


1 1 1 .1 | 
方 十 了 了 1 ， 一 。 1, 1 二 rr 二 min{p,q), 则 


2 


34. 设 zyyz 所 L*(E), 


1) Czls+t yl;+t zl 
2 人 zx 十 yy; 十 有 yp 十 z 有 5 十 上 十 中 5)7， 
C2) 237*f|z 十 >y 人 十 上 y 十 = 十 外 = 十 上 2 
委 (Czl5 十 yy 十 和 = 人 十 和 zz 十 > 十 z 人 2 
(L301]j64(1978) ,518 ~ 529) 
35. Kolmogorov 不 等 式 : 设 上 是 瑟 上 非 负 可 测 隧 数 .0 过 jy(E) < ceo,0<r<w 


5 r g 
上 fs 二 sup{tiCy{| 了 | 之)7:t > 0) ( 称 为 弱 L: 范 数 )， 


N .(f) 一 sup | f sl, 
” E | pe, 


集合 {| | 之 小 表示 {zx € E: | f(z) | 之 加 . 则 
[flo < Ne D < (FH) Nf le (L451485 ~ 486) 


36. 设 (X, 上 上 。 趾 ) 是 赋 范 线性 空间 ,zx,y,z,zx: 所 和 ， 则 
(1) 站 z 十 由 yy 一 Cmaxf|zl ,lyl} z+yl 
zll+ lyll —Cmin(lzl,lyl}, 


式 中 C 一 2 JET + Tr |: [805]113(2006),256 ~ 260) 
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| x 一 yi 
2 ) 一 ， 0 过 pbp 世 1， 
i re ? 
C2) |zlzlm —ylyl” pplz yl max( zl ly 1<p<%, 


max{ zl?*, | y|?*} 


QD (rahzh yy ) ?< 
(同上 ) 
| z 一 > 外 一 | (zi 一 yy 
3) min( | xl, | yi) rT | 
lz—yl ti Cz olyl)iT 
max{| zl ,ly|} 
(4) 记 C = minthzl ,lyl}, C= max{|zl| ,Hyl|?， 则 
| zl 十 外 > [二 > < y 
0 < G, < | Ti PT | 
| 1Lzl 一 下 >|) 1 | 
去 十 -二 二 
(5) 站 
. 4 十 本 
os 生年 TT | < sa} 
(6) ”广义 三 角 不 等 式 : 记 Ci 一 min ( | zi }, C: = max{ | zi }， 则 
网 ， ， 
c 人 "一 TT 1)< Dal -|(2)|< C 1 一 一 TT |); 


DE 


式 中 p 宇 1 


(7) 


Cs 


2 之 2. 


设 gi 为 复数 或 实数 ，Q, 一 Da 则 
k=1 
max {| Q, | | zl -2 9 1. | 


< min {| @, | | zi tod 


p n 
下 < > zz 一 2 
一 1 k=1 


| 
k=1 


an 
| 之 zl 
k=1 


ZE Xi | ) } 委 | Par 


qj; | 。 | zx CO— Zz; | )). 


(以 上 (3) 一 (7) 见 L[330]40(2009) ,225 ~ 237) 


(8) 设 0 之 bp 过 序 , 则 

Clz—z| .lyl)? 志 Cz yl， | 
([221]517) 
(9) 


z|)?+ (ly—z|。 


设 a,B EE K(X 的 数 域 ,实数 或 复数 ). Ci ,Cs 按 (6) 定义 , 则 


3{Clzl + lyl) letel—d 


a |+l81) lz—yl} 


| 


| z |)? 


740 第 十 四 章 ” 范 数 与 算 子 不 等 式 


+ 六 {latpl zl — lyl)+del-le Dz- yl) 


委 |‖ az 十 外 | 过 玛 (lx+B1C1zl 十 1yl2 十 Cail+l8bDz 一 > 


—3{letpel zl — lyl) -dal-lpD lz—yl)} 
由 此 推出 反 向 三 角 不 等 式 : 
一 zy 
oc zl + lyl -lztyl <o | -7 | 


([330]40(2009) ,225 ~ 237) 

(10) 设 0 志 pp 志 1, 或 p 之 2, 则 

Czt+yl?+t+ zmyl YD*2C zt yl + 22) |zl?* | yl?*). 
车 pp 过 0, 或 1 二 p 志 2, 则 不 等 号 反 向 . ([22]551) 

37. 混合 范 数 不 等 式 :L?*(E) 和 1L*(D) 中 混合 范 数 定义 为 


1 f |», 一 人 (| | f(x,y) dv) ace) 
“,g’ 分别 是 p,qg 的 共 指 数 , 则 当 v > max{p,p' ,gq,g } 时 ， 


1 


【| 去 w+ | 全 Ce 
([221539) 
车 0 二 上， 9 人 00， ros 是 r,s 的 共 馈 指 者 数 , 则 
cf+tglsst lf—gli)* ECF; tt lglss):, 


式 中 C= 27itt ,to min{s,r’ ,pp ,gg }. 

([417]280(12)(2007) ,1363 一 1375) 

38. ”Chebyshev 泛 函 不 等 式 : 设 (X, 外。 || ) 是 数 域 久 上 的 赋 范 线性 空间 ,a 二 (ai， 
oo) 所 开工 一 (zzr) €E XX", Chebyshev 泛 函 定 义 为 


ly LuwyLYS 
CCzya) i (3 2 ) (3 2 ) 
= A,(arz) — A,(a)A, (xz), 


式 中 A, zx) 一 二 9 A, ax ) 一 -一 Dar. 则 对 于 任意 BsY E 五 ,成立 
天 一 1 


点 一 】 


RE 人 4 一 7 | zs — A Cx) | -dwr| | zj; — zi < | 


lk j= 


< mia{l he 7 8| | ze — A, Cz) ‖ 十 元 Da 1 二 一 人) 
([330]40(2009) ,225 ~ 237) 
39, 设 革 是 内 积 空 间 ， TY E XX， 则 


(GD 3x-yl zl yl 


zlz+tyl Czl olyl)). 


2) Cllztyl ozl ly),wYeczl+i+lyl ~ lz yl), 
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式 中 C= Smax{ zl ,| yl }. C221518) 
G3) zl 0 yl zh} < are | 


zl (G0) | 十 上 1 lel). 


4) zol 一 yl lz—ay ll (zy [, AEC. 
C3) (4) 见 [330]37C2006) ,227 ~ 235;39(2008) ,1 ~ 7.( 另 见 Facta Univ. Ser. Math. 
Inf. 20(2005),65 ~ 73) 
40. 设 X 为 西 空间 ,T;X 一 是 有 界线 性 算 子 ,并 满足 : 
DPT =1; (GT = CsTy), roy € X; (WTr,z) 0,7EX. 
则 
| Cx) | | (xy) — (Tr,y) + (Tz,y) | 
| ap (Try + Tr niTy ,Ez :yl. 
车 zj 二 1, 则 
| (zy {| Cx) Oo C2) zy) | 十 | (zyz)(z 2) | zl ly}. 
([221605) 
41， 设 六 为 实 Hilbert 空间 ,Xc 是 X 的 复 化 空间 , x € X, > € Xc， 则 


1 Oo lz {ly + Cy 1 zh. yh’. 


([22]601) 

42， 设 {es) 是 数 域 K 上 内 积 空间 X 中 的 正 交 系 ,，z,yE X,， 则 
Dro bes) 一 去 (x1) |< 主 1z1 .1 y 1. G.11) 
二 二 1 2 


仅 当 >) (x ,er) er 一 地 xz 十 (2 ,yy) 一 DT |[y [| 了 时 等 号 成 立 ， 
k=l k=1 


推论 ; | De) |< ) (ei »y) 一 去 cz 到 | (zyy) | 


< 了 zl yl tp le zl lyl. 
若 X 是 实 内 积 空间 , 则 (1. 11) 化 为 
Fzsp— zl lyl} < Dr ED +t zl yh}. 


([330]37(2006) ,227 ~ 235) 
43. 设 X 是 实 内 积 空间 ， Th 全 其， 则 


2 TT Cx.3) <1 | zx 1+ 开 | ys | 2. 
(1307]j1099 ~ 26012) 


44， A 范 数 (Amemiya 范 数 ) 不 等 式 : 
设 工 一 《zl ,Xn ) 是 实数 列 . 
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(1) 车 g:R'> Rr 是 凸 函 数 , 则 的 A 范 数 定义 为 
| xl ,= nf {a (1 2p():2>o)， 


lzt+yl,o< lzl,+ | yl,. 
(2)” 设 y:R1-> Rt 是 止 函 数 , 则 定义 zx 的 A 范 数 为 
Qt ov)):e > 0} 


| zl,y = sup 


z+yly 宕 zl,+ ly ls. 
([221586 或 Z. Anal. Anwend 11(1992),285 ~ 290) 
45. 设 XX 是 Hilbert 空间 ,T,:X> XX 是 有 界线 性 算 子 ,Ti 是 Ti 的 共 辆 算 子 . 则 成 
立 Schwarz 型 不 等 式 : 


DarTs 
k=1 
(L359]13(1)(2006) ,17 ~ 26) 


46. Lorentz 空间 LC(p,g) 中 的 范 数 不 等 式 : 设 了 是 全 c 有 限 测 度 空间 和 上 的 可 测 函 
数 ,f* 是 f 的 递减 重 排 ,f* ”是 f 的 平均 重 排 , “定义 见 第 13 章 No. 20) 


TEA DD lalls!llTTl. 


1&i<jSn 


由 ap 下 ，1 过 pg 二 %， 
| f | ;,,, = 9 

supz? f° * (x), pAo,g= oo. 
L(p9) = (7 在 区 上 可 测 ， | < ec 1 过 2 过 co LpD) 一 工 ?, 则 


(1) As 和 (1 < p< %). 


(2) 设 1 壹 p<,1<g<r<om,s= 一 二 , 则 


1 
ag 
ay et 
lfl.< (5) | fy Se | fl ,0. 
( 详 见 [308]128(1999) ,727 一 734;[168] 第 11 章 ) 
47.” 设 (| 和 | ,上 ，||) 是 赋 范 线性 空间 ,zx E X, gq 之 0, Q, = So, > 0, f: 
R1 -> Rt1 是 递增 的 凸 函 数 , 则 
] 
f(& | 2 er 


> gf Ca) 


|)< Darctal). 


k=1 


/(| > 


特别 她 取 f(x) 一 xz*， 则 


p n 
Cp) Dg | x ?, 
天 一 1 
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Fi’, 之 1，g > 0; 
wt ce | ? . ([22]501) 


T， 0 委 户 <1，a 之 1. 
48.， 设 (1X1 ,| 下) 是 赋 范 线性 空间 ,z,y E X, 则 


1 
lztyl <2] leta-pylde< lzl tlyl. 
(Radovi Mat. 7(1991) ,103 ~ 107) 
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1. ”线性 算 子 范 数 不 等 式 : 设 义 , 了 为 赋 范 线性 空间 ,DD 为 X 的 线性 子 空间 . T:D 一 Y 
为 有 界线 性 算 子 ,D 称 为 了 的 定义 域 , 记 为 DC(T), 则 算 子 工 在 D 上 的 范 数 定义 为 ; 
| Tz 


| 下 | 一 sup| j 区 I :X00,TE DOD). 
它 有 以 下 两 种 等 价 形式 : 
I1TI= svp ll Tr = sye,l Tz. 


(1)》 ”车 下 有 界 , 则 成 立 算 子 范 数 不 等 式 : 
ITz| HT |zl,z€ DT). 
(2) ”车工 ,Ts 是 两 个 定义 有 乘积 Ti Ts 的 算 子 , 则 算 子 范 数 有 一 个 对 计算 很 有 用 的 
性 质 : Tz 声 趾 区 ， 中 7T2 |]. 特别 上 过 TH, 从 而 DT* 二 区”. 
下 面 设 X 为 Banach 空间 ,T,T 均 为 X 上 有 界线 性 算 子 . 记 为 T, Te € B(X). 
(3) ” 设 TI 过 1X|1, 则 道 算 子 5S = 二 (0T 一 T) 存在 且 为 有 界线 性 算 子 ， 


1 


1S1 之 二 二 二 -其 中 了 为 恒 等 算 子 . 


| | 一 
(4) 设 T, = TT 一 T,, ,| 二 中 了 ,人 == ?Ts, 则 
Tr | * | Ti 
Ta TT Ta ITT Tel < ， 
- IT 
T Ts3) | 才 一 一 一 一 一 一 一. 
(tm ST 


这 些 不 等 式 在 数值 分 析 中 有 重要 应 用 . 
(5) 中 莽 十 TT 声 呈 苑 中 十 Ti 中. (三 角 不 等 式 ). 
(6) ”CPR(Corach-Porta-Recht) 不 等 式 : 设 了 为 自 共 斩 算 子 ,4A,B 为 可 逆 的 自 共 固 算 
子 , 则 
21711 科 1ATA” 二 ATA1 21T < 1ATB +AT" TB; 
| 4Az 人 十 TB2 | 之 A”“"*TB™ 十 A™”*TB*™ |. 
mn 为 非 负 整数 . 《证明 及 更 多 类 似 的 范 数 不 等 式 见 [308]1993,118《3);827; 另 见 
[308]2001,129(10) :3009 ~ 3015) 
(7) Anderson 不 等 式 : 设 义 是 可 分 的 无 限 维 复 Hilbert 空间 ,BC(X) 表示 立 一 关 的 
算 子 代数 , 设 A,B,T € B(X),A 为 正规 算 子 且 AB = BA , 则 
1BI1 < lAT—-TA+B|. 
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([308]1973 ,38:135 ~ 140) 
2001 年 Turnsek, A. 作 了 若干 推广 ,例如 设 A 为 正规 算 子 ,B 满足 ABA” = B, 则 
4B < ATA*—T+Bl. 

(F3011]2001,263;124 ~ 134;[308]1998,126:;2074 ~ 2052,1995,123;2709 ~ 2714) 

2. 泛 函 不 等 式 : 

(1) ”线性 泛 函 范 数 不 等 式 : 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,ff 是 匀 上 有 界线 性 泛 函 , 记 为 
f EX*,f 的 范 数 定义 为 

I = sup AD. 
zx 之 省 

它 也 有 两 种 等 价 形式 : ef = isSYP， | f(x) | 一 SP ， | fx) 1. 

车 f EX’, 风 | fz) | 所 fzxN. 

四 fi+t+felalfl+ifl. 


(2) 设 EC Ryzyyszi CE 上 L(E), 定 义 泛 函 为 ;f(x) 一 [zWar. 


图 车 fC2) ,fy) > 05 有 ffCyz) = f(y f(zxz); 则 
fxrz)f yr) fr y) Rf re Ly) E+ ff yz Lf Cr); 


fxr)f yz) | fy) frz’) 
f(x 十 y)z) 委 FR) 十 Fm) 


仅 当 zz 为 常数 时 等 号 成 立 . 
@ 车 f(z),f(y) >0, 则 
2 | fzz) flyz) | Vf FO) SS frz EFC) + feyz Lf zr) TY. 
(Guo Baini, 等 L331]1999 ,10:27 ~ 29) 
(3) Hielly 和 扼 量 定理 : 设 {(z:} 是 赋 范 线性 空间 (X, 上 ， | ) 中 线性 无 关 元 . 
{ax) CK, 则 存在 f€ XX* 满足 (1) f(zi) = 一 ae 和 (2) fi 过 M 的 充 要 条 件 是 
VY {B) 性 K, 下 式 成 立 


| Dy ops [<M DBizxs | ， 
k=1 k=1 


3. (p,9) 型 算 子 不 等 式 ; 设 算 子 T:L2(X，>) mm) > L(Y, 2》),1p2)10 之 上 p， 


4 委 co, 若 存在 常数 CC(p,q) ,使 得 
| TF a Cp,0) 1 fi ,. 
则 称 工 为 强 (p,q) 型 算 子 ,通常 简称 为 (p,q) 型 算 子 . 算 子 范 数 为 
一 | 了 
TI = 一 


车 ja{y EY: | Tf(y) | 小声 {x Hf ) ,0>0,0<p< m0<4< 下 ), 则 称 T 
为 弱 (p,q) 型 算 子 . 

G) 设 (X, 2 mm), (7Y,， >) wa) ,为 两 个 测度 空间 ,K(z,y) 是 XXY 上 可 测 函 
数 ,积分 算 子 工 定义 为 


T(C,z) = | KCz yf dc),f ELL). = + 二 一 1,1 二 poor 去 co， 
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若 | | 天 (zy) ?dma(z) EO a.e.y€EY; | | K(x,y) Nd ly) 委 CaezEX 则 ” 


| TF, < CC® | fF) ,. 

证 明 用 Helder 不 等 式 . ([142110 ~ 11) 
(2) ”Riesz-Thorin 不 等 式 : 设 E, 是 R" 中 阶梯 应 数 的 向 量 空间 .了 ;E> 上 Lb.(R") 为 线 
性 算 子 . 若 YE 已. TF, OHA) TF, <o lf 
式 中 1 委 加 ,< 魏 coCe 二 0, 一 0)1， 
二 工 工 一 上 上 1 1—t t 
行 力 加 po 站 加 qo tg" 全 1 人 <1, 则 
TF CC Hf,. Vf EE,. (L73266 ~ 272) 


它 的 进一步 推广 就 是 著名 的 Riesz 凸 性 定理 . ([65]191 ~ 196) 
(3) ” 设 T(f,x) 二 | KC fdy. K(zyy) 实 0,wsv 为 (0,co) 上 非 负 权 函 数 . 


f 在 (0,co) 上 非 负 递 减 或 非 负 递增 ,0 二 pp 和 gq 二 0,0 二 pp 过 1, 则 

TP Ns, CN fH, 
中 的 最 佳 常 数 C 已 找 出 . ([3071814 一 26011) 

(4) HLP 不 等 式 (Hardy-Littlewood-Polya 不 等 式 ) : 设 K(x,y) 是 (0,ce) X (0,coc) 
上 的 可 测 函 数 , 而 且 满 足 : 

DD VaA>oOKOQArAy) = AK(Cr,Y); 


© |. | K(x,1) zedz 一 C<co1 委 户 委 co. 
0 
车 f€1l?*(0,00),g € Li(0,00),1/p+1l/g= 1. 
Tf = | Krsy) for)dr, Tilgs7) 一 | 


则 TF sc ll Tgll, Clgl,. 
([142]11 ~ 12) 
这 些 不 等 式 不 仅 有 广泛 的 应 用 ,而 且 还 可 用 它们 推出 很 多 重要 的 不 等 式 ,例如 : 


> 一 1 委 , 工 ) 就 ; | 上 2 1， 挛 
四 当 开 (zy) 一 元 时 ,TC/iz) 就 是 Hilbert 积 分 :TCf;z) ]， 攻 吃 ay, 它 江 


是 上 TD, 和 EC Hfll<p<m, 式 中 CC, 一 | dz = rcsc 方 ， 


@ 记 EE=((x,y);zx 过 y) 的 特征 函数 为 
1， (xz,y) EE, 
0， (rz,y) FEE, 
当 K(zx,y) 二 y 19g (zx,y) 时 ,可 推出 第 13 章 Hardy 不 等 式 . 
”Stupyalis,L. 将 上 述 积 分 算 子 推广 到 多 元 情形 : 设 f € L?(R"),1 祈 Pp 志 吕 , 令 


T(f,z) = | KCz ,f(y)dy, 其 中 X= Ts Ta) = (x x) €E Rx’ 一 (zh 


pe (XY) 一 | 


LU 
Xn) sx 一 (Xntl | 所 7 捷 n, 


| — 十 pe 一 天 


K(x,y) 一 | 之 加 了 [rz? A<m/pp<m/q, X44>0,(1/P) 十 (1/9) 一 1, 则 
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(TF, Ch fh,. 
(MR85h:47061) 


(5) 设 TOs) 一 | K(x,y)f(y)dy. 著 1<p'4<%， 


和 恰 | 哺 


本 (|。 (| | Kr,y) lar) dy) 一 co , 则 


| Trl scClAI，， 
(6) ”Kolmogorov 不 等 式 : 设 T 为 弱 ( 力 ,9) 型 算 子 , 则 YE CY,p(E) 之 co 成 立 


1 = 人 (| dpe) < CE) Lee) fF 4,. 
其 中 1 过 p,q 二 ,0 之 rr 之 4. 
反之 ,车 0 过 7 过 g, 及 常数 C> 0, 使 得 VfE€1L’(X),VECY,m(E) < ce, 有 
TF .和 Crpa (CE) 站 fl ;; 则 工 为 弹 (p,9q) 型 算 子 . 式 中 a 一 (1/7) 一 (1/g). (L142]12 
一 13) 
(7)”Zygmund 不 等 式 : 设 本 是 弱 (p,p) 型 和 弱 (q,q) 型 算 子 ,1 过 pg 二 吕 , 则 YE 
CY plE) < f ELrnt ,TH EL(E),H 


(|. | Tf Pdr)< cleB 二 |， LPGTHeTAD| 
([142114 ~ 16) 
4， ” 卷 积 算 子 不 等 式 : 设 (X, 》),,p) 与 (Y, 》),,v) 为 有 限 测 度 空 间 . K(x 一 y) 在 
TCf ,zx) = |K(z— fav). (2.1) 
当 久 二 了 一 R" 时 ,由 KK 在 R" 上 可 测 , 可 推出 K(x 一 y) 在 R" XR" 上 可 测 ([118]129 ~ 
130). 所 以 ,只 要 假设 f,K 在 R" 上 可 测 ， 
TCOf,x) = | KCz— fdy (2. 2) 
就 a. e. 有 定义 . 卷 积 算 子 还 可 定义 在 广义 函数 空间 上 . 对 于 核 KK 的 若干 特殊 选择 ,就 得 到 
Stieltjes 变换 算 子 .Meijer 变换 算 子 等 . 下面 仅 就 (2, 2) 式 的 情形 ,讨论 它 的 基本 不 等 式 . 
(1) Young 不 等 式 : 设 K ELIR),fELIRD,1 之 pp 之 0; 则 Tf ELeCR") 且 


ETF, KI FN, (2. 3) 
推论 1 设 fEL?R"),K EL(R),1<p,goo,l/r= (1/p)+(l/g)—1>0, 


则 
Tf EL RD),A NTFI,<IKI, I FI,. (2. 4) 
(L73]231 ~ 235) (2.4) 式 还 可 进一步 改进 为 
| Tf | r 委 (CpCaCr)” | f lL 户 | K | ga* | (2.5) 


av 1 1 , 
式 中 C, = (i™) ’ | lt p,qr. 


当 上 一 1 或 co 时 C, 一 1.([311]1975,102(1) ;159 ~ 182)(2.4) 式 的 加 权 形 式 : 例 如 
权 函 数 (DO 一 十 , 记 fp 一 (| 16D CDd) “网 
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| TF SR EK), | fl,%. CL73]369 ~ 370) 
推论 2 设 fE Lg EL,pEL ,二 一 十 十 二 十 二 一 1, 风 
[fxgxopl, Sif ,lgl, le,. 
式 中 1 之 pqs 过 oo. 它 可 改进: 设 fE LRY ,1 <p <m, 革 = > 


和 用 0,(1/7) 十 《1/7) 二 1, 则 


fix foal Co Cs, Co TT i) fi ,. 
k=1 
(L311]1975,102(1) :159 ~ 182) 


(2) 。 设 非 负 函数 f,g € ICR) 站 PCR). 一 一 方 十 记 一 gs<p<<o0, 则 


mh 


of*xg) el, |fl, eal, | (Cf?* x gt |. 
CMR90i:62006,90j:26026) 


(3) ”利用 本 章 $1,No. 15 可 证 明 ; 设 1 委 2g<<co sr 过 co 过 一 


[TD AKI | KG 一 六 dy 
C4) ， 设 核 开 满 足 iz 全 yy 0KCD 过 下 人, 式 中 1 当 上 0 时 , 玫 (D 之 0， 
;< 一 0 时 ,KGOD 二 0.x>0 时 ,| KCDdz > 0.7 在 [0,co) 上 非 负 可 测 ， 


1 


T(f,z) = -1 
| KC di 
人 


站 KGz 一 DGpDdz 则 


2 
Tf < E11 < p< [21]173) 


2 
(5) 设 fe ,| |f| lInCl 十 | f | ) < ce,g 满足 exp(A rl! |g |) EE 了 入 之 1, 则 


Es 2x A 
fxgl<amf rt Fiat FD + Cexpa | gD)—y. 
提示 :利用 第 5 章 § 3No. 38 Young 不 等 式 的 下 述 形式 ， 
Zy < 妇 e"* 十 zln(1 十 Zz) 一 1.z,y 之 0. 
(6)” 设 f,K, EE 工 . 日 , 为 [一 rzr] 上 连续 可 微 函 数列 ,使 得 | K, (zx) | 委 H,(z)， 
XARAXA; 
1f* _ 1[{™ / 
Ca = sup 却 | H(z)dzr < oo;C: 一 sup 寺 | | xH',.(x) | dz < co， 
n TJ —x n 2x. 一 co 
令 T(f,z) = sup | (f x K,) (zx) |, 则 
T(f,Zz) 过 (C1 二 2C,) f(x). 
h h 
式 中 f(x) = max [sep 去 |。 | jz 十 站 | dt， sup 天 | | f(z—2) | de. ([73]387 ~ 
392) 
(7)” 设 SCR") 表示 速 降 检验 函数 空间 ,SCR") 为 缓 增 广义 函数 空间 . (其 定义 见 
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[118]362) 若 f€SCR'),KES(R), 则 Tf = fx K€ CC”(R"),E 
| CTH Gz) | CQ+I zDD"™. 式 中 S(R*) = (PEC CR :pl 。 < ~}, 
ol = sup{(1+| z 1) | Dg(z) :al 委 mzER)a 一 (aas)sas 为 非 负 


整数 . | a | 一 >\w.([83]151) 
(8) 令 E,== (x EE:|f(z) | 之 a} ye 记 0.w(a) 一 ylE,) 称 为 f 的 分 布 隔 数 ,已 知 
0=p 二 时 ,上 fl? 二 | | f1*= 四 -ar twa) de. ([118]131) 


定义 [有 门 , 王 (supa’w(la):a > 0) ,0<p<%, 
[fj, 二 吕 ; 称 f€ WL?*, 由 Chebyshev 不 等 式 ( 第 13 章 No.42),L? C WL?, 且 [fj 


车 
去 | fF,. 设 1<p,g 芝 ,二 一 广 十 二 一 Dr<o 着 JE LK E WL', 则 TferL, 
且 


| Tf | ;C(Ip,g) | | sLK],; 
若 p 二 1,g 二 rr 之 1,f7ELDL',K EE WL’, 则 
Tf € WL’, LTf], < cy | fi. (64]241 ~ 242) 
1 ,1 


(9) 广义 卷 积 不 等 式 : 设 f,g E L( 一 o0,o0), 地 十 地 =1+T,0<a<pq<l, 


则 
feay- ond dy > od fl lel; 
车 a 宕 p,g 宇 1 或 a 过 p,g 二 0， 则 不 等 号 反 疝 . 
(L301]85(1982) ,257 ~ 278) 
(10) Young 不 等 式 ; 设 p,gsr 之 1， 二 十 二 十 志 = 2, f€ LR'), g € LR'), 
hEL (CR), NN 
J fa) gu hr)dr| = | .f(z) (| ,gC — hy)dy)dz| 
R R Rk 
Copsgqrsn) | fgel, 天外， 
式 中 C(p,gq,ryn) 二 (CsC,C,)" 是 最 佳 常数 ,此 处 C2 = pz (p 3, p' 是 p 的 共 堪 指数 , 即 


1 1 
Pty 一 1. 
当 p,qg,r > 1 时 ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 : 
fx) = Ciexp{— pp (zx— a (x— oa)) ti(Br))}, 
g(x) = Crexp{— gq (rz— a (ra)) — i(Br)}, 
h(x) = Csexp{—r (zx— a (zr— 06)) iBr)). 
其 中 Ci ,Cs ,Cs 为 复数 ,a ,Qs ,as ,BE Ra 一 十 ,了 是 任意 实 对 称 正 定 矩 阵 . (L167] 
87 ~ 94) 
(11) ”在 [11 中 ,对 Young 不 等 式 还 有 一 系列 推广 ,例如 [1] 中 定理 282: 令 


nl nl 
2 
g(z) = | (于 Am)7(z 一 2 Tr) dei de ， mC 二 元 一 了， 
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则 


2m 一 1 


Je < (7) 


(此 外 见 [1] 定理 278 ~ 281; 另 见 L22]179 一 180) 


注 ”车 卷 积 核 具 有 形式 :K,(z) 一 荆 十 > Yaucoskz , 则 卷 积 算 子 


Tfsz) = | KGz 一 DCDd (2. 6) 


又 称 为 奇异 积分 算 子 , 特别 当 K,(t) 为 Dirichlet 核 、Fejer 核 Jackson 核 等 时 , 相应 的 
(2. 6) 式 分 别称 为 Dirichlet 奇异 积分 算 子 、Fejer 奇异 积分 算 子 、Jackson 奇异 积分 算 子 等 . 
5. ” 正 线 性 算 子 不 等 式 :车 Y Fi >>0, Vx EE,L(f,z) 之 0, 则 称 线性 算 子 工 为 EE 
上 正 算 子 . | 
(1) 若 正 线性 算 子 L,; :CLa,b] 一 人 CLa,bj, 并 满足 : 


a 二 tb 2 


工 , (1:z) = 1,L.(t 了 


十 az) 9 


; 工 ) 一 工 一 


2 于 2,z] = (x — 0) 十 BCz)， 


式 中 当 7 一 >” OO 本 ,Ba CX) 一 致 趋 于 零 , 则 vf EE CLa,b1, 下 式 成 立 
| LCf,x) — f(x) |< Tw f 6,). 


LL (一 


式 中 56, = 二 2[(6 一 a) | a | 十 | B, 1. (82]344 ~ 345) 
(2) ”车 正 线性 算 子 T,:C2 一 Cz ,并 满足 :T,(1;x) = 1;Ta(cost;X) 一 cosZ 十 
orn(X) ;TCsintyx) 一 sinz 十 BCz), 则 VE Czi ,下 式 成 立 
| T,(f ,7x) — f(x) | 委 (1 十 zx)aw(C 太 9 )， 
17/4 
式 中 六 一 [ 言 Cle 全 二 18199] .oz) 与 B(x) 当 ” 一 ee 时 一 致 趋 于 夫 


([821348) 
(3) ” 设 多 项 式 线性 算 子 上 L,(f,7zx) 将 C2 映射 为 三 角 多 项 式 空 间 , 设 T, (x) 为 三 角 多 
项 式 , 上 CT,z) 二 T, (x), 则 


1 1 > 辫 Inn. ([82]122) 


(4) Cauchy 不 等 式 : 设 X,Y 为 Banach 空间 ,了 :X ->Y 为 正 线性 算 子 , 则 
| TOgz) | 委 了 TCF ,zx)T(g’ ,x). 
提示 :对 固定 的 zx, 考 虑 1 的 二 次 多 项 式 :T((f 十 %8)?;7z) 宇 0 


(5)” 极 大 不 等 式 : 设 (X, 》) ,x) 为 有 限 测 度 空间 . 车 测度 jy 在 可 测 变换 gp 下 不 变 ， 
即 [pg CA)] 二 pCA) (YA), 称 gp 为 保 测 变 换 . 令 A,f (x) 一 LD) , 若 工 :LI(CX) 


-> Li(X) 为 正 线性 算 子 , 且 TI 之 1, 则 Yf€ Li(X)， 成 立 | du 20, 
式 中 玉 二 (x:sup Asf (x) > 0}. 
《6)” 设 久 为 Hilbert 空 间 , 丁 为 XX 上 正 线 性 算 子 ,0 过 4 过 1, 则 Heélder-McCarthy 不 
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等 式 
(Tz,z)} 守 (Tr,x),zl =1 
与 Young 不 等 式 ;:XTz,z) 十 1 一 人 三 CTPzzy zl 一 1 ( 记 为 十 I 一 A 宇 工 *) 
等 价 , 式 中 工 为 恒 等 算 子 .([305]2001,108(1) :68 ~ 69) 
6.， Bernstein 算 子 不 等 式 :Bernstein 算 子 B, 定义 为 : 


B,C(f,z) 一 Dr ( -D0™0<r<l 


n 
并 一 0 k 


(1) 设 FeE CL0,1j,; 则 
| BCFz) 一 fz) [< En 


1960 年 ,Esseen 将 系数 5/4 改进 为 


C 一 2>)(& 十 1)[o(2& 十 2) — p28)] 一 1.045564…， 
k=0 


式 中 p(x) 一 -所 | exp( 入 ?de 为 正 态 分 布 本 数 


(Numer. Math. 1960 ,2,206 ~ 213) 
(2) 设 fELiph,0 二 a 二 1, 则 


1B.(D -fl.< 2 


(Kac,™M. [32911938,7:49 ~ 51;1939,8;170) 
(3) je Lipul © | B,Cf,z) — fz) [< ME ,x c [0,1]. 


(Lorentz,G. G. ,[70]169) 
(4) ” 设 f”€ cL0,1], 则 


zl1—zx)/,l1 所 
1 BC 一 Be | () | 81 > 


Z(1 一 工 ) 所 
my | fF" | ;. 


rE€[0,1].(L305]1986,93(4):;308 ~ 309) 
(5) 设 1/2 达 a 二 1, 则 3n。 = no (l(a) EN 使 得 Vn 之 zn, 下 式 成 立 


sup 1 BC 全) 一 郑 生 ) Ice 
了 2 


式 中 常数 c 满足 0 二 cc 二 1. (Gonska,H. H. 等 ,Serdica,1995,21(2) :137 ~ 150) 
我 们 问 :c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
Bernstein 算 子 已 有 许多 变形 和 推广 . 例如 
(6) ”Kantorovich 算 子 不 等 式 : 


K,(fizx) 一 (2 十 1) >) (| fCDdr)Pw(z), 式 中 Pi (x) = (ja 一 2 
k=0 对 1 
1975 年 Bojanic,R. 和 Shisha,QO. 证 明 : 设 f€ L500,1], 则 对 于 nn 宇 2, 有 
| VEITE | Kfst) — fl2) | dr < Fon (fs 


| B.C(f,7x) — Bunlf,z) | 委 


1 
一 ). 
后 
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1962 年 , 李 文 清 证 明 : 若 /6E co 
| K, Cf;z) — f(z) | 过 闻 “(fs /一 二 1): ([70]174 ~ 175) 
(7) Meyer-Kéinig-Zeller Ny 简称 为 MKZ 算 子 ) : 
,< k /nk 一 1 ， 
M,(f,7x) = (1— zx) 7 (ara)( 8 六 ,E10,1]. 
陈 文 忠 等 用 概率 论 方法 证 明 ; 若 f € BV[L0,1]1, 则 当 充分 大 时 ， 
M,(f,zx) 一 [f(x+0) +f(z—0]|< 5 DVagB Cg-) 


十 Tm fr+ 0 — fr—0)|, 
ft)— fri0), zx EE (0,1), 
式 中 gg.(1) = 二 0 t= 工 ， (2.7) 
ft) — f(rz—0), 0Zt< zz, 


Ve(g:) 是 g, 在 [a,5] 上 的 全 变 差 . ([3361]1988,9A(2) .234 ~ 240) 
oo 十 1 
M,Cf,n) = (nt DD (| fa) 


《相应 的 结果 见 [327]1989,56:245 ~ 255;[301]1994,187:1 ~ 16;[332]2002,18(3) :99 


~ 102) 
(8) ”Bernstein-Bezier 算 子 (B-B 算 子 ) : 


& 十 1 
人 0a». 


B® (f,x) = Dt DLT Cz) — J Cx)], 


式 中 Js(z) = 》) (和 ra 一 2 
j= 二 名 
车 f€ BV[0,11],n 守 2,x € (0,1);, 则 
0 rl 1 加 3 Cn/ 
BOPDT Ef OTI VN < ma sr (8) 


3a 


十 (z 十 0) ( 0) |+ 2h, (x) (zx)— f(z—0)|. 
di fz | | ft fr | 
1， z= h/n, 
h, 一 二 2.7 义 . 
式 中 (xz) 0, zh/n. gz(t) 由 (2.7) 式 定 义 


(Alain,P. 等 ,[406]1995,321(5) :575 ~ 580) 
(9) ”Szasz 算 子 : 


L,(f,x) 一 Ds) 2 Ce), 
设 0<a<b<o%,D= [a,b],D, = [a pb 0). 若 f€ CCD), 且 存在 
正常 数 cl ,cs ,使 得 f(z) 委 c (xz? 十 1)e*, 则 
| — fl en, < 2w(f, Ve/n)t (Ca/n)s 
车 加 上 f € CCD) , 则 
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上 CPP 一 大生 2 Vo/nw(f’, Ve/n)t Ce/n)s 
式 中 cs ,cs 是 依赖 于 的 正常 数 . 
(Ditzian,Z. ,[32711975,14;296 ~ 301;1984,40:226 ~ 241) 


变形 Szasz 算 子 定义 为 
Li (fz) = nD (| fe Pra de) Pnalz), 


式 中 PCz) 一 eo” .1993 年 , 郭 竹 瑞 等 证 明 , 设 fC C[0,c) 且 有 界 ,t > 0, 则 
I CFD) fo) [SMez/nt lw) (zsF00 aD Od) 一 0C)， 


(10) ”Baskakov 算 子 :f € CC0,co)， 
加 kn 二 Rk 一 1 zt 
T,(f,z) = /a ( , ) a 
以 及 更 一 般 的 广义 Lupas-Baskakov 算 子 
类 ) PCCn/a) + 8)( . 一 
Tf ,7) 一 > Car) (1 + ar) 
的 有 关 结 果 见 [81]9;[70]189 ~ 190. 
BBH(Bleiman-Butzer-Hahn) 算 子 
T,(f,x) = qi ja f (5 有 € L000) 


的 有 关 结 果 及 其 进展 见 [15811 ~ 11 
(11) 多 元 Bernstein 算 子 . 以 三 角形 区 域 D= 二 {(zy):Zz 之 0,y0,z 十 y 委 1) 
上 的 nn 阶 Bernstein 算 子 为 例 : 


B,CFizyy) 一 > Dt, 人 


有 | BCfyxsy) — fryy) | 2 fF. (F79182) 


n 


nk kj _ nk—j 
)( . 六 yi 一 和 工 一 y) ， 
k 7 


有 关 Bernstein 算 子 的 综合 报告 见 陈 文忠 ,关于 Bernstein 型 算 子 逼近 的 几 个 问题 , 河 
南大 学 学 报 ,1985 ,2. 
(12) 1989 年 Martinez,F, 上. 证明 :对 于 


Ban (zy) 一 Dr ,Pa Cr) Pan ly), 


了 一 0 k= 


式 中 Pi。(D = (ao DP =1. 
J 


车 在 L0,1] X80,11 上 连续 , 则 
| BCFzy) 一 Frzyy) [|S 3 Cf ,1/ Wn,1/ Vm). (L327]1989,59:300 ~ 306) 
此 外 ,单纯 形 上 的 Bernstein 算 子 的 台 近 估计 见 L339]1991,2:;275 ~ 277.[364]1989 ， 
6:588 一 599. 有 关 专 著 见 [70],[81] 和 Lorentz,G. G. ,Bernstein Polynomials ,Toronpto， 
1953, 
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7， Dirichlet 奇异 积分 算 子 {Fourier 和 算 子 ) 不 等 式 : 
S.(f:x) = 学 十 Darcoskr 二 brsinkrz) = 二 | D(x—t) fd. 


式 中 D,CD) 二 方 十 Deosk 称 为 阶 Dirichlet 核 . | S, | 一 之 |" | D,CD | 全称 为 DB) 
的 Lebesgue 常数 ([118]233 一 234). 有关 D,(i 的 不 等 式 见 第 6 章 》3 No. 41， 
(1) 乞 jnCa 十 D < 1 S, 过 1 二 lnC2n 二 1); 


实际 上 , | S, | = 入 Inn + R,， | R, | 去 3.([82]119 ~ 121) 


(2) 设 太 E 有 ,1 < 去 户 <co, 则 

DO sn —fFh, 1+M)E: (f),; 

® SC 一 了 | Cf,1/n); 

@ SC SC, Fl (57]Vol.1,266) 
(3) ” 设 fE€EL; 则 

DD jsf nn)ow,(f,1/n). 


©® AS CCP |>+4) 元 1 fj];, 即 S,(f) 是 弱 (1,1) 型 算 子 . 


(4) 车 fE€Elt1p<oo,Nfl; 志 1, 则 py(| SC) (>aC/N. 
(5) 设 AE€Iz;, 则 
| S.C) — fl, nn)w(f,1/n). 
(6) 车 FE€C;, 上 fi. 志 1, 则 
pt S61>>2) Ce 
(7) 设 fE€ Cr 之 1, 则 


| SP 一 了 1. 委 C 


([68] 上 册 271 页 . 另 兄 第 12 章 § 2. No. 7) 
(8) Oskolkov 不 各， 设 FE Gs;, 则 存在 绝对 常数 c, 使 得 


lnn 
一， 


上 S.C — fl < ETE Cf [71]107 ~ 109) 


(9) ” ”Lebesgue 不 等 式 : 
1 SA 一 大 1 委 (1 十 下 S 1 开户.( 另 见 第 12 章 $》2No,7) 


lnn 


(10) 设 fELipa,0 二 a 二 1, 则 1 S,(f,x) 一 


(li 设 fE€EBVC 一 zz); 则 | S,(fyzx) | 入 二 /VICf). 
(12) 设 fE HI(T), 则 


erp 3 SP lm ffl. 
( 江 寅 生 等 .证 明 及 其 推广 见 L332]1990,6(2) :28 ~ 37) 


(13)” 设 pg 是 [0,1] 上 单调 可 微 的 凸 函 数 ,p(0) = 1,g(1) 一 0,a 一 一 9 (1), 则 
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_ 20r 2 yp sina 二 了 

sup | S, | = jo 下 gl cos(t) dt |dz < ,PCt) dt 十 一. 
2a/X， 0 eax/2, 

到 中 ek Q 之 xX/2. 


(MR88b .42015) 
(14) 设 fE€ Cs, 有 是 了 的 Fourier 系数 ce 递 碱 和 对 数 上 凸 , 即 ”ci 全 ceicrl 则 
S.C — fi. < 4eE; (f). 
(Newrman-Rivlin, 71j119 ~ 121) 


(15〉” 谢 周 在 L71j153 中 提出 : 若 AE Cs 且 了 的 Fourier 系数 c; 一 fC) 递减 ,下 式 
是 否 成 立 


lim inf SS 号 fl 00 


8. ”FC 和 算 子 不 等 式 : 设 T, (zx) 二 cos(narccosx) 为 Chebyshev 多 项 式 ( 见 第 6 章 
§ 2),f EC 一 1;,1| 的 Fourier-Chebyshev 级 数 的 n 阶 部 分 和 算 子 (FC 和 算 子 ) 为 
S,(f,x) = > asTe(Cz) ， 


k=0 


式 中 一 三 | 女生 攻 生 dx, 
1 SCP fl.<3+InnE(), n>2. 


若 f€ C [一 1,1j],r 之 1, 则 
IS. 一 站 < Ca 


9. (1) EL 算 子 不 等 式 : 设 P,(Cz) 一 Lr — 1)"]™,， 


K, (zx,t) = 2 E+ (1/2)) Pi Cz) Pi lt) ,fF € La., 则 


S, (fx) =| 了 COD KCzst) dt 称 为 FL 算 子 (Fourier Legendre 算 子 ). S,(4) 的 NV 
平均 定义 为 


W, (fz) = A DgnSi(f,z), 
Q&, k=0 


式 中 Gn > 0,g, 40 一 1,Q, 一 Da 一 co(n 一 co). 


大 一 0 


若 € BV[ 一 1,1],x € (一 11), 则 对 充分 大 的 ”下 式 成 立 


1 Wu,C1z) 一 计 LfGz 十 0 十 JGz 一 0] |< Ur )- “> Hg.) 


十 总 1 zr) | f(z+0)— f(xz—m0)|. 


f(t)— f(z —0), lit<r) 
式 中 gx(t) = 0， tx, 
fl2) ~— f(z 0), Xti1l. 
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Vi(g:) 是 g, 在 La,b] 上 的 全 变 差 . 
( 匡 继 昌 . 全 国 第 五 届 通 近 论 会 议论 文集 .1988,101. ) 


(2) FF 和 算 子 不 等 式 : 设 S,(f,x) 二 》)asfi(x) 为 Fourier-Franklin 级 数 的 n 阶 部 


分 和 算 子 (FF 和 算 子 ). f € CL0,1]j, 则 
| SC/ — fl < 80(f,1/n). 
了 的 Fourier-Franklin 系数 a, (了 f) 满足: 


0 |< cp) 
式 中 4 二 2" 十 kk = 1,27,m 一 0 1 


车 f € LL0,1],1 二 请 <<co. 令 SC = (DODFICT NM 


Clfl,< lsAN,<C,lfl, 
([32111928,100;,522 ~ 529;[107]2:551) 
10. ” 正 交 和 算 子 不 等 式 : 设 {P,} 是 区 间 (a,6) 上 关于 权 函 数 w(t) 正 交 的 多 项 式 系 ， 
VYfELIL?(a,0),f 关 于 {了 P,) 的 Fourier 系数 为 


b n 
Cc, 二 | f WP, (Wold. S.C(f,x) = > ceP， 称 为 正 交 和 算 子 .Lebesgue 函数 为 
a 天 一 0 


b n 
DCz) = | | 袜 己 cz) PCp | cpde. 则 成 立 Lebesgue 不 等 式 : 
4 一 0 


| S,(CFz) 一 xz) | 和 [1 十 志 (Cz) 已 (六 ， 
关于 无 穷 区 间 上 加 权 正 交 的 多 项 式 系 的 Fourier 级 数 , 见 Nevai,P. 等 . [327]1986 ， 
48:3 ~ 167. 
11. FH 和 算 子 不 等 式 :Haar 函数 系 {q.(t)) 定义 为 :g(t) = 1,t € [0,1], 记 
n= 2" 二 k,k=1l,,2",m=0,1,2,.. 


, 2k— 2 2g—1 
2"?, 1E€ [| 


2k—1 2k 
gn (2) 一 2 Dti | 


0， i:¢ [二] 
若 ma 为 不 连续 内 点 , 则 和 (Ch) 一 卫 [pr Cio 一 0) 十 pubt 十 0)],p,《0) 一 limg GD ,CD 一 
Jim po (2). 的 Fourier-Haar 级 数 的 n 阶 部 分 和 算 子 (简称 为 FH 和 算 子 ) 为 
S.(f,t) = Dogpile). 
(1) 若 JeE [1, 则 FH 系 数 CD 满足 
| cCP |< -0 和 7 2. 


SCP 一 让 .二 12uwCr,1/2)， 
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(2) 车 fE€ELt[0,1];l1 才 p 过 oo,r 一 (2 一 pD)/(2p), 则 
| elf) | nw fl/n), ,n= 1,2,. 


2 二 1 


( 之 ASONID WE 1) ,n= 0,1,2.. 
二 2" 十 1 


| S.C — ff, < 2406f,1/n),. 
(3) ”车 f€ BVL0,1], 则 


2 


> | ceCP | 二 (FE n= 0,1, 


h=2"+1 
见 Kashin,B.S. 等 . Orthogonal Series,Moscow,1984. 它们 在 Banach 空间 中 的 推广 , 见 
Singer,l. M. ,Bases in Banach spaces,1 ~ 2,Springer,1970 ~ 1981. 
12.” Hilbert 变换 不 等 式 ( 共 生 函 数 不 等 式 ) : 设 FE 工 ( 刀 . 工 = 一 (一 rr]asyp 为 了 
的 Fourier 系数 , 则 复数 寄 级 数 
Fa + Da — Bi) (2. 8) 
二 1 
(z 二 e*) 的 实 部 就 是 f 的 Fourier 级 数 : 
SCf,z) = Ha + 2 (ascoskz 十 businkz)， 
k= 1 
而 (2. 8) 式 的 虚 部 


妆 ( ,xz) = > ， (— bicoskz + a sinkz ) 


k=1 


称 为 的 共 斩 Fourier 级 数 . 
若 (2. 8) 式 写 成 复数 形式 ， >， Cie ; 则 


k= 一 oo 
SC(f,7x) = >» (— isgnk) ce 
oo 
共 斩 Dirichlet 核 为 


1 A . _ 1 cos(t/2)— cos(n 1/2)t 
D, >， SinAt 区 Doin C79) 。 


ntl 


令 pz(b 二 f(z 十 四 一 了 f(z 一 筷 , 则 


Ffs7) = Debicoshr tarsinkr) = DiCz—D fd 


一 一 一 0 i- |e to 
0 2tg oH 2tg”5 


fz) 一 一 lim 4 | /rt 
人 Eee 


称 为 了 的 共 艺 函数 . Si《f ,zx) 的 收敛 性 与 闻 (z) 的 存在 性 有 关 . (zx) 又 称 为 上 的 Hilbert 变 
换 , 记 为 


_y 1f" f(rx—t) 
H(f,zx) = f(x) P.V. (一 均 一 354 
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dz, 


全 一 一 ”一 
令 fx) = Hs(f,z) r | 57 


则 limH,(f,z) = H(f,x) a.e. 
H* (f,x) = ,sup | 互 ;(f,zx) | 称 为 f 的 极 大 共 轿 沙 数 或 极 大 Hilbert 变换 . 
(1) Riesz 不 等 式 : 设 f ELT),1 二 pp 二; 则 
HH ,SC NFl,; ECPD 人 和 Ce 
1 
0C(—+—), 1 < 一 2， oC 
式 中 | pi” ‘< c -| 
([87]117 ~ 121) 
(2) ”Kolmogorov 不 等 式 : 设 f EL(T), 则 Hf € WL(T) 各 * f € WL(T), 即 存 
在 常数 c, 使 得 V4 > 0, 下 式 成 立 
AAIHFI>AVEENF;: Al HfI>H EEA. 
(L871]117 ~ 121) 
(3) 设 fELT),1 < 过 p< 过 ,一 1 过 a 二 2 一 1, 则 
[EHO nzdzr < Cs) | fz) lr°dz. 
(Babenko. K. I. ,[211305) 
(4)”Zygmund 不 等 式 : 设 | f(x) | 委 x/2, 则 
让 | ,Leosf Cz) Jexp( | HCOf,z) Dar < 2c0s (| OF)< 2 
推论 1 设 上 fi。 二 x/2, 则 
| exp(| HC(f,zx) |)dz 扫 


1 
i p>1+0, 


0Cp), ppP— Co。 


cos oT 
推论 2 设 fi 二 x/2, 则 
87 加 
el HO TD) > 信和 EC TD. 户 "> 0 
车 fi 过 1, 则 
4 
HCf, 2x(1— e*)., 
{| HC(f,z) |> 1) > 2xl 万 ) 


([87]124 ~ 125;[85]70) 
(5)”Zygmund 不 等 式 : 设 flint f € L(T), 则 存在 与 f 无 关 的 常数 ci ,cs 汪 > 0, 使 得 
[np al del lflinl flte. 
([87]122 ~ 123) 
(6) 设 fE RHCT), 则 
HOAP Nm CI fl. 
(7) sup | Hop 一 Er 去 cl|, “Pagtol fe). 


lz—yl<8 


(Lukashenko, T. P. MR91a.:42007) 
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(8) HH( 有 ) 与 在 T 上 的 递减 重 排 f" 有 密切 联系 ( 广 的 定义 见 第 13 章 No. 20). 记 
六 (一 二 | 六 (xz)dx. 下 面 的 c 取 


c= (De D1/ GRD ) /D/O— 1)’) = 0.7424537… 
k=1 k=1 
中 设 FE Lio 工 , 则 
2 
1 HOA < 三 | f* (In ctg( 言 )dz， 


NXT 
式 中 2/r 是 最 佳 常 数 ， 
© 设 FE LL”(T), 则 
| HOY /1+ InC2x/)) | SS el fl, 
二 HHCOP Ne fF** hi. 
([21]305 ~ 306) 
(9) ” 非 周 期 函数 的 Hilbert 变换 定义 为 


H(f,z) lim 4 
从 


0 开 


| [zs—Dg, feELrR)1S<p< oo， 
lil>8 

若 fFELRD,1 pm, 则 HOAP ,< efi,. 
(详细 的 结果 见 Andersen,K. F. [308]1976,56;99 ~ 107) 


13. ”Fejer 算 子 不 等 式 : 设 


K,(t) = DD = 


sin 于 十 1 
=ajt 2 | ;TX A 2mr 


2sin(#/2) 
为 Fejer 核 ,( 第 6 章 § 3No. 42)Fejer 算 子 定义 为 


of sx) 一 二 | tft 十 f(z— DIK, dt. 


(1) ofx 志 fix;XX== COD 或 L?(T),1 过 pp 寺 %; 
(2) | 二 op 一 2oC ,QE (Of). 


(L1091160) 

(3) 设 fE€ Cz, 则 

® op < (1 十 二 )u( 2) 

6 

© SA 

( 侯 象 蓝 , 宁 夏 大 学 学 报 ,1982,1:1992,1) 
16 疤 ， 

@ Aso A es 


(Stechkin, S. B. [71]105 ~ 107) 
(4) 设 FE 1 委 训 co, 则 


1 onCf)— fl p 蔗 (1 十 of 


(5) 设 FEBVL0,2r], 则 
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1 — 5S 《AR 二 1) 
On (三 工 ) 元 [7Cz 十 0) 十 7 <a (gz-)， 


式 中 
COz 十 站 十 FCz 一 六 一 zxz 二 0) 一 zz 一 0) 注 夭 0， 
gz(t) 一 | 
0， t= 0. 
( 匡 继 明 ,湖南 师范 大 学 学 报 ,1985,81(4) :1 一 4) 
(6) Bernstein 不 等 式 : 设 f € Cz 门 Lipwa'0<a 委 1, 则 
cAMn™, 0 二 a 二 1， 
i n>1la= 1,， 
式 中 6 过 a, cnx. 
1 一 wa 2 
([79]57 ~ 58.[332]1994.2:68;[85]21 ~ 22 指出 ec 可 改进 为 2r) 
(7) 设 fEe Lipml1, 则 


lo —fl- ea 


ln(2 1) 
C n 十 1 


9 


式 中 C= Ti 是 最 佳 常数 . (Ukrain Math. Zh. 1990,42(1) ;75 ~ 83) 


(8) K-Z 不 等 式 {Kaczmarz-Zygmund 不 等 式 ): 


SGD = (Dal odfn) of) 车 Fe [rm, 风 
1GcPp1 和 cl 从 而 GOCFz) <coase， (L187j71) 

1 
(9) Korovkin 不 等 式 : 设 f€ Co, 则 co 站 一 了 .所 (1 + 万)2( 人 万) 
([79]61) 
(10) 令 C, = sup EAS 


JEca lnn 
fconst wlf, nn ) 


则 limC, = 1+2/x 是 最 佳 双 近 常数 . (万 传 良 ,新疆 大 学 学 报 ,1991,2:27 ~ 31) 
14. {C,a) 平均 算 子 不 等 式 : 设 / € Lz,S,(f,x) 为 了 的 Fourier 级 数 n 防 部 分 和 . 
FG@ 十 ae 十 1) Ep, 由 二 
Tot rt ;EE* (有 ;为 f 在 Lz(l1 志 pp 过 00) 中 三 角 多 项 式 的 最 佳 
逼近 (第 12 章 § 2), 则 


a > 一 1,(a), 一 


oC(f ,x) 一 二 Da- 1). Si Cf ,x) 
称 为 f 的 (C,a) 平均 算 子 .a 二 1 时 ,(C,1) 平均 算 子 就 是 Fejer 算 子 . 
(1) 设 fE Csz 则 当 uc>>0 时 ,下 式 成 立 


A DC 
a); k=0 


( 孙 永 生 ,[335]1963,6:379 ~ 387) 
(2) 设 fEL 纪 ,1 之 志 二 0,4 守 一 1, 则 
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I SIH 1S 一 |; < < CPtE: Cf),. 
(Timan). (有 关 进 一 步 的 结果 见 [70]221 ~ 223) 


15.“” 共 斩 Fejer 算 子 不 等 式 : 共 斩 Fejer 核定 义 为 : 


_1 zt 1 sin(n+ Dt 
RD = Ftg iil (25inz72)2 


(第 6 章 § 3No. 45). y(t) = FLf(z+) 一 f(z 一 )] 是 /在 z 的 奇 部 . 设 S.(f,z) 是 了 


的 共 斩 Fourier 级 数 的 部 分 和 . (本 节 No.12) 则 (ff,x) 一 +1) Si(f,z) 


= 一 之 [gC2) 局 (Dd 称 为 的 共 纯 Fejer 算 子 . 若 E 工 (T), 则 


(1) sup [FOF 2)— ix) |< eM(,z). 


式 中 广 (z) 由 本 节 No. 12. 定义 . MCA,z) 是 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 . (本 节 No. 
30) 


(2) olf,7x) = supo fsx) Se M,Z). 
([141 1245 ~ 246) 
16. Abel 平 均 算 子 (Poisson 积分 ) 不 等 式 :f 的 Fourier 级 数 


SCFz) = 一方 2 十 > (a coskz ++ brsinkz ) 
的 Abel 平均 称 为 f 的 Poisson 训 分 。 
Foryz) = (fx P)(z) 一 二 | xz 十 站 PryDdi， 


式 中 P(r,1) 一 + > "cosnt 为 周期 的 Poisson 核 ,0 过 r 二 1.( 第 6 章 $2 No.47) 
h 
(1) 车 T==[ 一 zx,x),f€ LD ,a Ih rem, Ik | 过 zx;, 则 
@ | fz) [< 3M (1+1E;); 


©@ re < KM |z|.([57]Vol.1.101) 


(2) 若 fE Lipga;0 二 a 二 1, 则 


| Fr 一. < G 一 Drsec( 3) 二 0Q 一 六 ， 
(3) ”Natanson 不 等 式 : 若 三 E CR 则 
1 fr, 一 入 | ， - 2 | nn) IOG 7. 
(L71]102 ~ 104) 


17. Jackson 算 子 不 等 式 :J ,(f,x) 一 = K, (z 一) f(D di 称 为 Jackson 算 子 . 
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加 3 sin nt /2\« > 工作 _ 1 
式 中 K,(t) 一 Do IY FD ( Sin 1/2 ) 称 为 n 阶 Jackson 核 , 它 满足 工 | Kd 1; 


ir 2.5 1 f° zy 
1 | Kd < - :二 | Kd < (4). 
G) 设 fe CT), 则 
加 _ 开 
fs 0) — fl) [< Fol fs Ei), 


仅 当 f 为 常 值 函数 时 等 号 成 立 , 式 中 系数 3/2 是 最 佳 的 . ( 王 兴 华 ,[334]1964,14(2) :231 
~ 237) 
(2) ”车 f'€ COT), 则 


2 2 
Df < 和 wf 十 (至 ) | f° |,. CL70]183 ~ 184) 
(3) 在 f(z 十 0),f ‘(zx 一 0) 存在 的 点 x 上 ,下 式 成 立 
3ln2[ p(x 4 0) 一 FMCz 一 90] 十 o( 二 )，(a- co) 


nm 


J(fs7) 一 zz) = 


( 吴 顺 唐 ,[335]1966,9(3) :245 ~ 250) 
(4) 设 f EC2x, 则 在 f(z 十 0),f 了 “(x 一 0) 存在 的 点 zx, 下 式 成 立 


J fsx) — (fx) = tf et 0) + f(x— 0)] 十 ol 去) ,Ca _> co)， 


( 陈 文 忠 , 台 近 论 会 议论 文集 ,杭州 大 学 ,1978,110 ~ 113) 
(5) ”KK,(t) 可 推广 为 
2m 2m. 


1 /sin(nt/2) _ 1[* /sinCnt/2) 
Kn?) 二 二 sind/2) ) ' 式 中 amm 一 元 (sm ) dz. 


Jon(f5z) 一 工 | Ksbz 一 人 f(D)dt 称 为 Jackson 型 算 子 . 
Jackson 型 核 K,,,(t) 具有 下 述 性 质 : 
© i Kad 1 
Tx 
@ ”存在 正 的 常数 ci ,cs ,使 得 cn’! < am， 二 Can 1 3 


二 [Kd < BI) oA; 


® 当 j 过 3 一 2 时 ,| | KDdt = 0(). ([82]138 ~ 141) 


(4— 6/molf,1/n). 


> Co 寸 ， ey 3un 一 < 安 
当 FE Cs 时 ,成 立 上 Ts 六 一季 (8— 17/x) wf,1/n). 


〈《[332]1992 ,8(2735 


~ 45) 
Jm.r 算 子 的 进一步 推广 见 [70]184 一 185 和 [82] 第 2 章 . 
18.， Jackson 型 算 子 不 等 式 ; 


1 
Tp) 一 二 | KoCz 一 DCDdt 式 中 KC) 一 器 人 


sinC pt /4)\ 
1) 


车 f € CCR!') 且 有 界 , 则 
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(1) [1D -fl < S00fs 5)3 


4 


DT ST 2 []() dp df 


| 
A 


( 王 兴 华 ,[334]1964,14(2):231 ~ 237;[70]185) 
19. A 型 奇异 积分 算 子 不 等 式 : 


b 
AP 站 一 [KC df Dd 式 中 -KGz 浊 一 [oz 和 一 | K, Crst) dt. 


Qn 


CcLas6] XLa,bj]), 当 1 关 xz 时 ， | pT,L) [< pr,x), Vrla,b), Pe> 
使 得 lim | ee | 一 8 过 0. 


直人 一 立 


(1) ， 徐 利 治 不 等 式 :V AE cfa, 妇 ,Arz) 关 0, 下 式 成 立 
[Af 一 zy) |< Co fs). 


当 8 > 0 充分 小 时 ,可 取 C=1 二 CTC/V/TCO/W)) (1/8)* 十 
若 A ECLa,o, 则 

A (fsx) — f(r) 一 oCCLay)， 
([33511956,2(4) :695 ~ 702) 
(2) 车 Fe Lipia;0 过 a 过 1,; 则 


PE 


14(CPm 一 Fl = (LoD))PCG 十 /VITO/A) + ol((1/m)"). 


(人 一 co).([701186) 
20， Vallee-Poussin 算 子 不 等 式 : 


V, Ciz) = 2 | feos ts*] 


n 


(I! 1 fr 下 2 
[2 | f(z + (cos 2 ) dz. 


(1) 若 JE Co 则 1V 一 让 . 委 2o(C， 


区 
x 


nT 


1 ， 
7 A 3 。 
=) 式 中 系数 3 是 最 佳 的 


(2) ”车 ff€ Liph;0 过 a 过 1, 则 
3M 


TV 本 .二 » 
Vf — fl yc 


([60] 上 册 214 ~ 215) 
(3) 若 f€ Cz 则 

IV. DO— fl. 4E (7). 
(4) 设 fEL(0,2z);l1 声 p 声 0; 则 

PV. Cf 一 了 < 4E,Cf),. 


式 中 EE,(f), 二 inf | f(x) 一 Dasexp(ikz) | :as 为 复数 }. 


大 二 一 nn 


([1101Vol. 1:385 ~ 386) 
1Y PN Sa fl ap ™). 
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(5) V,(P) 的 直接 推广 是 
__l1 ~ 2 " ， 
Van fsx) = NTI SFT) | fr +OD,s Da (2) dts 


当 了 € Cz 时 ,有 
12 十 1 


| Vin Df Sr(2t lo mri) Ee" 
十 1 
算 子 V ,aC7) 的 范 数 为 Vn < "(2 +log Ti) 


注 ”从 第 m 个 到 第 n 一 1 个 Dirichlet 核 的 算术 平均 , 称 为 具有 指标 mm 与 的 
Vall&e-Poussin 核 : 


#1 nl 
Vn (XT) = 1 DD x) 二 D(z) 十 一 一 了 >， 〈1 一 上 处)coskz. 
pe n—m n 


12 Mm k=m+1 
特别 ,VCz) 二 D,(z) 为 Dirichlet 核 ;Vo (x) 二 K(X) 为 Fejer 核 . 
([821126 ~ 127;L71191 ~ 95) 
21， 工 插值 (Lagrange 插 值 ) 算 子 不 等 式 :对 [a,5] 作 分 划 ;a = 二 zo 过 Xi 达 恒 之 ;二 


n 


人 令 wr) = Tr) hr) = 一 一 汪 2 


pe w (Xe) (TO— ze) 


EE 


则 工 插值 算 子 工 , 定义 为 L,;Cla,6] > CLasbj,L (fz) 一 2 f(r)u(r). 


k=1 


(1) ”Bernstein-Faber 不 等 式 : | L, | 一 max >， | ACz) |> lon ([62]156 ~ 157;, 
z€ [eb] {EI EN 


i 


[71]309 ~ 310) 
若 {x} 是 Chebyshev 多 项 式 Tu (xz) 的 零点 全 体 , 则 


上 | <8+ hinn tl). ([71]311 ~ 313) 


(2) 车 JE Cf 一 1,1],; 则 
LAAP— FU LL, |) EA. 
C[711306 ~ 307) 
(3) 设 Fr € Cl 一 1,1j, 则 
| fF 。 


LD TF, < lol. hr 
1991 年 Howell 提出 猜想 :对 于 0 之 忒 nn, 是否 成 立 
| 也 (Cf) 一 je ， Es (Ck) | 。 | Fr | 


nd1)!t 
([711346 ~ 347) 
22.， HLF 插值 算 子 不 等 式 (Hermite-Fejer 插值 多 项 式 算 子 不 等 式 ): 


H.(f,z) 一 LY) . zn (FE ), 
Nl 


TT Tn 


| w 


式 中 xi,, 二 cos 2k 一 1 J 六 二 1,2,…,n, 是 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 T,(x) 的 零点 . 
2n 


TE [~ 1,1j. 
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(1) Moldovan 不 等 式 : 
[HaCfsz) 一 Ga |< 2m(C7, 2) (L701193) 

(2) “王仁 宏 不 等 式 : 若 /E Lipa,0 之 a 过 1, 则 
| H,(f,x) — f(z) [<4(2+57=i)(#) . 


车 Lip 1, 则 
| HCf sx) — fiz) | 去 4z(1+ PR) < 48. 8342 -2 


([333]1979 ,7:292 ~ 295) 进一步 的 结果 见 [71]330 一 333. 
23. ”Fourier 积分 算 子 不 等 式 : 


SCPz = 二 | 开 (一 站 FaDdt 式 中 K,0) 一 


Sinnt 


设 f€ BVCOR') NN LCR'),1 二 pp 声 2, 则 
GD Ss.P -fH, < Cf,i), 


1/g 


C Ss.0D 一 fl <[VDJYo(f 汉 ) 


式 中 VY(CP 是 f 在 R' 上 的 全 变 差 ,1/p 十 1/g 一 1.([70j201) 
24. GW 算 子 不 等 式 (Gauss-Weierstrass 算 子 不 等 式 ) :GW 算 子 定义 为 ; 


Gf'z) =| Kz 一 f(y)dy, 式 中 Ki(y) 一 


车/ € Ca 四 ,= [aisb] CC [asb], 且 37> 0, 使 得 
[Lai 一 太刀 十 pj 站 ((— coyco) — [a,6b]) 一 弛 , 则 


1) 1Gcp 一 请 an < 2 (frN2)+S 
(2) 车 € CLa, 如 j, 则 
1GCD 一 fan 2 jo (7 和 NW/ 训 )+ 各 式 中 cscs 是 与 a,6,7 有 关 的 常数 


(Ditzian,Z. ,[327]1975 ,14;296 ~ 301) 问题 :能 否 给 出 (1)(2) 中 常数 cj ,cz 的 估计 ? 
25.。 Gamma 算 子 不 等 式 : 


(1) ” 设 了 在 (0,co) 上 有 界 连 续 . G,(f,zx) 一 [x, (zy) oz)d 称 为 Gamma 算 子 ， 


式 中 K(x,t) 一 = oi(?) exp (一 主 ) 则 


| G,(f,x) — f(x) [< 7 2 to ,rE (a,b) C0, ce ) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
| yf (y)— zf (zx) < 太 |y 一 zlyzyye [a,b]. 


(Berens,H.[L327]1972,6(2)7:135 ~ 146) 
(2) Gamma 型 算 子 定义 为 ， 
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和 e“dz， 


Tf7) = RD 7( 


式 中 zz 守 0,t 这 a;f€ CL0,00), | f(z) TD 
Alf (zx) = f(zx+h/2)— f(x—h/2),z 守 hh/2>0 
ALf (x) 一 AiCALD)Cz)，p(z) = Yr,r 20. 
定义 如 下 光滑 模 :6 > 0. 
wo (fs) = sup{| Alf (7) >20<h<)， 
head) 


wf, = sup{| Ajf (rz) |:T ER ,0 Eh EO). 


车 w(f ,0)s 之 oo,w(f,6)s 过 co,a 之 1,1>0, 则 
@ Tf < 4 VaTTa)e f+ 


+ (3 | [十 2 Ex 了 + 中 (大计 ) 


@ wi (1 + 品 ( 帮 二 ) <1051TF— fl.. 


oo 


(Adell,J. A. 等 .[328]1999,15(4) :537 一 555) 我 们 间 :(1)(2) 中 的 最 佳 常数 是 多 少 ? 


26. B- 郑 算 子 不 等 式 (Bohman- 郑 维 行 算 子 不 等 式 ) : 
B,(f,z) 一 | Ks(z 一 引 f(t)dt 称 为 B- 郑 算 子 ， 


式 中 K,(t) = 本 一 J (eo: 3 ) 


郑 维 行 不 等 式 ， 设 共 2 cE LCR'), 则 


(1) | BCfsz) — fr) | 去 (5 — wolf) 


(2) | BCfsr)— fz) | 9 (fs Ys 


(3) ”车 w(f,60) 这 C2, 则 B,C) 一 了 .过半 


([334]1965,15(1):54 ~ 62) 
27. B-R 算 子 (Bernstein-Rogosinski 算 子 ) 不 等 式 ， 


B,C1z) 一 | Kslt 一 xz)f(WDdt 称 为 BR 算 子 ， 


式 中 
1 1 


(2n 十 1) 
K, (1) 二 (ecos 了 4) ee 
设 FE Cz，, 则 


|B, Cf,zx) — f(r) | (2x DE CP +o (ft 1) 


hr) sin( 友 一 rn 


(L601]) 
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28. ”Bernstein 求 和 算 子 不 等 式 :Bernstein 求 和 算 子 定义 为 ， 
2n 
BCf ,x) = >) 开 (zhan — ZX) f(z) 


k=0 
2pr 


式 中 ”并 ,(i) 由 (2.9) 式 定义 ,zi， 一 | 


到 一 1 ,2n. 


| B,Cf,zx) — fx) |< (+2r dr DE pol 


([60] 和 [701219) 
29， B-S 算 子 (Bojanic-Shisha 算 子 ) 不 等 式 :BS 算 子 定义 为 ， 


mt2 


B,(f,z) = 2 fdk, (ti — Z£). (2. 10) 


到 元 人) 


一 — 2kr = ev 
式 中 K,(t) = 元 和 5( 亏 十 Byreseosk), bn 2 二 
(1) 车 f€ C2.; 则 


| B,C(f,z)— fz) | to(f /SE 


(2) ” 取 m, = 二 27 一 2, 则 二 ,二 kx/n. 


_ 3 /sin(w/2)\’ 
K,(t) = Dr Cn 上 TD sin(t/2) ) 


这 时 (2. 10) 式 中 B,(f,x) 成 为 离散 的 Jackson 算 子 ,从 而 
| BCPz) 一 rz) | 去 ateo(f’ 计 ) 


《3) 取 m, 一 n 一 2, 则 太一 2， 


K, (t) = 2( 训 sin 到 (万 ) 


n cost 一 cos(x/n) 
这 时 (2. 10) 式 中 B,(f,zx) 成 为 离散 的 Korovkin 算 子 ,从 而 
| B.C(f,7)— fx) | (nw fn/(2n)). 
([70]220 ~ 221;[327]1974,11;231 ~ 235) 
30. H-L 极 大 算 子 不 等 式 : 设 f E Li CR"),Q 是 包含 z 的 任 一 方 体 ,其 边 平 行 于 坐 
标 轴 , 则 


_ 1 
M(f,x) = sup re | fCy) | dply) 


称 为 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 ,我 们 简称 为 H-L 极 大 范 数 ,M 称 为 H-L 极 大 算 子 . 
设 0 过 r+ 过 吕 , 定 义 MCAz) = [MO f 1 ,xz)]. 
(1) 设 fFEL?(R"),1 < 过 p05, 则 MC(f) €E L?(R"), 且 
| MCAPD , < Cl fl,. 


式 中 CC, = (E71) © ([137]3 一 4 或 L118]137) 
(2) 设 fELCR"), 则 M 为 弱 (1,1) 型 算 子 , 即 YA 二 0， 
{rz:M(f,7z) > 1) 去 人 fli. 
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([118]136) 
(3) 设 fELCR'),A, = {zxE€ RM(f,z) 这 a}, 则 


1 1 
A 


([86]45 ~ 46) 
(4) MPA, SCF ,<pA Ow EA,. 
(第 13 章 ;[309]1972,165:207 一 226) 


推广 | GCCrz)olzdz 近 c| .GCCz) Dotz)dz 


式 中 为 R" 上 非 负 权 函 数 ,G(D = | eu) du 为 Young 函数 . 
(L329]1981/82,71(3):277 ~ 284) 
(5) 设 fi EDRD,1<p<m, (D1 fi eL2CRD, 则 
E=1 


1/2 1/2 


[OD MI) ,SO DI AY, 


0(p'*),(p— oo) | 
(6) 设 fEL?CR"),1 二 pp 二 00,w 为 R* 上 非 负 权 薄 数 , 则 


1/p 
| MCAP | < can, py (| |f Mn)) . 
(L310 11971. 92;107 ~ 115) 


(7) I MC Ll, < Cow]], [fidnt| f DT +1 <p<1 


1 
————\, > 1 
式 中 cp 一 1) ‘2 "是 最 佳 的 . ([72]29) 


1 MP 1 < com [| fF 1 Gat) FD)" +1]. [57JVol 2:306) 


(8) 设 1<r<p 则 | M,C(f) ,Cp,7) | 大 | 
(9) 设 fELLR ,0< 过 p<lA>0E= {rE RM,z) > , 则 


C 
ACE ) < ogi) | ff]. 
(10) 设 0< 二 pp 二 1,E 为 R" 中 可 测 集 ,f 为 R" 上 非 负 可 测 函 数 , 则 


1 C + 
| Mf dz < SuCE) 十 Ts) fn 门 . 


(11) 设 1<p<oo4X>0. 车 p(x ER':M(f,)>>)< 太 Lf 上 有, 则 VY 方 体 Q, 下 


1 1 1/p 
re EA pre EA . 
(12) 设 了 是 (0,co) 上 非 负 局 部 可 积 函 数 , 则 VYzy 二 0, 下 式 成 立 
z| Pd < 2MO ,0 < ES. 
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(13) 设 a 之 0,fE Lh.(R"), 则 存在 正常 数 CCa) ,使 得 VQ = QCzoyr) (中心 在 z， 
边 长 为 > 的 方 体 ), 下 式 成 立 
| | fCz) | dr < {inf MCf,x)). 


Ra rte 十 | I— xo | "te 


(14)” 设 QQ 为 R* 中 方 体 ,zo 为 Q 的 中 心 , 令 


| x— zo | | 
TC(f ,zx) | [ya T | fly) | dyyz € Q, 则 
| TCFz) | 委 CMCAz)， 


(15) 设 0<a< 罗 8>0;8>0, 则 存在 常数 C = c(n), 使 得 
由 两 人 ,> | dy A CO°M(f TD © 网 Bn | £2 \ 并 < yr Mf 7). 


|z—yl™ ZX—yl Mm" 


(L117]85 ~ 86) 
(16) ” 设 g EL CR),g.《x) 一 ep ) ,2 >> 0,9p 的 最 小 径 向 递减 控制 函数 g (x) 一 
1 n 
中 | 86 IE 工人 R)， 
则 sup | Cf x 9) C7) | 委 gl MO, x), f € Li CR’). 


(证 明 及 其 改进 见 [132]261 一 270;L142159 一 61) 

注 ” (16) 表明 ,用 H-L 极 大 算 子 可 以 控制 许多 我 们 常见 的 算 子 . 

《17) ”加 权 Hardy 不 等 式 : 设 g*(y) 是 g 在 (0,co) 上 的 递减 重 排 ,w(z) 为 非 负 权 函 
数 ,1 之 gg 过 0, 令 


oo 1/4 
lala = (| ce Iw dz) 


则 古典 的 Lorentz 空间 人 ,Cw) 定义 为 
Nalw) = {g: BP gl nw < 0). 


特别 当 z(z) = CR) re 时 ,人 Cw) 就 是 LC(p,g) 空间 ,MCg,z) 为 g 的 H-L 极 大 函数 . 


1990 年 Arino,M. A. 等 证 明 
@ 若 1 志 gq 二 0yn 之 1,w(z) 为 非 负 函数 , 则 YY gE€ A,(Cw)， 


| McCg) | A <clgl A gw) (2. 11) 
成 立 的 充 要 条 件 是 对 (0,ce) 上 所 有 非 负 递减 函数 f, 有 Hardy 不 等 式 
[三 rd wd < of | fz) frw (ydz; (2. 12) 
而 (2. 12) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
| wr) /zrdz < | wr dz 《2. 13) 
对 所 有 正 数 > 成立 . 
加 ”车 w(lz) 为 非 负 函数 ,1 委 a<co, 且 
sup 二 (J waz) (wn dr) 一 co， (2. 14) 


则 对 所 有 非 负 递减 驮 数 f,(2. 12) 式 成 立 ,或 等 价 的 (2. 11) 式 成 立 . 当 w 是 递增 函数 时 ， 
其 道 也 成 立 . 
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([30911990,320(2) :727 ~ 735) 
(18) ”Kakeya 极 大 算 子 不 等 式 (FS 不 等 式 ): 设 6 为 小 参数 , 记 为 0 二 $6 之 1， 
EL (R"),n 之 2, 定 义 


Ta(f ,7) 一 sup |, | f(y) | dy. 
式 中 管状 域 咏 包含 x € R" ,DD 的 长 为 h ,截面 积 的 半径 为 友 . 于 是 Kakeya 极 大 算 子 定义 为 
Ts(f,x) = supT, sf ,zx). 
若 n 二 2,1 二 pp 志 2, 则 Ve 汪 > 0, 成 立 Fefferman-Stein 型 不 等 式 : 


1/p 


lp 1 Bite 
(| [TCFz) wr) dr) cp,e) (5) (| 。 | f(x) I*T,(w, x)dz) 
记 为 
| i | pw SS clp,e) (1/60) rt | f | prTsw? 


而 当 n 宇 3,1 三 p 声 


ee ce ee 


(Tanaka. H. ,[308]2001,129(8) :2373 一 2378) 我 们 问 : 上 述 p 的 范围 能 否 再 改善 ? 
(19) ”H-L 极 大 算 子 的 推广 是 H-L 分 数 次 极 大 算 子 : 


Moe) = 8 em) | 1 wo 


@ ”若是 非 负 递 减 径 向 函数 ,0 < < mn,| 。 Pa 二 2, 则 


rez- n) 2)dy | cM, ra). 


© a>0,1] 过 pn/a,l/q 一 1/p 一 a/n, 则 M(f,zx,a) 为 弱 (p,g) 型 算 子 , 即 VA 
之 0, 下 式 成 立 


pz € RM zs) >N < E17 


特别 地 , 上 MC(f,o) 过 f|，. 
图 令 瓦 = {zxzE€ RM(f,zya) 之 让), 若 4 为 双 倍 测度 , 即 存 在 常数 c, 使 得 对 任意 
方 体 Q, 有 jC2Q@) 过 oy(Q@); 则 YAE LCR"),Y4 之 0, 下 式 成 立 


uCE,) < 二 |, If du 
@ 设 0 二 可 一 方 一 站 二 ciwE Am; 则 


(| .FMcrr'o][ecz)]dz) Se(| ,Elf | wr dr) [87]257) 


(20〉 H-L 极 大 算 子 的 另 一 方向 推广 是 Lorentz 空间 L(p,g) . 齐 性 空间 、Riemann 流 
形 和 各 种 加 权 空 间 等 . 例如 , 设 f:R” 一 R 是 可 测 函 数 , 邻 
Mr 二 pz € R’': | f(x) | 汪 > y}, yy 这 > 0 Lorentz 空间 L(p,qg) 中 了 的 范 数 定义 为 
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|p 
M,.a Cf ,x) 一 Sup 电信 ? 


1 Fl, = | [A Cy) ?qd (yD, Ta 到 co， 
suB2A7C2) , g 一 co， 

式 中 po 为 Q 的 特征 函数 . 特别 ,Mi (A,z) 就 是 上 述 H-L 极 大 算 子 MCA,z).(L308]1987， 
101(1) :272 ~ 276) 

(21)”H-L( Hardy-Littlewood) 嵌入 不 等 式 : 设 FPCz) 一 {(y EE RH:|xz 一 y | 过 小 是 
以 之 为 顶点 的 角形 区 域 ,u 的 非 切 向 极 大 了 消 数 定义 为 

N(uysz) = sup{| ulyst) | :yt) € T(x)). 

车 下 定义 在 RP 上 ,NCF) €E L?(R"),0 < 之 p 过 吕 , 则 当 p 过 4g 二 %% 时 ,下 式 成 立 


1/ 
(fe win | FCrst) a el NOP | ,,. 


([315]1975,16:1 ~ 64) 

邓 一 韩 在 L137]138 提出 : 径 向 极 大 函数 与 非 切 向 极 大 函数 在 L*(0 二 p 志 1) 范 数 意 
义 下 相互 控制 的 最 弱 条 件 是 什么 ?我 们 间 , 将 L? 范 数 换 成 瓦 * 范 数 时 又 如 何 ? 

31. Fourier 变换 不 等 式 : 设 f E LIGR"), 则 了 的 Fourier 变换 定义 为 


A ， 
fex) = | fF Wem. 


式 中 心 = 了 1ziti 为 向 量 z,t 的 内 积 . 


(1)”H-Y 不 等 式 (Housdorff-Young 不 等 式 ): 设 fEL?(R"),l1 守 Pp 过 2,1/p 十 1/g 二 
1, 则 


fe LCR"), 有 8 | Wal sl,. (2. 15) 


特别 地 ,fF ELCR DD 时 ,FEL”CRD, 且 过 有 fi 而 feELR') 时 ,了 站; 一 
上 fi:. (2.15) 式 的 精确 形式 是 下 述 Babenko 不 等 式 : 


A 
[fl aolfl,,l< pa2. 
pV 
式 中 cj 一 (g™) .《[311J1975,102(1) ;159 ~ 182. ) 注意 (2. 15) 式 对 于 p 放 2 不成立. 


(2) Pitt 不等式: 设 1 过 pq 之 oo0,0 寺 BP 之 1/g,0 人 a=B+1— (1/p)— (1/qg). 
车 | y1f € L?(CR"), 则 


IzIsfeErLR), 有 zf 过 让 ly 
(证 明 及 其 推广 见 L368]j1984,33(2) :257 ~ 270) 
(3) ”HLP 不 等 式 (Hardy-Littiewood-Paley 不 等 式 ): 


i/p 
令 mo ll, f= (| | fw) 
@ 车 1 二 jp 过 2,f € L?(R"), 则 存在 常数 c, ,使 得 


TF So fls 
四 车 2 之 gq 二 ,ff E 1% , 则 9c > 0, 使 得 


LF ed fh. 
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提示 :用 Marcinkiewicz 插值 定理 . 
@ 车 0 二 p 声 1, 则 


1 Sos | fla. (L871370) 
我 们 问 :cs 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
32， “分数 次 积分 算 子 不 等 式 :e 阶 分 数 次 积分 算 子 1, 定义 为 


一 -| 一 站 一 2. 16 
Lf,z) zs) x D1 f(t) dt, (2. 16) 
式 中 a>> 0,x 之 0. 而 
1 人 一 1 
,ol oy 2.17 
LOfsz) = Gx) fod (2.17) 


称 为 @ 阶 Weyl 积分 . 
下 面 的 不 等 式 中 ,I,(f,x) 由 (2.16) 或 (2.17) 式 定 义 均 成 立 ; 
(1) HLS(Hardy-Littlewood-Soboley) 不 等 式 : 设 fE€ 1L*(0,c0),f 宇 0,p 之 1,0 二 a 
六 ,了 一方 一 a 则 LA e Loco) 且 人 ECP 1 SC ll,. 
([1]324 ~ 325;[87]151 ~ 152) 
2000 年 许 明 用 小 波 分 析 方 法 ,证 明了 I 的 交换 子 的 囊 : 有 界 性 , 即 
fleg)— gl fae ffl, lgl,. 
式 中 1 一 za<co,(1/b) 十 (1/e) 一 1 十 ea,0< au < 到 1. 
(中 山大 学 学 报 ,2000,39(4) :10 一 14) 
(2) HL 不 等 式 (Hardy-Littlewood 不 等 式 }: 设 pp 二 1,0 达 a 二 1/p， 
Pq/ 一 ap)s 或 pp 之 la 之 (1/P),p Eg fF EL (00),N 
MLA,, EC),, 
式 中 oa(Cz) 二 x' ,t= 二 一 (p 一 g 十 pga)/p. 
我 们 问 :ec 二 cl(p,q,a) 的 表达 式 是 什么 ?c 的 最 佳 值 是 什么 ? 
(1]335 ,定理 402. 证 明 见 [354]1928,27:565 ~ 606) 
(3) ” 设 a,b 光 0,p 记 1,r 之 0,1> (1/p) 一 1， 


= 1 1  ， 一 工 ;3 
当 r = 二 0 时 ， OO 0<a< sp a © a ,gg 过 0; 或 本 a 


p 
1 1 1 
> 5'P 人 9 ;而 当 r 守 0 时 ， 中 DT Br © ra 
1 
~- 之 co 由 
一 十 方 ， PT pT ® a > 十 方 ， ET <a<~%, 则 


(| [x ee TCf,x) ldz) ” < ze “for) lrdz) “， 
式 中 c= 二 cla,b,g;p,ls7) ,1T,《(f,x) 由 (2.16) 定义 . 
(Kochneff, E. ,[327]1997,91(1) :84 ~ 102) 
我 们 问 :常数 c 的 表达 式 及 最 佳 值 是 什么 ? 
IT (六 的 变形 见 Nonlinear Stud,1999,6(2) :207 ~ 230. 
(4) 令 JCpz) = 二 zx"I(f ,x), 式 中 I(f,x) 由 (2.16) 式 定义 ,1 二 pp 过 < , 则 
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Tr(1—1/9p) 
| J. | ,< Feri 1 | fF,. 


C5) R" 上 的 分 数 次 积分 算 子 又 称 为 Riesz 位 势 算 子 : 


一 1 ean 
IL.(f,x) = -| | zx—y |"™f (ly)dy. 


相应 地 有 截断 Riesz 位 势 算 子 : 


J.(f,x) = xz—y|""*f(y)dy. 


1 
3) | 
式 中 0 过 a 二 nn,c(a) 一 2 ) /TCS 9). 
@ 设 fE€E LIL?(R" ,1 二 p 过 n/a; 则 
LOfsx) el fl 9" TIM, 2) 
| 1.(f) | g ela,p,q) | Fal s+ 式 中 l/g 一 (1/p) 一 (a/n);s 
四 若 f ELCR"),(1/9) = 二 1 一 (a/n), 则 V4 之 0, 下 式 成 立 
a 
uz EE RECPz) >A} (元 I). 
([142]68 ~ 71) 
@@” 设 yy 为 R" 上 正 的 Borel 测度. 车 0 过 a 之 n,1 之 Pp 之 吕 ,(1/Pp) 十 (1/q) 一 1 Q 
为 R" 中 方 体 , 则 
iL nD bd) Se | f lrdr (f=0) 


| [Epodaz) dx 二 | ap < ooo, 
车 a 守 (n/p)l < 一 co 三 0E=(zERnr 委 |z| 委 27)， 
则 | cra |*duCz) <d| | fl?*dzS supre | dpCz) < 过 oo0. 


(L368]1984,33(3) :353 ~ 366) 

@ 设 0<a3<11<p<a<m = 

PIs AN ,el fly? | IF Ns. 

([142]75;Appl Anal. 2000,76(3 ~ 4) :249 ~ 260) 

加 ”加权 不 等 式 : 设 1 二 pp 二 ,0 二 gg 二 ,ff 是 R" 上 径 向 非 负 递 减 (或 递增 ) 函数 . 
u,v 为 R” 上 非 灸 局 部 可 积 权 函 数 , 则 | 三 (CA 委 c 7 

(Rakotondratsimba, Y. ,Z. Anal. Anwendungen1996,15(1):75 一 93) 

(6) 周期 工 = (一 x,x] 函数 了 的 分 数 次 积分 算 子 


L Cr,z) = | i fr dreT. 


十 全 ,f(z) 之 0, 风 


M,(f,x) 一 of | dy,0 ail. 


sup 1 | 

zeQa [nu(Q) 1 

@ ”Welland 不 等 式 : 设 f ELT),0 < 二 6 二 a 二 a 十 6 二 1, 则 
| LC(f,x) | cIMa lf ,xr Moa fx)]’. 


© Adam 不 等 式 : 设 a 汪 0,0<6<1,1<p<6/al 人 qo,f EL (T),M,, (7f) 
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E LT), 则 LC(f) EL (T) 且 
LAN,<CH Mn)s | fw, 
@ 蕊 (f) 的 好 % 不等式 : 设 A,e,6 为 正 的 常数 ,DCT= (一 x,xj, 令 
E= {xzEDLI(fr) >aAMf,7) A}. 
则 存在 只 依赖 于 a 的 常数 es 和 B, 使 得 Y 了 之 0, 下 式 成 立 
DN {rz E TL RH) LANG LE) CBO/) pCD), Ve>e. 
([87]163 ~ 166) 


注 
(7)” 设 w:(0,50) 一 (0,00),Bo 二 BC(0,1) es 为 Bo 的 特征 
函数 ,于 是 广义 分 数 次 积分 算 子 定义 为 
1,(f,x) = | ez—y Dyy)dy 


工 一 > 上 


及 其 变形 : 
fy)dy. 


> 加 wl | zy|) olyDG 一 pa Cy)) 
Yt) J 3 | y 和 ) 
Nakai, Eridani 先后 证 明了 I ,1 在 广义 Morrey 空间 之 间 的 有 界 性 . 
(L330]2002 ,33(4) :335 ~ 340) 
33. C-Z(Calderon-Zygmund) 奇异 积分 算 子 不 等 式 : 
定义 1 设 算 子 T:L?(R") 一 工 (Ra € L~(R"), 若 
(TA Cz) = oC) fz), 
则 称 工 是 工 : 上 的 乘 子 ( 算 子 ) ,olz) 称 为 了 工 的 符号 . 
例如 Hilbert 变换 是 工 (R") 上 的 乘 子 ,其 符号 cCz) 一 一 1sgnz. 
定义 2 C-Z 奇异 积分 算 子 定义 为 


TG1,z) = PV.| KGz 一 fdy = (Kx f) (x). (2. 18) 


特别 当 K(xz) 一 和 ,其 中 (zx) 是 零 次 齐 次 函数 , 即 2Cz) =QCz) 光 二 0, 且 QQCz) 在 


单位 球面 收 ， 上 的 平均 值 为 零 , 即 | 、Qkz')dz' 一 0, 则 称 (2,18) 式 为 经 典 C.Z 奇异 积分 
算 子 ,而 


R,(f,x) = CP. v.| f(z — dy 
、 > 、 lyn 二 il 
称 为 f 的 Riesz 变换 , 式 中 C, 一 mr T( 一 ) 
T CA,z) = | KC(z— yf dy, f € CrCR)， 


ley|>e>0 
称 为 截断 C 一 Z 算 子 . 
定义 3 设 K(xz) 在 R" 一 (0} 上 局 部 可 职 , 且 存在 常数 clycaycsy 使 得 


个 | | Kndr|< a lim | K (zx)dz 存在 ; 


6<1zl<N 本 -1zl < 
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加 | [Jz|| KG) | dr < or; 


[Ei 


@ | KCx—y)— KC(zr) | dr 过 03;y 闫 0. 《Hoermander 条 件 ) 
Izl 宕 21y! 


则 称 KCzx) 为 C-Z 核 , 记 Kin(zx) = 二 KCr)gs(zx); 式 中 一 (zie 过 |xz| 过 NN) ,gr 为 EE 的 
特征 函数 ， 

(1) Calderon-Zygmund 不 等 式 (C-Z 不 等 式 ) : 设 氏 为 CZ 核 , 则 Ye Cr CR ,下 
式 成 立 

Tf Clfls,1i<p< oo. 

(L142]135 ~ 137) 

(2) TCfsx) = sup, | (Ken* f(x) | 称 为 极 大 C-Z 奇 蜡 积分 算 子 . 若 C-Z 核 
K(x) 还 满足 
| zi 一 za | 
| xs 一》 天 
式 中 [| zi 一 Zz; | 声 7/2, 1 人 一 y| 志 rr>0, 7， 二 1,2,3, 则 

中 ” 当 0 过 a 二 1 时 ,成 立 Cotlar 不 等 式 : 

T* (fx) SetMO TF rT + MO, x)) ,fF E CR"). 
@ TD, Sflsl<p<e 


图 urzE€E RT’ (fs7) > fl1,4>0. 


| 下 (zi ~—y)— K(x 一 y) | cs 


([L142]140 一 143) 

(3) “C-Z 奇 异 积分 算 子 的 推广 是 振荡 积分 算 子 和 Fefferman 算 子 ,广义 C-Z 算 子 等 ， 
例如 :振荡 积分 算 子 下 定义 为 

T(f,zx) = P.YV. | expliB(z IK — fC)dy, f € Ce CR"). 

式 中 B 为 R" 上 非 退 化 线性 变换 ,B(xz,y) = (Bz)，y 是 双 线 性 型 . K(x) €E C™(R" 一 0Q) 且 
在 原点 的 一 个 邻 域内 重合 于 一 个 人 阶 齐 次 函数 ,还 具有 消失 性 ; | _K (zx)dz 一 0， 
0 二 e 芝 1, 当 B= 0,n = 二 =n 时 ,TT 就 是 通常 的 奇异 积分 . 

”1986 年 ,Stein,E. M. ,Phong,D. H. 证 明 : 当 1 二 p 二 时 , 若 久 之 nn, 则 

| TF, of ,. | 

车 0 二 ya, 有 | 0/2) 一 (1/p) {p20 ; 则 TF, Sc fl,. 
式 中 常数 C2 与 nsp,uB 有 关 , 而 C1 与 B 无 关 . 

@ 1987 年, 胡 伟 将 上 述 结果 推广 到 加 权 情 形 , 设 yy 宇 n, 则 对 于 w(x) € A， 
(二 p 二 0),， 有 

| | TOf sx) "wndz < eol | fCz) |ow (x) dzs 


| TO Pw Tdz <e], | f(z) PTwczJdzi 
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式 中 7r 一 人 8, 当 pp 一 1,p 之 nr,wE€ 人 时 ,有 


wr ER TD I>N SE ,fAD | wn)dr, > 0). 


常数 c 与 f,B 无 关 . ([352]1988,15,(3):256 ~ 266) 
(4) ”在 CZ 算 子 的 推广 中 ,下 述 BCP 不 等 式 起 着 十 分 重要 的 作用 : 
BCP 不 等 式 (Benedek-Calderon-Panzone 不 等 式 ) : 设 工 为 CY CR") 上 次 线性 算 子 并 满足 : 


@ pi TI> 从 过 (六 171) 1<r<<coi( 即 了 为 弱 Crvr) 型 ) 


四 设 fELCR"),suppf CC Blzros7) 一 Bo,(CB, 是 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 球 ), 且 
在 在 常数 C19C2 > 1, 使 得 


| ITD | dr Sol fh 
式 中 cBo 是 以 zo 为 中 心 ,cir 为 半径 的 球 . 则 T 了 为 弱 (1,1) 型 算 子 , 即 
{| Tf I>2 Eh. 


([87]280 ~ 281) 

C-Z 奇异 积分 算 子 的 各 种 推广 及 在 L?* CR”). BMO(CR") ,HzCR") ,Lipa,Besov 空间 上 
的 相应 不 等 式 见 [87]、[142]、[137]、L136]、[129]、[92J]、L88j]、L86j 等 . 

34.， L-P(Littlewood-Paley)g 西数 不 等 式 : 设 u(rz,i) 一 (P,x 有 )(x) 为 了 的 Poisson 


‘|v 
此 


一 1 


9u 


9 


| Yulz,t) | = 并 
到 

则 L-P g 函数 定义 为 
glf;7) 一 (| | Y (1,2) xd 


另 两 个 基本 的 算 子 是 面积 亢 数 SCF,z) 和 g;(f ,Xx): 
SCF,z) 一 (| | Tulyst) Perdydtj ， 


Tz) 


1/2 


1/2 


gx (f,7) = 人 | Vuly,t) "(i) dd) ， 
ET! 


式 中 (x) = {((y,1) € RT; | y—z|<t),t> 0. 
(1) 设 1 二 pp 二 ,1 之 2/p,f ELL:(R"), 则 
g(f,7) CS(f,7) CC (fz). 
而 且 ex CA, ECP Nf ,. 
(2) 当 0<pl,p>2/NH | gx (AN ,CPN NF. 
(3) 设 fEL?CR"),1 < 二 p< 二 %%, 则 gC(f) EL?*(R"), 且 
Cs fl lg |, acs | fl,. 
(4) ”在 上 述 平方 积分 函数 g,S,g; 中 的 Poisson 积分 (P,x* 有 )(z) 可 换 成 


(Crxgo)(z), 式 中 opE CrCRD ,| 二 0,9.(7X) 一 eg),t > 0, 例 如 ， 


776 第 十 四 章 ” 范 数 与 算 子 不 等 式 


1/2 
Sy f ,7) 一 (小 | (Cf x gp) (yy) | 2 ) 


我 们 可 以 建立 这 些 函 数 的 加 权 范 数 不 等 式 ,例如 , 设 w' (zx) 二 MC(w,x) 表示 也 的 HL 极 
大 函数 , 则 

中 sl Cn pg) fl),.. 

©® 1<p<2N 时 ,| SC | ,Cn,p) | fl ,0 

四 2<p<%oNH,| SA |,, EC,p) | 和 | 
式 中 v(x) = [mm (7) wr) . 

四 @ 中 S(f) 换 成 S,( 记 时 仍 成 立 . ([368]1987,36(2):277 ~ 294) 

加 权 Sobolev 空间 及 其 他 空间 中 的 L-P 不 等 式 见 彭 立 中 [335]1985.2. 和 专著 
[87][137][1421 等 . 

(5) ” 设 S,.(f,Xx) 是 fEL&(l< 过 p< 之 00) 的 Fourier 级 数 的 n 阶 部 分 和 , 则 的 L-P 
8 函数 定义 为 


GD 一 (DS DS fT) >>>] 
k=0 k 
这 时 成 立 Littlewood-Paley 不 等 式 : 
Cod fis GNM, EC fl,. 


O(p), PP °°， 


1 3/2 
0( (z=7) )， 五 一 1 十 0. 
1990 年 ,Pichorides 证 明 ,f € Hz 一 户 <co),C} = 0(7) ,2 一 1+40,C7 = 


OCplnp) Cp 一 co). 并 猜想 Cs' 二 O(p) ,po0. 
(Collog. Math. 1990,60/61(2) :687 ~ 691 和 [308]1992. 114(3) :787 ~ 789) 
35. Stieltjes 变换 不 等 式 ;f 的 Stieltjes 变换 定义 为 


S Ciz) = | tO. 


设 u,v 为 非 负 权 函数 ,4 守 0,1 过 g 二 Pp 声 2,1/7 二 1/g 一 1/p;p ,gq 分 别 为 p,q 的 
共 轿 指数 , 则 || SP 六 | 和 甩 C1 AI 成立 的 充 要 条 件 是 : 


| | 0 cd | [由 TD rd | ult) ?di < co. 
(Gordon, S. [392]1988,110(1 ~ 2) :73 ~ 78) 
36. ”几何 平均 算 子 不 等 式 : 设 f(x) >0a.e.zE (0,co), 太 的 几何 平均 算 子 定义 为 


T(f,z) 一 xp (|, tlnfdz). 


设 1 二 pp 二 ,0 过 4g 达 pp, 则 
TOA ss eh fF,.,. 
(Jain,P. ,Singh, A. P. ,[399],2000,13(8) :63 ~ 67) 更 一 般 的 平均 算 子 定义 为 


T,(f,x) 一 is] fl (ec + gdgGd sr € [—1,1]. 
式 中 g 是 [一 1,1] 上 绝对 连续 的 奇 函数 且 g' (zx) > 0 a.e. | 


式 中 Cp -1 
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([323]1999 ,51(3) :546 ~ 565;[301]2001,263C1):135 ~ 152) 
37. 设 H*( 声 pp 声 吕 ) 为 通常 的 Hardy 类 ,ff € H”， 


1 "| flexpi(0+1))— flexpi(0—£)) | 
< 二 种 > 2sinCV2) di. 


则 
(1) NE lf ln; 


(2) sup | f(re*)| dr | fi 二 GCC 
到 ( ): 


fal 
CStoilov Reyo, Math. and Math. Education, 1985) 
38. ” 算 子 的 分 数 窒 不 等 式 : 设 Ti ,三 分 别 是 Hilbert 空间 X,Y 上 正 自 共 斩 算 子 ,了 
是 X 到 Y 上 的 有 界线 性 算 子 . 
车 17Tzl 科 MTmzll，, 则 成 立 Heinz 不 等 式 : 
iTzl <MITI™ Tz ,0<aa1l. (107]j2:547) 


39. 高 丁 (Garding) 不 等 式 : 设 P(x,D) 二 >) as(z)D* 是 定义 在 区 域 G 上 的 椭圆 


lalS2m 


型 微分 算 子 , 其 主 部 PCz,D) 所 对 应 的 多 项 式 记 为 Pa,(x,y), 若 存在 正常 数 co ,使 得 
Vx EG,y€ R', 下 式 成 立 
ReP: (X,Yy) co | y 2. 
则 存在 正常 数 ci ,cz ,使 得 Yu E C8 (CG) ,下 式 成 立 
Re(P(lx,D)usu) ecu) me Nulli. 

(Hirmander,L., The analysis of linear partial differential operators,3. Springer- 
Verlag,1985) 

40. ”强制 性 不 等 式 :是 指 对 某 个 双 线 性 形式 给 出 下 界 估 计 的 不 等 式 , 或 者 用 已 知 函 
数 的 范 数 和 边界 数据 的 范 数 给 出 某 个 椭圆 型 方程 解 的 范 数 的 上 界 估计 的 不 等 式 . 例如 , 设 
W? 是 Sobolev 空间 ,Wz 是 W? 的 具有 紧 支 集 的 元 ( 即 在 域 G 的 边界 附近 为 零 的 元 ) 的 子 
空间 ,Hz8 性 XC W?, 则 

ReD(uswu) 三 ca 一 xlzll3 G0,c>0) 
就 是 D(Cv,wu) 二 >) (aaeat) 的 强制 性 不 等 式 . 


lal&m 
lBl<m 
若 方 程 L(u) 人 as(x)9" (wu) 一 了 的 解 在 区 域 G 的 边界 3G 上 满足 条 件 M;(w) = 
lal&2m 
0,7 一 0，…… 和 7 一 1 Mi 为 7 阶 微分 算 子 ， 则 


ullzs, ol La) od+Ai lulio,c > 0,A 0. 

是 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 强制 性 不 等 式 . 更 一 般 情形 见 [107]1:637 ~ 638. 

41. N-H{(von Neumann-Heinz) 不 等 式 : 设 X 为 Hilbert 空 间 . 工 :X 一 X 为 谱 算 子 ， 
p(T) 表示 算 子 多 项 式 , 则 

pT maxt|l zy |: | yl TH}. 

它 是 函数 演算 中 的 基本 不 等 式 , 而 函数 演算 则 是 谱 分 析 和 Banach 代数 理论 的 基本 工具 之 
”一 .(L107]2 :596 ~ 598) 
42，” 耗 散 算 子 不 等 式 ; 设 X 为 复 Hilbert 空间 . T: 义 一 为 有 界线 性 算 子 
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ReT = 到 CT 十 了 ),ImT = 却 人 T 一 人 )， 


T* 为 全 的 共 轿 算 子 ,1 为 恒 等 算 子 ,车 ImT > 0, 即 ImT 为 可 道 的 正 算 子 , 则 称 工 为 
严格 耗 散 算 子 . 记 T= 二 CT 一 各)(T 十 i), 车 TT 过 1; 则 


(1) 二 T* DD) < T* (I T); 

(2) + ReT < Tr 

(3) 1 < ImT< i 

(4) 2 二 ImT < (14+T IYOU+TT) 二 2 和 他 ImT. 


(Fan KyL386 11988,105 .237 ~ 248) 
43， ”收缩 算 子 不 等 式 : 设 X 为 复 Hilbert 空间 .了 :XX 一 六 为 有 界线 性 算 子 ,T* ,1， 
ReT,ImT 的 定义 见 No.42. 若 外 工 上 < 1 , 则 


» < 

2 开关 mmT< 生 生 本 二 

GB TD<IT TT YD; 
(4) 士 ReT 二 了 型 FT i CT+); 

(5) +ImT< Tp TT, 


(Fan Ky[386]1988,105;237 ~ 248). 另 见 第 9 章 § 2No. 16. 

44. ”Ascoli 不 等 式 ; 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,E 为 X 中 闭 凸 集 , 则 V x。E€ X 一 下 ,存在 
XX 上 有 界线 性 泛 隐 fC 记 为 E X") 和 a EE Ri ,使 得 

fx) a fxr), YrELE. 

提示 :这 是 泛 函 分 析 中 凸 集 分 离 定 理 的 推论 ， 

45. ”线性 算 子 的 谱 半 径 x,(T) 不 等 式 : 设 X 是 复 Banach 空 间 , 则 复 平面 C 上 以 原点 
为 中 心包 含 工 的 谱 o CT) 的 最 小 闭 圆 盘 的 半径 x,(T) = sup{j 1:A EolT)}) 称 为 工 的 谱 
半径 . 

(1 mm 去 1Tl (2) rTitT) Cr T) + rT,); 

(3) rTT) SrATOnT); (4) (TD = lm TY. 

式 中 ,Ts € BC(X), 有 TT = TT. (L118]358) 

46. Hardy 算 子 不 等 式 : 设 K(x,y) 非 负 ,关于 递增 而 关于 yy 递减 ,而 且 存 在 常数 

c 之 0, 使 得 K(zyy) 坟 c[K(rsz) 二 KCzyy)1;0 二 yy 二 z 过 xX; 则 


TCf,x) = [EKCz,W Tf ydy 
称 为 广义 Hardy 算 子 (GHO) ,TiCf;,z) 记 为 TCf,z). 
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设 r,qg 宇 1,1 达 Pp 志 gq 十 ra 之 1,w,v 为 非 负 权 函 数 . 
1 f 1, = (| | fCx) loCz)dz) 一 2, 则 成 立 Opial 型 不 等 式 : 


(| [TO | Tp) wa)dr) Sel fly, 

(Steven,B. [329]1997,126(1):27 ~ 50;Kerman,R,Function Spaces..Pozman,1998:269 
~ 278;:L308]j1998,126(6):1739 ~ 1746) 

47. 设 T 为 Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 ,I 为 恒 等 算 子 , 若 0 二 mm 二 M0 过 ml 
之 TMI,0<r<p, 令 
(pC— Dr CM? 一 af) 

p” CM— m) mM? — Mm?)r 
(1) (CT?zsz) ?EKem ,Mp/ry ?Tr r); 
(2) 蔡 了 之 To 宇 0,0 二 ml 过 Ti 过 MI,k= 二 1,2, 则 
— (mM? — Mon?) 

M—m 


Klm,M,p) 一 : 则 


Tf 一 Tf> [Km Mp YD 11p>1. 


(Takeaki, Y. [303]2000,3(1).89 ~ 96) 
48.， Mareus 不 等 式 , 设 T ,A 为 Hilbert 空间 X 上 算 子 ,其 中 人 A, 为 正 的 可 着 算 子 ， 
Ti 为 Tux 的 共 斩 算 子 , 则 
DI TAMT, 宇 (PT) (Dh) (PT) 
(Ritsuo, NN. 等 . Math. Japan 1999,50(1):35 ~ 39) 
49.” 设 了 是 R"' 中 单位 球面 >， 上 的 平方 可 积 函数 , 它 的 球形 调和 展开 为 


f= YY 
Pf 是 它 的 单位 球 上 的 调和 延 拓 ,P， f 是 Pf 在 球面 | x | 一 r+ 上 的 限制 ,于 是 P. f = 
DY < Pq 各 , 则 


LP,fFl | 人 S77 < (1/(—1). 

([65]146 ~ 162) 

50. 了 H-S 范 数 不 等 式 : 设 BC(X) 是 可 分 复 Hilbert 空间 羡 上 所 有 有 界线 性 算 子 的 C* 代 
数 ,{e;) 为 和 的 正 交 基 , 若 TE BC ,>， 上 Tei jl: 一 co, 则 称 工 为 H-SCHilbert-Schmidt) 
类 .人 的 HS 范 数 定义 为 

1 T1 2 = (2 1 Te 12 ”. 
设 T,T € B(X),k= 二 1,2， 邻 A， -| TT+T|T, |"; 
B, = 》， (TT G, = 2D) H, = TIT— TTY, 


式 中 | TI= (TD 为 工 的 绝对 值 , 则 
(1) 214.1 委 | Bi; |G, 2. 
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推论 ”车 五 ,Ts 还 是 正 算 子 , 则 
4,1;: < | B,|:;. 
(2) 车 人 ,Ts 还 是 正规 算 子 , 则 
| B, 1 过 2 和 4. 1G,|,< | H,|:;. 
(3) ”车工 ,Ts 还 是 自 共 轿 算 子 , 则 
| G2 Ns < 2 || Hz | 2. 

证 明 及 更 多 的 类 似 不 等 式 见 [301]2002,268(1):67 ~ 73. 

51.。 设 4,B,T 了 为 Hilbert 空 间 X 上 有 界线 性 算 子 . 若 4,B 为 自 共 斩 算 子 ,A 委 吕 表 
示 B 一 A 为 半 正 定 算 子 . 

(1) Faruta 不 等 式 : 若 0 之 A 之 B,r 宇 0,0 祈 pp 世 gqg; 令 t= 二 《pp 十 7)/(g 十 让, 则 

A™?B:A™? 之 (A”? BA”’ )'; (BAB”™? ) 之 B"? AzB”:. 
(2) ”车 f 是 区 间 DD 上 连续 函数 , 若 
A B=>f(A) < f(B), 

称 上 是 算 子 单调 函数 ; 若 VA € [0,1],fQA 十 (一 AB) 志和 f (A) 二 (一 了 (B)， 
则 称 f 是 算 子 凸 沟 数 . 

若 和 A 宇 0, 上 BI 过 1,f 是 L0,co) 上 算 子 单调 函数 , 则 

B* f(A)B < f(B* AB). 

(3) L-H(Liwner-Heinz) 不 等 式 :,0 之 A 芝 BB 二 A 之 Br',0 二 a 祈 1. 更 一 般 地 , 若 

0 之 BA,p,r 之 0,g 之 1, 且 (1 十 2r)g 之 bp 十 27r, 令 B 二 (pp 十 27)/g, 则 
Bs < (BA?B')' ,ABA')' < As. 

([308]1987,101(1):85 ~ 88 和 2001,129(11) :3339 ~ 3344) 

52， 正 线性 泛 函 的 AC(Aczel-Chebyshev) 不 等 式 : 设 f 是 非 负 函数 空间 XX 上 正 线性 
泛 晃 ,和 且 f(1) = 1, 若 xz(1),y(2) 同 为 递增 或 同 为 递减 , 则 

(1) rz) Gy) fry). 

(2) ”车 f(x) 守 0,f(y) 守 0,zxo 一 f(x) 之 0,yo 一 f(y) 之 0, 则 


Xo — f(rY) 
(xo— fxX)) yo — fly)) 之 1. 


( 孙 沟 华 ,[301]2000,245(2)393 一 403) 

53，” 正 算 子 不 等 式 : 给 定 函 数 集 {w) ,它们 满足 某 些 边 条 件 , 算 子 工 作用 在 这 些 函 数 
上 ,如何 从 工 (z) 之 0 推出 w 实 0? 它们 往往 与 微分 方程 的 解 有 密切 联系 . 例如 : 

Caplygin 不 等 式 : 设 1 守 0 时 ,ww 十 p(wu 一 gq(2)u>>0,vV 十 p(DDv 一 g(t)v = 0;g(t) 
宇 0,u(0) = vw(0),u (0) = vw (0), 则 02) > v2) VL 0. 

在 有 限 区 间 [L0,a] 上 ,还 可 以 得 到 更 精确 的 结果 ,这 是 个 庞大 的 课题 ,[2] 用 了 一 章 
(第 4 章 ) 的 篇 幅 专 门 讨论 算 子 的 正 性 . 

54. 极 小 极 大 不 等 式 : 设 义 ,Y 为 实 赋 范 线 性 空间 .A,B 分 别 是 X,Y 中 非 空 紧 凸 集 . 
泛 函 f:A x B-> Ri 满足 ; 

(1) VyE€B,f(:,y) 是 A 上 的 四 泛 函 且 上 半 连 续 ; 

(2) VzE€EA,f(zx,*) 是 B 上 凸 泛 洱 且 下 半 连 续 , 则 存在 (zo ,yo) E A XB, 使 得 

f(xy0) SR frosy) SR fr Yr,y EAXB. 
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提示 ;利用 泛 函 分 析 中 凸 集 分 离 定 理 (Hahn-Banach 泛 函 延 拓 定 理 的 几何 形式 ). 

上 述 不 等 式 称 为 Von Neumann 极 小 极 大 定理 (鞍点 定理 ) ,是 对 策 论 的 基本 定理 , 它 
在 非 线性 泛 函 分 析 及 最 优化 理论 中 也 有 重要 应 用 . 上 述 不 等 式 已 有 许多 推广 ,特别 是 Fan 
Ky 对 此 作 了 系统 的 研究 ,例如 ,他 证 明 : 

设 了 是 Hausdorff 拓扑 线性 空间 XX 中 紧 凸 集 ,了 定义 在 D xD 上 ,并 满足 : 

(1) YxEXX,f(z,y) 是 y 在 D 上 的 下 半 连 续 函 数 ; 

(2) VYy EXX,f《lz,;y) 是 工 在 D 上 拟 四 函数 , 则 

min sup f(x») 过 sup f(x,7). 

([5]3;103 ~ 113;Proc. Nat, Acad. Sci. ,1952 ,38:121 ~ 126;1953,39(1):42 ~ 47; 
[35411987,194:7 ~ 13;Sion,M.[313]1958,8;171 ~ 176 等 ) 

55, Banach 极限 不 等 式 : 设 < 一 {x= (Xi, im 存在 } ,1*Y = 二 (zx 二 (zi， 
sup | z | 过 90}. 车 x 二 《ixr) Ec 定义 limz, 一 f(z). 则 了 是 空间 


c 上 的 线性 泛 函 ,而 且 了 可 以 延 拓 成 ”上 的 泛 函 下 ,使 得 


liminf x, F(z) 委 limsup x,. 


noo 


这 时 F(z) 称 为 z 在 1” 中 的 Banach 极限 . 
56. 广义 Riesz 位 势 算 子 不 等 式 : 设 玉 为 R" 中 区 域 , 0 过 a 二 n, 广义 Riesz 位 势 算 
子 定义 为 


Ta = | fC gy. 


| z—y| 
当 玉 二 R" 见 No. 32(5). 若 0 二 jCE) 二 吕 ,ff ELL(E), 则 
Tf EL(E),， 式 中 1<g< 
而 且 
Vi* ， 
Tszils 委 CCoe) fl, 式 中 Clq,a) 一 “ 工 [ACE) Je 。 


一 (1 一 zj] 
V, = 一 是 R* 中 单位 球 的 体积 . ([173]421) 
rT(g+1 
57， ”微分 算 子 不 等 式 ; 设 A(z) 是 C”(R") 函数 , 取 值 于 实 对 称 nXn 和 矩阵 , 且 其 矩阵 
积 . 定义 微分 算 子 
L(f) = DEVWIEEN 


大 ,7 一 


若 fE€LbCR"), 使 得 LCf) E LiCR"), 则 对 任意 非 负 的 g € CY CR"), 成 立 Kato 不 
等 式 : 


| fe 1 L(gszdr |, RelCsgnf Cz) Lz) gr)dr. 
式 中 sgnf 是 y 太 的 符号 郑 数 . ([167]178) 
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58. ” 算 子 数值 半径 不 等 式 ; 设 X 是 复 Hilbert 空间 , 算 子 工 的 值 域 定义 为 QT) = 
{CTzr,7z) :x E€ ,z= 1}), 而 算 子 工 在 X 上 的 数值 半径 定义 为 
wT)= sup{| 4|:A€E Q(T} = sup{| (Tr,z) |:|| zl = 1}. 
TE B(X) 表示 是 全 上 有 界线 性 算 子 . 则 对 于 荆 E B(X), 下 式 成 立 
(1) wT) < TI < 20D). 
(2) ”若是 非 零 复数 , > > 0, 且 TT 一 并 | 声 r, 则 


0 TI mw(D < 


2141° 
> 
G 车 [41>r 17 一 1 < 和 1- (THT) ] < 人 去 1， 
272 
oT ~w(T) < wT). 
: EE 


(4) “DE (aTIF TY) 大 171 


(9) 1T SodD+ 和 THT TI 1) (TA0) 


‘6) HTN? SE me) + (T+al TH mo) To ill?, 
式 中 t+ € Ri, a € [0,1]. 
(7) oo HTT 过 inff 1 Tal:te€ R}. 


(8) Th? < F(T) + 广 inf{ TT—#l?+ Tal ee R). 


(9) 1TI?<I( TT+ TH THI?+ To 1TI .TI*,， p>2. 


(S. S. Dragomir,[330 ]39(2008),1 ~ 7) 


第 十 五 音 ”概率 统计 不 等 式 


本 章 用 P(A) 表示 事件 的 概率 ,o 为 基本 事件 ,2 = {w} 是 一 切 基本 事件 的 集合 , 称 为 
基本 事件 空间 . 事件 构成 c 域 9G, 于 是 ,(2,9G,P) 为 概率 空间 . 设 上 = &(w) 是 定义 在 2 上 的 
实 值 琐 数 , 若 Vx € R',{elw) 二 xz} € 9F, 则 称 & 二 = &(w) 为 随机 变量 ,F(x) 二 P(E 二 x) 称 
为 & 的 分 布 联 数 . 

若 存在 可 数 集合 五 ,使 得 PCSE E) 二 1, 则 称 & 为 离散 型 随机 变量 . 若 对 于 所 有 R,P(E 
一 Xi) 一 力 之 0, 且 之 7 记 二 1, 则 称 (pi) 是 的 概率 质量 函数 . 若 分 布 函数 下 绝对 连续 ， 
即 若 存在 非 负 函 数 f(x) ,使 得 对 每 个 实数 z, 有 

F(z) = [fa 


则 称 6 是 连续 型 随机 变量 ,f 称 为 & 的 概率 密度 函数 , 记 为 p. a. f. ,下 称 为 累积 分 布 函数 ， 
记 为 cd.f. ;因为 


limFCz) 一 上 fiDdt 二 1 所 以 Pla 过 gb) 一 FGO F(a) 一 [far. 
设 F(x) 是 随机 变量 上 = &(w) 的 分 布 函数 ,g(z) 为 一 元 Borel 可 测 函 数 . 若 L-S 积分 
| 1 gz) | aF(z) < 0, 则 


Eg(€) = | gw)aF lz) @C 


称 为 g(6) 的 数学 期 望 ( 亦 称 概率 平均 值 ). 
对 于 连续 型 分 布 函数 F(z), 若 R(z) 二 f(x), 则 @ 式 变 成 


Eg(e) = | gce) fcz)dz， @ 
对 于 密度 矩阵 为 
Xl Xo Ts 总 前 | 
| p: ps 关 
的 离散 型 分 布 F(x) ,中 式 化 为 
Eg(e) = 2 gx)p;. ®@ 


特别 地 , (1) 车 取 gCx) 二 x*(k 之 0), 则 称 瑟 * 为 & 的 & 阶 矩 ,或 有 阶 原点 矩 , 记 为 mx. 
p14 二 EL(& 一 EE)*] 称 为 8 的 k 阶 中 心 矩 ， 

(2) 若 取 8(Cz) 一 | z| 人 之 0), 则 称 瑟 16 为 的 有 阶 绝对 矩 ,一 EC 6 一 成 1) 称 
为 $ 的 阶 中 心 绝 对 算 . 
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(3) ”车 取 g(zx) = (z 一 戊 )?, 则 称 ECE 一 国 )* 为 & 的 方差 , 记 为 履 , 即 


De = | (zr— Ee)’dF(z). @® 
通常 记 。o = VDE. 当 F(zx) 为 连续 型 或 离散 型 时 ,@ 式 分 别 化 为 

ps =|- ( 工 一 Ee)’:f(zx)dz, © 

Dé = Da — Ee)’p,. 人 


设 (&,w) 是 二 维 随机 变量 ,&,7 的 数学 期 望 方 差 都 存在 , 则 8 与 7 的 协 方 差 定义 为 
cov(£,n) = E(€— EE)(y— En), 
车 DE,Dy 都 不 为 零 , 则 称 


y 一 cov(é&,n) 
VDED7 


为 上 与 了 的 相关 系数 . 

概率 论 的 基本 概念 与 实 分 析 ( 测 度 与 积分 ) 相应 概念 的 对 比 见 [118j278 ~ 279 ,例如 ， 
A CB 表示 事件 A 发 生 引起 事件 B 发 生 ,A“ 表示 事件 A 不 发 生 ,A U 召 表示 事件 A,B 至 
少 有 一 个 发 生 ,A 门 如 表示 事件 4A,B 同时 发 生 , 等 等 ， 

在 本 章 中 , 若 无 特别 声明 ,还 统一 使 用 以 下 国定 的 记号 ,4,… 为 随机 变量 ,S, 一 


Hed = D8) = HA, e= LG EO = LD Ee),5= (#2) 
k=1 k=1 nl 7 A=1 7 k=1 


1/2 
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一 、 事件 概率 不 等 式 : 


下 面 设 A,B,Ai 为 任意 事件 , AAB = (A 一 B) U (8 一 A). 
1. 车 ACB, 则 P(A) < P(B). 

2. P(ANB)S<min(P(A),P(B)} P(AU B); | P(A)—P(B) |< P(AAB). 
3. max{P(A),P(B)} < P(A U B) < 2max{P(A),P(B))}. 

4. | P(ANMB)— P(A)PB) |<1/4. 


5. Piminf4) < liminfP(A;) 委 limsupP(A) SS PIimsup4A) 委 lim DP CA). 
天 ee ko0 kco k=o0 No En 


(注意 :liminfAs 一 U 人} AslimsupAs 一 站 U A,) 
6. [MCU] P(A U B)PCA N B) < P(A)P(B). 


7. POU A < PD PA; 
一 k=1 


P{CU ADACU Bi)) < PoU (AiAB)) < PAAB,). 
k=1 kl k=1 | 
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8. P(N Ai)>1- PU- PA). 
k= k=1 
9， Boole 不 等 式 :P(A ni B) 宇 1 一 P(A') 一 P(B"). 
推论 1 Pcn As) 之 1 一 2) P(AE). 
和 k=1 


推论 2 设 PCA)==p,P(B)= 二 1 一 Vp,0 二 pp 三 1, 则 P(A mn B) > 0. 
10. 蕴涵 法 则 : 若 Ai | A:C B, 则 
P(B') < PA; U As) < PAI) + P(AS). 
11.。 Bonferroni 不 等 式 : 
PP) — PPOA; NAY) SPOY 4 < PPA. 
一 k=1 


j<k 


1998 年 , 石 焕 南 推广 为 : 设 如 二 ,车 加 为 偶数 , 则 
PCU AD > DD™ 5) P(A As) 


1 < en 了 一 


若 m 为 奇数 , 则 不 等 号 反 向 ,证 明 用 数学 归纳 法 . 〈[351]1998 ,2:17) 


12， Chung-Erdis 不 等 式 : 若 P( U A;) 二 0, 则 


[Pc 一 PPA <2P(U Ai) > PCA, NN A). (L143]202) 


lj< hn 


13， 若 P(B) >>0,P(A1B) = 王 全 有 2 称 为 事件 么 关于 事件 也 的 条 件 概率 , 则 
P(A') 


(1) P(A|B)1— ECBy 
1 


P(A) 十 PCB) 一 
了 (了 B) 


二 、 随机 变量 的 数字 特征 不 等 式 


P(A)++ P(B) 


(2) Pt(B) 


P(AIB)< 


1. ”Helder 不 等 式 : 设 EC 71) 过 0,E(| 8&4?) 之 0， 1<p<%, 广 十 二 一 1 则 


EC &m 1) LE 1 IT?LEC » 1 1%. 
仅 当 存 在 两 个 不 全 为 零 的 常数 a,B, 使 得 Pla | &1? 十 8111 一 0) 二 1 时 等 号 成 立 . 
特别 地 ,p 二 9 二 2 时 ,得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 
| EC(&y) |< EC( 8 |) SLEC EI NTE 71 1. 

仅 当 存在 实数 a, 使 得 P{af 十 7 一 0} 二 1 时 等 号 成 立 . 
证 “利用 第 3 章 No, 27. Young 不 等 式 ; 

lw llal+L|oh. 

p q 

令 a=t[EC 81?)1Y?,6= WEC 7 | )1, 


并 在 不 等 式 两 边 同时 求 数学 期 望 ,得 到 E(| ob |) 去 三 十 二 一 


~p 


786 第 十 五 章 ”概率 统计 不 等 式 


注 “Cauchy 不 等 式 还 具有 以 下 形式 : 

(1) E(&) 委 [EC]?LECY)J®. 

(2) ceov( 印 ) < [DCEO TLD YY. 

在 实际 应 用 中 , Halder 不 等 式 还 可 写成 以 下 形式 : 

设 (Q,9,P) 为 概率 空间 ,(X, 》) ,py) 为 oc 有限 测度 空间 ,为 XXQ 上 非 负 乘 积 可 测 
函数 , 则 


| .ee[j logf Crs) Pede) jn = exp 人 | aog[| Sf Cr dr) JPCdo) | 


1987 年 ,Duoandikoetxea,J. 证 明了 反 向 Holder 不 等 式 : 
设 和 一 (6 ,6&,…) 是 随机 变量 ,其 中 是 独立 的 ,并 且 有 分 布 函 数 
exp( 一 x | x 1 ), 若 P(8) 是 变量 名， 名 的 下 阶 多 项 式 , 则 
EC(I PI gE Pl) ,2<g9< 
EC(| PI) 4EC( PI) ,0<g<2,a = k((2/9)— 1). 
([308]1987 ,101(3) :487 ~ 491) 
2. Minkowski 不 等 式 : 设 p 宇 1,E1t1*< 之 co,E|y1? 过 0, 则 


(El|étyl ?EEIEl?) +E|y|?)". (1. 1) 
若 0 二 p 二 1;, 则 
五 | 人 十 7 上 委 下 1 和 上 十 五 | 71 (1. 2) 


证 车 pp 二 1, 则 从 | 十 7| 委 || 十 | wy| 可 立即 推 得 (1.1) 式 ; 若 p 沁 1 且 Els 十 

7 | 一 0, 则 (1.1) 式 显 然 成 立 ; 若 pp> 1,E | & 十 wy1* 关 0, 则 从 
| s+ yl* le1 | 二 Ty) 十 | 7 1 1&7 1 

有 

Elégét+ry|l*<ECd El E+y|”) + Ey|*|é+ 7 1 ). 
右边 利用 Holder 不 等 式 即 可 推 得 (1. 1) 式 . 

当 0 二 pp 过 1 时 ,从 18 十 71* 志 | &1* 十 | wy 1? 即 可 推 得 (1.2) 式 ， 

3.。 C 不等式:E(| 十 w1*) 志 C,《E181* 十 | 71*), 式 中 


2 和 , 力 之 1 
C, = 
i 0 一 六 去 1. 


推广 E(| Ps’)< CDEC ES 1°) ,中 
Cc, -人 2 1， 
1,，0<p<l. 
4. Jensen 不 等 式 : 设 随机 变量 $ 取 值 于 区 间 (a, 忆 ,一 co 委 &a<<8 委 co,g 是 区 闻 (a， 
5) 上 连续 的 凸 函数 . 则 当 碾 ,Eg(&) 存在 时 ,有 
g(Eé) < Eg (é). 


证 ” 任 取 zs。E€ (a;5), 设 曲线 y= 二 g(x) 在 点 zo 的 切线 斜率 为 k(xo), 由 曲线 的 凸 性 ， 
有 g(x) 守 g(zo) 十 k(xo)(z 一 zo). 取 zo = 成,x 二 ,得 
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g(E) > gEE) + EC(CEE)(E— EE). 

再 由 数学 期 望 的 单调 性 及 非 负 性 即 可 得 证 . 

注 : ”所 证 不 等 式 可 加 细 为 :0 < Eg (9 一 g(E¢t) < E(eg'(6)) 一 ECg8 (8))E(8). 

([3301]34(2003) ,175 ~ 187) 

5， Lyapunov 不 等 式 : 设 0 二 pp 三 4, 则 

FEC 1 < [EEC 4), 

仅 当 & 为 退化 的 或 p 宇 0 且 EC(&*) 一 co 或 ga 委 0 且 FE) = oo 时 等 号 成 立 . 

证 ” 令 1= 二 g/p,g(x) 一 | xz |', 利 用 上 述 Jensen 不 等 式 即 可 得 证 , 另 见 [6]455. 

推论 1 设 p 达 pi 之 ps 宇 0; 则 

CLEC 生生 让 加 TEC elm) ”rE él») "Yl1. 
推论 2 设 p 宇 1,; 则 成 立 Rao 不 等 式 : 
[EC §11* [EC €17 EEC §£1" 7 了] 
(Linear statistical inferences. Wiley. 1973, P149) 
6. AG 平均 不 等 式 : 设 8 为 非 负 的 随机 变量 , 则 
Es > expE (lné). 

仅 当 & 为 退化 的 ,或 E(n€) = co 时 等 号 成 立 . ([6]454 ~ 455) 

7. 设 £ 为 非 负 随 机 变量 , 则 当 7r 汪 0 时 , (EE")' 之 expE(1n6) ,而 当 >< 0 时 ,不 等 
号 反 向 . 仅 当 8 为 退化 的 或 7r 宇 0 生 成 " = ce 时 等 号 成 立 . (16]455) 

8. 设 t 是 具有 有 限 一 阶 矩 的 正 的 随机 变量 , 则 

(1) pp 宇 1 时 ,[E(8)]? 过 EC(8) ,0 过 pp 才 1 时 不 等 号 反 条 . 

(2) E(1/é) < 1/Ee. 

9. ” Kruskal 不 等 式 : 设 4 是 具有 有 限期 望 并 且 满 足 E 之 wa>0 的 非 退 化 随机 变量 , 则 

EC(V8E ~—a’) < V( 配 和 到 一 叶 .([143]201) 

10. ”优化 向 量 不 等 式 ; 设 6，…,& 为 随机 变量 , 且 联 合 分 布 关 于 它 的 分 量 的 排列 是 
不 变 的 . 若 向 量 忆 = (61,… ,6b,) 被 向 量 a = 一 (aas) 所 优化 , 即 a,6 的 各 个 分 量 可 重新 
排列 ,使 其 aa 疡 as 疡 人 a 之 放 之 全 疡 名， 


k 
Da Posk=1,.%,n—1, 


a, 一 p26,. 〈 见 第 七 章 $ 1 定义 6) 
又 若 了 是 凸 的 对 称 函 数 , 则 


Ff (ai 如 9 Ce) 之 Ef (bié "°° ,D&E, ). 
(Marshall; A. W. 等 ,[301 ]1965,12:87 ~ 90) 


11. [MCU]. 设 &,w 为 随机 变量 ,E(&) 一 E(w) = 0,D(8) 一 也 (7) = 1,cov(€,7) 
二 7, 则 ECmax{& ,7 )) 志 1 十 Vi 一 7. 

12. Gurland 不 等 式 : 

(i) 设 Ag 是 两 个 同 向 单调 函数 ( 即 同时 递增 或 同时 递减 ), 且 至 少 有 一 个 连续 , 则 
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ECf(A)g(8)) > E(f(O)E(g (A)), 
若 f,g 蜡 向 单调 ( 即 其 一 递增 , 另 一 递减 ) , 则 不 等 号 反 向 . 特别 当 & 为 非 负 随 机 变量 时 ,下 
式 成 立 
E(é£?!) < E(t)E(E),(p > 0).(Amer, Statist. 1967,，21(2):24 ~ 25) 
(2) 设 户 ,万 为 非 负 单调 连续 函数 , 且 都 递增 或 都 递减 , 则 
E(]TAcn)> IT Ee). 
特别 , 当 & 为 非 负 随 机 变量 ,p 宇 1 或 p 记 0 时 ,下 式 成 立 
E(8) 守 [E() ?LE ?> [LE(?)]. 

(Amer. Statist. 1968 ,22(2) ;26 ~ 27) 

13. 设 & 为 正 的 随机 变量 , 则 

(1) 车 户 >0,90, 则 EC(emrm)E(e?) < E(e) E(er!); 

(2) 者 p 之 0, 则 


1 五 (el) E(E WY ) 
[ECE) 1 < [ECe) J*! “< ECE) 


《Sclove 等 . 1967) 

14. ” 设 & 为 非 负 随 机 变量 , 则 

(1) pp 之 gq 这 1 时 ,E(8?) 守 [EC(€”") >[LE(E) +[EC(E) — CEE) 1]; 
(2) Pp 守 2 时 ,E(&?) > [EC(E) D+ [DCE) 1?, 

(Tong, Y.L. ,J. Amer. Statist, Asso. 1970,65:1243 ~ 1247) 

15. ”对 任意 实数 4a,D(&) 委 E[ (8 一 a)*], 仅 当 a 一 E(&) 时 等 号 成 立 . 


XE(E?). 


16. 设 & 是 离散 型 随机 变量 ,P(E 二 zi) 二 piyl 世 上 nn. 令 a 一 2D pixs, 
: k=1 


AM 一 max{ zx} 172 一 min{ x} , 则 
C1) De < Ma am lM-m’. 


(Moors 等 . Sankhya B,1971,33:385 ~ 388) 
(2) 设 g 是 C" 代数 A 到 C*" 代数 B 的 正 单位 线性 有 映射 ,a 为 A 中 自 伴 元 ,m 志 a 
委 M, 则 


ga) — [gC IM- ga) g(t) — me Mm)’; 


-1 (CM 十 ma)2Lg(a)] 
) 入 ALMm ”9 


g(a > 0. 


(L305]2000 ,107(4):353 ~ 357) 

17. [MCUJ. 对 于 取 值 [4,65] 的 二 阶 矩 存在 的 随机 变量 &, 恒 有 

(1) sa < E(t) < ob; 

(2) E(é) < (6— a)’/4. 

18. 设 是 存在 有 限 二 阶 矩 的 随机 变量 ,a 是 有 限 实数 ,7 一 min{€,a} , 则 
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EC(n— En)’ < EC(E— FEé)’. 
19. ” 设 是 有 二 项 分 布 的 随机 变量 , 它 的 参数 为 (n,p), 则 Y&R:1 志 kn, 下 式 成 立 
EC(min{€,k)) > k{1—[1— (p/k) 1). 
问题 :对 于 Elmin{&,k}), 有 比 min{np ,&) 更 好 的 上 界 吗 ?([305]1991,98E3332) 
20. ” 钟 开 莱 不 等 式 : 设 & 为 非 负 随机 变量 , 则 
(1) pp 之 1 时 ， 


E(|3 Ds|) 之 二 ;> | & |?; | ( i 
(2) 车 Pp 之 1, 则 ELC Ye)’] 之 YE(ee)， 当 户 委 1 时 ,不 等 号 反 向 , ([30]314) 
21. 设 生 …,5& 为 独立 随机 变量 , 且 中 位 数 种 为 零 , 则 


E(D lsl). 


四 < iPrEd 1). 


k=1 


nO—1 


cd 这 spD> 击 | 


(Tukey,J. W. ,Ann. Math. Statist. 1946 ,17:75 ~ 78) 
22. 设 后 为 独立 同 分 布 随机 变量 ,ECE) = 0. 若 jm [se N,EC&”) < co ,实数 


(ak》 满足 》)a? 二 1, 则 
k=] 
(1D) E(Daki) < EE). 
k=1 
nn m—2 
(2) m2 时 ,E( Dkr)" < (z) (2m— D1IECE”), 
k=1 
([336]1981,2(4) :451 ~ 461) 


23. [LMCU]. 设 名 是 二 阶 矩 有 限 的 随机 变量 , 令 Si 一 一 > 1 <& 扫 nn, 则 


友 
(1) Si SE 8; (2) E(maxSi) < nD ECS). 
j=1 


24. Whittle 不 等 式 : 设 与， 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 且 P(E 一 土 1) 一 1/2， 
1 过 k 委 n, 则 对 于 任意 实数 bis1 过 Ee np 之 2, 有 


E(| < KCpsn) (PR) (1. 3) 
k=1 


到 一 


式 中 KCpsn) = 2 > 1 Ia 一 中 |, 仅 当 户 一 2 或 所 有 上 六 的 绝对 值 相等 时 等 号 成 


立 .([352]1989,16(3) ;350 ~ 351) 
. 25. Moran 不等式: 在 No. 24 的 条 件 下 ,Moran 猜测 ,对 任何 实数 wa 疡 as 宇 … 之 a 
p> O,n 之 1 ;有 


1 ,< 2 /2 
E(| Dot)> (Di) » (1. 4》 
仅 当 ai 一 ao 一 …… 一 一 0 时 (1.4) 式 中 等 号 成 立 . 1984 年 刘坤 会 证 明了 上 述 猜 
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测 . ([364]1984,3:193 ~ 209) 

问题 :(1. 3) 式 左边 的 下 界 是 什么 ? 

26. 1987 年 邵 启 满 证 明了 取 值 于 Banach 空间 的 9 一 混合 序列 的 矩 不 等 式 . 作为 推 
论 ,对 独立 情形 得 到 了 比 Marcinkeiwicz-Zygmund 不 等 式 更 为 实用 的 矩 不 等 式 , 即 


Rn 
(1)” 设 {&} 是 实 值 随机 变量 的 p 一 混合 序列 , 令 Si(n) 二 之 6. 车 存 在 正 的 数列 


{C64) ,使 得 对 于 每 个 k 宇 0,n 宇 1,m 二, 都 有 ESi(m) 过 Cc, 则 对 每 个 a 之 2， 存在 仅 
依赖 于 gC(.) 和 9 的 常数 六 ,使 得 
下 (max | SC) 1 用 民 (CC8Y 十 五 ( max | & 1°)). 

kITn 


1<j< 


(2) 设 扣 6 为 独立 随机 变量 序列 , 若 疏 ; 二 oo,Eéti 王 0,1 委 有 委 2 则 对 每 个 
g 守 2, 有 


EcCmax | $1) < (969)°[ (2 Ee) + ECmax 16 1]， 


式 中 Se 一 沁 , 式 申 的 阶 不 能 殖 改 所 作者 还 进一步 猜测 ,这 个 不 等 式 对 于 拷 差 序列 也 


同样 成 立 ， 但 未 能 证 明 . 

(3)” 设 &,n 为 任意 两 个 实 值 随机 变 景 , 铬 存在 正 数 A,a,ci,cs 及 0 一 6 一 1, 使 得 对 
于 所 有 zzA, 都 有 PO wl 宇 7z) 过 cP(| 6| 宇 ax) 十 cP(| | 之 妈 ), 则 对 每 个 4 二 0， 
当 0 过 6 之 时 ,有 


A’+caa ‘Elel' 
(1— cb ?7) “ 


(L334]1988,31(6) :736 一 7473L339]1989,9(1) :24) 
27， Prophet 不 等 式 : 设 {$%) 是 定义 在 概率 空间 (2,9,P) ,并 在 区 间 L0,1] 中 取 值 的 
独立 随机 变量 列 ,T 了 是 所 有 有 限 的 几乎 必然 的 停止 时 间 的 集 .1987 年 Hill,T. 等 证 明 
Esupé,) 一 supEé, << 17/4. 
当 n 宇 2 时 ,上 和 界 是 最 好 的 . ([ 308]1987,83;582 一 585) 
1990 年 ,Jones,M. 证 明 
ECmax(é Ti)) supE(§ tk) < [l/cjy (1 一 ea， c>0; 


Elyl’< 


n 


El(max(S jc) — supE(& 1) < 人 元) (Cc > 0)，; 
EC(max(&é—ic))— supE(é—t) 过 ll/e (cc 之 0). 
1<Jssm ET, 


上 述 三 个 上 界 都 是 最 好 的 . (J. Mult. Anal. 1990,34(2) .238 ~ 253) 
28. ” 设 &,y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 
(1) D(é&y) 之 De) DN). 


en 


(3) 车 下 (6 = Em) = 0,E(71) 存在 , 则 
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?(7)> BD 

(2) (3) (Mullen, K. ,Amer. Statist. 1967 ,2(3) :30 ~ 31) 

29.” [MCU]. 设 8,w 是 正 的 随机 变量 ,其 联合 密度 函数 f(z,y) 关于 每 个 变量 x,y 递 
减 ,E(E) ,Ely) 过 co, 则 

(1) E(é + EC 3E(| Ey 1); 

(2) 车 0 二 &,y 二 1, 则 4E(&y) 二 3E(| & 一 p91). 
1 (Ce 之 7 刀 
0 (< 7) 
3E(| 6 一 71) 一 忆 (e — E(y) = 2E{[(é— 2 86n + [7— 2é9p1r8 J). 


提示 : 设 gues -| 是 (三 由 的 特征 函数 , 则 


EL(E 一 27)pte>y] 一 | | 一 2y) zyy)dydz 之 


> 27cz dydz+| [zr—2 f(r,F)dydr = 0. 
0J0 


同 理 ,E[ (wy 一 26) giw-sj 全 0. 从 而 (1) 得 证 . 《2) 的 证 明 类 似 . 
30、 车 ,9 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,EC&) 二 0, 则 当 1 委 娟 委 2 时 ,下 式 成 立 
(I/DEC| 6 一 了 REC I? EE 71*); 
31， Bennet 不 等 式 : 设 ECGe) = 二 0, 1 8 之 M,p 之 2, 则 
EC(&) < EC €1*) < M* De. 
当 上 有 二 3,5,7,…( 奇 数 ) 时 ， 


Elt|<M™De 一 < MDé. 
+ (7 ) 


1 ( J 


(Biometrka,1965,52:559 ~ 569) 


32.。 设 6 是 随机 变量 ,其 密度 函数 f€ AC[a,bj,f' El”[a,b],F(zx) 一 | fa 
则 


| ce + (53)Pen ~ 


< 二 6 一 1-[(z 一 上 六 入 + 在 


Cb | 
过 证 6 一 a) 1 FF- YzEe [ago 
(Barnett,N. S. 等 ,[330]2001,32(1) :55 ~ 60) 


(2) | EC) 43 2 [f(b) — f(a)] | 


若 FE 本 > jy 十 (1/gq) 二 1, 则 (1.5) 式 右 端 改 为 


(1.5) 
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(bp— a)?ile | f'— £0 fa) | 。 
8(24 十 1 b—a * 


车 Af E€ LLa,5b], 则 (1.5) 式 右 端 改 为 
(8 一 CD) / 
8 fF 


(Barnett 等 ,[330 ]2002,33(2);127 ~ 128) 
33， Keilson 不 等 式 : 
(1)” 设 f(z) 为 对 数目 函数 , 则 


(< (PP)- 


(2) ”离散 分 布 情形 , 即 了 是 定义 在 非 负 整数 集 上 的 对 数 凹 函数 , 即 满足 
f° (8) > FE 一 1)7CGR 十 1)， 则 


< (Eee et) 


(Ann. Math. Statist. 1972,43.1702 ~ 1708) 


34.， 设 (B,|‖. 1) 是 实 可 分 的 Banach 空间 ,&,…6& 是 独立 的 B 值 随机 元 ， 
EClé|?) < ,lkESn. 
(1) 车 1 二 p 声 2, 则 


E(| Ds EY)|) <ep DEE 
k=1 A=1 A=1 
(2) 若 户 >2, 则 
E(| 1 > 上 —E(l 3 的 < of PE 1& 1 + (PE Is 4))”]. 
设 EB,p 之 2, 则 (2) 可 改进 为 


已 (| 1 Da 上 一 到 (| 2 上) 


f(6) — fla) 
sl 
a 


<c[ 袜 BC1s a DE 1) 

1992 年 , 刘 立 新 利用 优化 方法 作 了 进一步 推广 : 设 (X, ,| 。 | ) 是 半 范 可 测 向 量 
空间 ,6 为 X 值 独立 随机 元 列 ,S, -26 ,Ya € X, 记 A ~ DE I& — zl), 
B, 一 了 ECs 一 zy).g 是 Ri 上 非 负 同 的 偶 函 数 ,gC0) = 0,Eg(1& |) 二， 
1 hn0 A,B 二 oo, 则 Yr > 0, 下 式 成 立 

Eg(|S,| —E|S,|))< DEg cr) 和 一 Zz D+2e[ GT 二 区)dg(z)， 


Eg(|S,| 一 已 (C1S, 1 7) < DEg Car 名 一 2 D+2e), a tri) "dg(z). 
(吉林 大 学 学 报 ,1993,1;1 ~ 6) 
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35. cov(6,7) 魏 DY). 


特别 , 当 &,7 为 正 的 随机 变量 时 , 阁 0 过 p 志 1, 则 
cov(E,7) 世 D[3 (8 + )]?; cov(€, 2) < De). 


(Kimeldorf,G, 等 ,J, Amer, statist, Asso. 1973 ,68;228 ~ 230) 
36. ”方差 平均 不 等 式 :2003 年 文 家 金 等 引入 方差 平均 D,(z,p). 设 P{€== zx) 二 pi， 
1 二 kn. 


E(® = A(z,p) = Spr, 
3 


ps 


天 


EC(Ee’) = A(zx’ ,pp), D, (6) = A(zx’,p)— [A(zr,p)], 


2 D, (&) 1/(r—2) 
rl(r—1) Dc) ， 


(1) 若 r EE N,r 计 3, 则 D,(z,p) 守 Di(zx,p); 量 


D.Cz,p) = | r > 2. 


2 1/(r—2) 
D, (zx,p) > (7 ) Alx,p), 


式 中 (2/r)"”? 是 最 佳 常数 . 
(2) ”猜想 实数 7 宇 2 时 ,D,(z,p) 关于 > 递增. ([351]2003,2;19 ~ 32) 


37. 设 0 过 和 过 Foz) 过 My zeE[a,bl, 记 A= | Fe 一 去 ca 二 ， 则 


(1) A (6a)(M— m). 


Cb 2 (5 小 


Ga (M- oa) 


(3) A 


《 刘 证 , Appl. Math. E-Notes7(2007),93 ~ 101) 


ECUS+tmD ) ~ EC) , EC(y') 
DD ECeTD DF ED + Ey 
(2) 2 十 二 (Brown) 


: 宇 
EC((E+7 1 EC) EC) 
({[305]113C9) (2006) ,817 ~ 822) 
39. Rosenthal 不 等 式 : 设 :1 委 & 委 9) 是 具有 零 均值 的 实 值 独立 随机 变量 序列 ， 
P 之 2,， 则 存在 常数 Co ,使 得 


E(| Ds) )S Cmax( DEQ 1), DE 1 )]). 
(Israel J. Math. 8(1970) ,273 ~ 303) 我 们 问 :C, 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
40、 设 XX 是 Hilbert 空间 ,2 声 2 过 0, 则 存在 常数 C 二 0, 使 得 对 于 任意 具有 零 均 
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值 的 X 值 独立 随机 变量 序列 6 ，…,6 ,有 下 式 成 立 
CE el) + oesln)}<El(| 3 


<CIE((D 1a) )t DE 1&1?)). 
(L414]23(1)(2007) ,4 ~ 10) 我 们 问 ,常数 C 的 大 小 能 确定 吗 ? 
41. 设 全 ev， 7 9 分 别 是 独立 同 分布 的 随机 变量 ,D(6 ) 一 oi， 了 (7 ) 一 
忆 ，92 是 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 , 则 


forsy) — Ya 全 fa 9 (EL)y (2 2 deds 


C of oz 20102 
C/T 
Sa(m nt rm) 

式 中 f 在 定义 域内 连续 且 二 阶 偏 导数 一 致 有 界 . ([330]34(2003) ,371 一 381) 


$2 概率 分 布 困 数 不 等 式 


1]. Chebyshev 不 等 式 : 设 上 > 盖 0, 则 
| P{| e 一 饿 | 之 站 太 (o/D)? 或 P(| 一世 | 之 to) 志 1/e. (2. 1) 
注 1 对 于 碾 * 到 co,(2.1) 式 不 能 再 改进 . 但 若 高 阶 矩 存在 , 则 在 某 些 情形 下 ,(2.1) 
式 仍 可 改进 . 例如 ,我 们 有 : 设 下 1 和 1 天 co, 心 一 0 一 V 想 , 则 对 于 上 > 之 1, 有 


Ee 一 of 
PI él 各 < BerT ep oR (2. 2) 


若 + > > , 则 (2. 2) 式 比 (2.1) 式 好 ;但 当 1 二 关 王 二 过 时 , 则 (2. 2) 式 比 (2 


1) 式 差 ;着 0 二 1 达 1, 则 P{| Ee 一 EE | 宇 w} 志 1 

注 2 (2.1) 式 是 由 Bienayme(1853) 与 Chebyshev(1866) 独立 发 现 的 ,但 在 近代 文献 
中 ,(2. 1) 式 及 其 各 种 变形 和 推广 都 称 为 Chebyshev( 型 ) 不 等 式 ,将 其 应 用 于 随机 变量 之 
和 ,在 各 种 形式 的 大 数 律 及 重 对 数 律 的 证 明 中 起 着 重要 作用 、 

注 3 〈2.1) 式 可 推广 为 

P{| é— Et | 之 20} +P{| em Et |> 30) 1/4.([305]2000,107(3);282) (2. 3) 

2. 单 边 Chebyshev 不 等 式 (Cantelli 不 等 式 ) : 设 DE = 到 天 co, 则 当 上 >>0 时 ， 


2 
一 一 I . 
Pié E>0 > Tr: 


当 : 二 0 时 ， 
02 £2 
P{é— E>>t)}>!]1 ni FF 
3， Cantelli 不 等 式 : 记 v, = E(| 6 一 瑟 12)， 
(1) 车 世 坊 bwp/v05sP 宇 1, 则 P{| 8 一 FF | 之 1) 坟 vy, /2 
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2 
- 雪 - > 2 ， 之 1, 见 一 p> 和 Uzp Up , 
(2) 车: > pp 之 1,; 则 P{|& EFI < rT 


4. Markov 不 等 式 : 设 E(| cl) 二 oo,p 放 0, 则 Vt 守 0, 下 式 成 立 


Pll el>0 < 8. (2.4) 
特别 地 ,有 P{| 6 一族 | 之 小 < 之 和 夺 上 2， 
更 一 般 地 , 设 g 是 R' 上 偶 函 数 且 在 [0,co) 上 递增 , 则 Vi 之 0, 下 式 成 立 
Ees(O—g8() pewt < EE (2. 5) 


gt) “” 
式 中 a. e. supg (6) 一 infft:P{g(6) 宇 ) 二 0}, 若 g 在 R' 上 递增 , 则 (2. 5) 式 中 间 一 项 
P{1& | 宇 换 成 P(E 宇 ), 其 中 :为 实数 . ([78]233) 

车 g 是 非 负 Borel 可 测 函 数 , 若 Eg (8&) 存在 , 则 Yt > 0, 下 式 成 立 


Pig(®) > < ES. 


a.e. supg(é) 


5. ”指数 不 等 式 : 设 c 守 > 0,t1 > 0, 则 


Pts>0 < 
6. ”Gauss 不 等 式 : 设 < 具有 单 峰 分 布 , 其 众 数 m。 与 数学 期 望 E(&) 相等 , 则 当 
1 之 20 时 ,P{| $m [> 矣 二 二 (全 ) ;车 汪 人 式 中 8 一 全 1 已 卫 , 则 
€ o 
4 1—¥ 
P(l eI>w} < 


7. Camp-Meidell 不 等 式 : 设 上 具有 单 峰 分 布 ,mo。 为 其 众 数 , 令 
二 二 (EE 一 mo)’,s 一 | 焉 一 mo | 


o 


J 2 
(1) 着: 志 三 ' 则 Plt-m | 之 ww)} 1 万 
四 2 4 
之 二 ,由 一 > 一 
行人 人 启 ' 则 和 mo | 这 二) A 入 
2 
(2) 车 :>5 则 P(e 一 成 | 之 w) 之 和 人 5 


(Savage,l. R. ,J. Res. Nat. Bur. Stand. 1961 ,65(B) :211 ~ 222) 
8. Pearson 不 等 式 : 设 户 >0,o = 二 E(| & 一 Ee 1?), 则 
1 


Ea 


P{| é— Et |> wy?) < P{|é—Eét|>w}) < 


( 杂 72 
(Savage,; 同 No. 7) 
9. Peek 不 等 式 : 设 8 一 卫 ,m 二 E(| 一 本 |), 则 当 1 宇 58 时， 


o 


Pll -Bel>w) < 7 


po (L30]316 ~ 317) 
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10. 设 f(z) 宇 mm 之 0, 则 P{& 宇 ?所 Ef (8)/m. (L30]318) 


Pl el>M) 过 于 时 二 六 全 


12. 设 8 为 正 值 偶 函 数 , 在 z>0 时 递增 , 且 P1186 委 RM 一 1 则 Yt>0, 下 式 成 
立 


Ef(é€) 一 f(t) 
P{1ElI 王 里 < yD . 


13. ” 设 f 为 正 的 递增 函数 , 则 Yi > 0, 下 式 成 立 
_ ELf(| €— Es |)| 
P{|é 大 | 全 分 入 一 AD . 


14、 Glasser 不 等 式 : 今 c = 襄 ( 言 二 玄 ), 若 c 之 1 出 
2 


C1 
P{—~av <é—E<ew)})21—e, 
式 中 i = Ed(| é— Ee | ). 
15. Selberg 不 等 式 : 设 一 a 二 0 二 B, m 二 min{a;,B};, 则 


入， 若 邮 一 形 委 2 过 208， 
Pi—~a<é—E<B > mm 
Tm 
0， 若 a8B 二:. 
《以 上 No. 10 一 15 见 L30]317 ~ 319) 
注 4 上述 不 等 式 均 可 看 成 Chebyshev 型 不 等 式 . 对 于 独立 随机 变量 之 和 ， 
Chebyshev 不 等 式 已 在 两 个 不 同方 向 上 得 到 推广 和 改进 , 即 下 述 No. 16 ~ 18. 
16. ”Kolmogorov 不 等 式 : 设 &(l 这 上 声 n) 为 独立 随机 变量 ,Eé& <co, 只 一 De 二 0， 
则 Yt 二 0, 下 式 成 立 
P{ max | S, — E(S,) | 宇和 Cavt (2. 6) 


lmn 


着 | & | 声 c,(| & | 声 c 的 概率 为 1), 则 


着 20 夺 o8 一 m’， 


2 
P{max | So 一 下 CS) | 之 ty>1 一 (二 二) [321]1928,99:309 ~ 319) 


lI<men 


(2, 6) 式 显 然 是 Chevyshev 不 等 式 : 
P{| S,— ECS,) | 7) < co/ty’ (2.7) 
的 改进 ,因而 成 为 证 明 强 大 数 律 和 随机 变量 级 数 的 收敛 性 的 基本 工具 . (2. 6) 式 的 证 明 采 
用 了 概率 论 中 全 新 的 论证 方法 , 即 当 5，…,& 固定 时 ,和 函数 Si 条 件数 学 期 望 的 一 些 性 
质 , 这 些 性 质 是 由 & 的 独立 性 所 衍生 的 . 
Kolmogorov 不 等 式 已 有 许多 推广 ,例如 : 


(1) {6&) 的 独立 性 用 {&) 为 绝对 无 偏 序列 代替 , 即 若 由 S, 一 2 产生 的 序列 形成 
一 个 贺 , 则 (2.6) 式 仍 成 立 . (本 节 No. 49) 
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(2) ”车 g 是 非 负 同 单调 函数 ,Eg (| S, 1) < ce , 则 


S, 
P{max | S。| 之 ;< E>. 


(3) ”Levy 不 等 式 : 设 (1 志 上 声 n) 是 独立 随机 变量 ,m(&) 是 上 的 中 位 数 (统计 学 中 
的 ), 则 Vz, 下 式 成 立 
P{maxLS: 一 (Se — S$,)j] 守 1} 2P{S, 宇 色 )， 


Plmax 1S—m(S; 一 S,) | 宇 人 过 2P(| 5S, | 之 旭 ， 
特别 , 当 &(1 志 过 nn) 关于 原点 对 称 分 布 时 ,下 式 成 立 
P{maxS. 宇 ) 2P{S, 之 ,P{max | S | 宇 引 志 2P(| S, | 宇 旨 . 
注 ”同时 满足 Pts 之 x) 之 方 和 了 PIs 之 xz) 之 去 的 实数 z 称 为 6 的 中 位 数 , 记 为 
m(é). 
(4)” 设 & 是 独立 随机 变量 ,86 汪 0,0 二 pp 二 1,P{| So。 | >8) 委 bb1 委 交 委 7, 则 
Pl{max | Sn p> TsP{lS, | 盖 分， 


mn 


(5)” 设 {&}) 是 独立 随机 变量 列 ,E(&1) 二 0, 邻 A= {max| S; | 之 cj},a 汪 1, 则 
“PP{D)} EE Spa EC S, 1), 
式 中 》) 为 {&} 的 尾 o 代数 ,gs 为 A 的 特征 函数 . (有 关 定 义 及 细节 见 [78]450) 
(6) Hajek-Renyi 不 等 式 : 设 &(1 之 有 过 nn) 为 独立 随机 变量 ,E(&) 一 0,0t 一 
De < oo0, {ce} 是 正 数 递减 序列 , 则 Vm,nE€N, Vi > 0, 下 式 成 立 
| max 《cs | S ) 宇 1) 牵 [ea 十 y， ctat | 
(7) ”KW(Kounias-Weng) 不 等 式 : 设 (6 ) 为 随机 变量 .下 (| & 1*) < oo, {ci) 是 正 数 
递减 序列 , Ym,n € N:z>0, 若 0 二 过 1, 则 
P{max(c | S |) 守 2 <ire% Ed 名 12) 十 六 EC & |)]; 
me kn k=1 k=m+1 


若 p 之 1, 则 
P{maxlc | Ss D> 河 蕊 Ded 和 1?) 十 六 ce (EC 号 1) 
mken 天 一 Ja 十 1 


(8) ”Heyde 不 等 式 : 设 {&) 为 随机 变量 ,{m} 为 独立 随机 变量 ,S, 一 Ya. 
= 1 
Em) 一 0,D(m) < co,0gk 一 让 — we» (ca} 为 递减 的 正 数 列 , 则 Ym,n € N,t > 0,， 
0 过 二 1, 下 式 成 立 


aE E(B) 十 Se cECR) 
k=1 


=m+l 


(1 — p)2 


P{max(lc | SS, |) 尘 引 过 
mk 


十 y) Plar 天 0)} 十 Pico | Do | i}. 


二 mt+1 
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17.” Chebyshev 不 等 式 第 二 个 方向 的 推广 是 将 Chebyshev 不 等 式 的 寡 界 换 成 带 某 
种 指数 训 减 的 界 , 从 而 导出 Bernstein-Kolmogorov 不 等 式 : 
1 


设 独立 随机 变量 名 (1 委 & 委 站 满足 巨 (名 ) 二 0,E(|51)<< Fklc EE 和 ),k>2， 


S, = >16,B, = DE(S), > 0, 则 
二 一 1 j=1 
2 


t 
PS. (> < 2exp| 3 Fa 


(2.8) 


特别 ,着 {&) 是 同 分 布 有 界 随机 变量 , 即 EL5) = 0, | | 过 Md 一 D(C》)&),a 一 区 -, 则 
k=1 


2 


PE S. I> < 20xp| 27 7 


Chebyshev 不 等 式 的 这 种 改进 ,是 在 对 被 加 项 & 添加 某 些 限制 之 下 得 到 的 . 
Kolmogorov 对 (2. 8) 式 中 的 概率 给 出 一 个 下 界 估计 ,而 (2.9) 式 用 于 重 对 数 律 的 证 明 中 . 
关于 (2. 9) 式 的 准确 度 ,可 以 通过 与 由 中 心 极限 定理 给 出 的 (2.9) 式 的 左 端的 近似 值 


~ 2 2 
-| exp( $du 一 -0 jsxp( 5 ) 

进行 比较 而 得 到 ,其 中 0 二 0 二 1. 

1967 年 以 后 ,Bernstein 不 等 式 推广 到 多 维和 无 穷 维 情形 . 

18. Bernstein 不 等 式 : (1) 设 s>>0, 参 数 和 二 0, 则 

Pl(| é— Et | 人 es) < exp(— ea){E(expA(é— Ee))++ E(expACEE — é€))}. (L32711990, 
60(1):;101 ~ 102) 

(2)” 设 {&} 是 nn 个 独立 的 随机 变量 . 若 P{| & 一世 | 二 a) = 0, 式 中 a 二 吕 , 则 
Vz 之 0, 下 式 成 立 


(2.9) 


nt 
20’ 十 (2/3)ant 
19. ”Markov 不 等 式 : 设 & 是 非 负 随机 变量 , 则 Yt > 0, 下 式 成 立 


P{| S, ~— E(S,) |>m) < 2exp{— . ([301322) 


P{S, > 1 EC()} < 1/. 
二 一 1 


20. Berge 不 等 式 : 设 &,& 是 两 个 随机 变量 ,ok 一 万 (后 ) ,covy(S ,名 ) 一 ro1ioz ; 则 
P (max| | 所 — EC(é&) | ,| & — E(t,) | =< 于 


Ol Oz 


21. ”BRZ 不 等 式 (Birnbaum-Raymond-Zuckerman 不 等 式 ) ; 设 锯 ,…,& 为 独立 随机 
变量 , 令 w = (mV4) 吧 (3 十 V5) ,8. 二 32 十 1 十 (522 十 6z 十 5)72， Viy>0, 则 当 z 为 偶数 时 ， 
下 式 成 立 


P{ D8 — EG)Y’ 之 万 22 — ng? ” 


k=1 
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当 ? 为 奇数 时 ,下 式 成 立 


2 (nt Do ， 

P{(O SE)) >¢)< 2 一 (一 1)c 
na’ mn:—1 oO 4 oO 

和 阁 *> (多) 


1， 若 六 过 ng!， 
车 


22._ Guttman 不 等 式 : 设 ,…,6 是 nn 个 独立 同 分 布 随机 变量 , 记 < 一 元 名 


k=1 


n 


Ss? = 二 条 一 自 ? yp 一 E(&),0? 一 DG6), 则 当 上 之 1 时 ,下 式 成 立 


k=1 
S? 2(712 — 1) 1/2 1 
PET 241t" (nn) )<F 

23. Hoeffding 不 等 式 : 设 6 ,……,& 为 独立 随机 变量 . 


= Le, E() = LY Ee,). 
1 1 1 =1 


(1) 若 0 委 各 委 11 委 4 委 0, 则 YL >0, 下 式 成 立 


Pié— E(t (aE) (TE 1 


< 妇 exp{( 一 Mg(CE(CG)) < exp{— 2nt’}, 


式 中 
1 1— ECé) 1 
rac ln( Ecé) )’ 0 < EO < 
g(E(E)) 一 
2E(€) (1 — E(e))’ 5 EH<L1. 
(2) 车 所 和 妈 1 过 上 nn, 则 Yt 守 0, 下 式 成 立 


2n2t 


P{£— E(t) < op| 7 » 
(Ds 一 )? 


(3)” 若 E(&) = 0,6& 之 6,1 过 上 nn,0 二 t 二 5, 则 


2 
P{#>0) 过 ep- 班 [1 十 守 )In(1 十 分 ) 一 吕 } 
b bt o 
24. Bennett 不 等 式 : 设 如 0 为 独立 随机 变量 ,EFE(é) 一 0 ,ca 一 D(é&), 


EC| 名 ee of sm > 2, 记 go = ,t= 序 台 , 则 


Pl#> 4 <exp(- 亚 [G1 十 才 与 上 


(以 上 No. 19 ~ 24 见 [30]321 ~ 324) 
25. ”中心 极限 定理 的 上 、 下 限 估 计 : 


(1) ”Berry-Esseen 不 等 式 : 设 & ,…,&, 是 独立 同 分 布 随 机 变量 , 令 S， 一 ,定义 正 
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则 化 和 S; 为 
s+ 2 S, 一 ECS。) 
”LDCS TY 


S* 的 分 布 函 数 为 G,(t) = P(S; 过 D,p(z) 为 N(0,1) 的 分 布 函 数 , 即 p(z) 一 


1 | £2 
一 -一 exp( 一 二)dt, 则 
/D7 -~ 2 


33 Elé&—FE:1’ 
sup | GD 一 PCD I< jn [De Jj’ (2. 10) 


Zolotarev 将 33/4 改 进 为 0.91, 而 Beeck 进 一 步 改 进 为 0.7975, 若 将 33/4 改 记 为 最 佳 值 C. 
我 们 间 C=? | 
车 三 ，… ,6 不 同 分 布 , 则 Serfling 将 (2. 10) 式 右 边 改 为 


DEI&G— Ec) 
C TDCSDT7 
我 们 问 : 上 述 C 的 最 佳 值 是 多 少 ?([30]324 一 325) 
(2) 1983 年 Mamxaaauzoc 证 明了 中 心 极限 定理 收敛 速度 的 下 限 : 对 于 任何 数列 
Qs 宇 0 且 当 nn 一 吕 时 a, 一 0, 都 存在 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 名, 名,，…… 有 心 : 二 a， 


0 < 一 El& —a)? < co ,使 得 


sup 之 Un 9 
Eg 


P|[ 志 Ds 一 a) < < 六 PCZ) 


nn 二 1,2,…, 式 中 ?9 一- 启 | %(- 提 ) 开 


注 ”上 述 结果 表明 ,在 仅 有 二 阶 矩 存在 的 情形 下 ,中 心 极 限定 理 收敛 的 速度 可 能 任 
意 地 慢 . 1985 年 , 苏 说 证 明 , 强 大 数 律 的 收 化 速 度 也 可 能 任意 地 慢 , (L333]1985,21:1611 
一 1613) 

1975 年 Butzer,P. 世 ,等 还 给 出 了 中 心 极限 定理 的 通 近 速度 估计 ,([327j1975,13(3 一 
4) :327 ~ 340) 

26. 设 {&} 为 相互 独立 的 随机 变量 , 矿 ; 二 0,D&i 一 有 吕 ,1 委 & 委 交 则 对 正 数 ce, 有 

PrN, {S: 志 a4)] 主 II rs ([52]162) 


27.。 设 6= (和 名) 是 ?2 维 随机 向 量 ,g: (8) ,gs(&) 关于 每 个 变量 都 递增 使 得 数学 
期 望 存在 . 若 协 方差 cov(gi (多 ,gs2( 旨 ) 宇 0, 则 称 | 1 ,…, | 所 | 是 相伴 的 . 若 碾 , = 0， 
De 二 0,1 之 上 之 nn, 则 对 于 正 数 a4, 有 


PCO {| & Ia}y> [£1 C0/01)?1. (L52161) 
i =1 


28， 设 &(G 之 k 之 区 是 独立 的 随机 变量 ,S, = D6& ,of 一 Deyo 一 ye 0 网 
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P(N dd St ~—ECS) |<w))}>1— /8). 
1960 年 ,Marshall 将 右边 改进 为 芋 /(1 十). (L52158) 
29. 若 & 与 & 的 协 方 益 cov(6 8) 二 0 0 天 有 旭 , 则 Viy>0, 下 式 成 立 
P{| 8 一 下 (6) |>w} 1/(n). (L1011931) 
30. 设 &,…,&，,… 是 任意 的 随机 变量 序列 ,将 每 个 在 c 0 上 截 尾 , 即 令 
, -人 [I& le 1 2c 
0, 若 | & | 守 > cs 


记 oS, = D&S = DG,ECS) = DE(S) ,n= 1,2,., 
k=1 k=1 k=1 
则 对 于 任意 正 数 1, 有 
P{|S,— ECS) | 全 是 过 PS 一 ES (>0+ oP(& |> 0. 


推论 车 三 ,…,& 是 同 分 布 的 , 则 
P| S,.— ECS) |>it)< P{| SS — ECS) |> 1} +aP{|& |> #0. 
若 包 ,…,& 是 独立 回 分 布 的 , 则 
Pi|S,— ECS) I> /DTECE)Y +aP{t& |> 2). (L143]315) 
31. Wilks 不 等 式 : 设 n 维 随机 向 量 ¢ 二 (8&1, 名 ,…,) 的 联合 分 布 函数 为 
FOE) 一 (6 ,i ) ,Fi(&) 为 边缘 分 布防 数 , 则 


Fog ,b&b) < (TF(&)) .CL52]160) 
k=1 


32.。 设 访 ,FF 为 分 布 函 数 , 则 VY 实数 zi,1 一 11 — Fz)} < Fri ,rs) 
二 min (F(z)) 成 立 的 充 要 条 件 是 V Fs 是 下 的 边缘 分 布 . ([143]141) 


33. 0<E(E|)— DP El n) 1. (0143]332 ~ 333) 
n=1 


34. ”Riesz 不 等 式 : 设 随机 变量 & 的 分 布 函数 为 Fg 是 下 的 值 域 上 严格 上 同 函 数 ,yg 为 
Borel 可 测 函 数 , 设 (6) ,Eq (8) ,Eg (&) 全 都 存在 , 且 t(x) 二 g( 国 ) 十 K(x 一 成 ) 是 g 在 
Zz 二 FE 上 的 一 条 支柱 线 ,h(x) 一 gCz) 一 txz) 则 Vs 二 0, 有 


E|wpe) | sup(| px) |: | zr— FE I< eyt Eh sup les, Iz- |>e 。 


(2. 11) 
注 ”利用 Riesz 不 等 式 (2.11) 式 可 以 证 明 前 面 Markov 不 等 式 (2.4) 式 和 下 述 不 等 


设 a>>0e>>0,M 一 (ee 一 1 十 as) ， 则 
P{| 8—E|>e) <Me HLE(e*)— ee®]. (C1431124) 
35. Kadiyala 不 等 式 : 设 6 为 正 的 随机 变量 AI 之 ja 之 之 Asyal 之 az 之 人 


之 ar >0,2 递减 ,1] 过 上 有志 4. 令 qj(a) 一 Caj87))/ > arti; 则 Vt ER!, 有 
* k=1 
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Pl(, Pra 二 让 之 P{ > Ng; C0) 二 t}). 


提示 : 令 7 = ,0 = az)/ Pare >0, 证 明 ( 2 may ) (Zang) 过 DR 
万 


([501371 ~ 372) 
36.。 [MCUJ. 设 为 离散 型 随机 变量 ,其 可 能 取 值 为 1,2,… ,车 P{& 一 &} 关于 & 递 
减 , 则 
P{¢ = &k} < (2/k) EE). 


车 


提示 :2F(6) 一 2>)EP1E 一 人) 芝 2>)AP 人 E 一 1 一 PE 一 mm 22 之 me2P 


{€ = m)}. 
37.、 [MCU1. 设 随机 变量 6,7 的 相关 系数 为 o,E(6) = El = 0,DE = Dy 二 1, 则 


P(e—Ee |>2 VDe, (7 El2>AvDn < tHe. 


38. [MCUT. 设 乌 ,…,6, 为 独立 的 随机 变量 , 则 Yz 0, 有 


P{| S, | 全 
max P{| S, —S | 二 0 


1 委 & 委 一 1 


己 { max | S; | 全 2 魏 
1<A<n 1] 一 


( 当 上 式 分 母 为 零 时 ,右边 理解 为 c). 
39.。 [MCU], 设 后,…… 和 名 是 独立 的 随机 变量 , 若 & 是 对 称 的 , 即 & 与 (一 名 ) 有 相同 
的 分 布 , 则 Ya €E R', 有 
P{maxS, > a}< 2P{S, > a). 


lkEn 


40. [MCUJ. 设 玉 和 了 分 别 是 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 分 布 函数 和 分 布 密度 , 则 
VzD>0, 有 


Ha (六 一 言 )< 1 一 F(z) < LA. 
41. ” 设 & 服 从 参数 为 (0,o?) 的 正 态 分 布 , 则 Vt >> 0, 有 
(em 全 训 )) [和 一人 ]= Pt =- 地 )exp (一 疗 ) ([80]163) 


i 27r 上 革 


1 
VWV2T 

42. 设 p( 轨 是 随机 变量 的 特征 函数 ,Reg(z) 是 p(5 的 实 部 , 则 

(1) | g(t+h) mpg) | v2Rell— 9h)]; 

(2) 1— Reg(2t) < 4[1 ~ Reg(t)]; 

(3) ” 当 gp(2) 为 实 函 数 时 ,有 

1 一 (250 <4[1— 9(2)];2Lg0) J SR1+ p27). ([80]362) 

(4) 1—| gp(25 1 县 401 一 | gC) [2). ([781387) 

43， Kingman 不 等 式 : 设 p(1) € (0,co) 是 再 生 现象 的 标准 p 函数 ,0 过 4 二 4 去 
< 上 Nn, 邻 


fl) = pe — DP pp mt)t YD) pup — tplt ms) 一 … 十 


li<k 1T<<i<cyJ< 
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到 
C— DpGIpla — i) pl mt pe) =1— 2 fs). 
j=1 
则 pC2) 满足 阶 Kingman 不 等 式 : 
mt 一 1 n 
fl) = pp) — >) Fa 加 一 站 ) 0 g(t) =1— fH) 0. 
k= &=1 
1987 年 , 戴 永隆 进一步 证 明 
go) 全 六 [1+(DDf0)) DD fC). 
k=1 k=1] 
式 中 0 二 过 和 二 nn 宇 1 


设 M=p(1) > ,mCM,p) = inf{p(0:0 之 1 之 1), 则 


TOM) 二 inf{m(M,p)) V2M 一 1.( 中 山大 学 学 报 ,1987,4:1 ~ 4) 
p 
44. ” 截 尾 不 等 式 : 设 下 是 R' 上 有 界 的 分 布 函 数 , 并 具有 特征 函数 h:h(u) = 
| eaFGz). 荐 zx > 0, 则 对 于 某 个 常数 c > 0, 有 


| dF(zx) 之 二 | LO) Rehn(CD]dt 
0 


1 
zl 之 语 


45， 设 和 是 独立 不 同 分 布 的 Bernoulli 随机 变量 ,Pf{& 一 1) 二 pe , 邻 4 一 Dp ; 则 
£=1 


n 


D) | PtS, 一 全 一 人 [<2D 2p. 
k=0 * k=1 
([313]1960,10;1181 ~ 1197;[305]1994,10(1) :48) 
46， 昧 积 分 布 函数 的 Ostrowski 型 不 等 式 : 设 < 是 在 有 限 区 间 [a, 刀 上 取 值 的 随机 变 
量 , 则 VzE [a,5], 有 


_b—E®|_1, 1 
(1) P(e<a) ps [<#+silz 


(Barnett, N. S, 等 ,L395]1999,39(2) :303 ~ 311) 


2 了 sw 稳 La,b]. 


1 
(ZX 一 二 (a 二 0))? 

_ 6b— ECé) 1 2 
(2) Pte<a) 五 一 < | 十 a 1% a) | fl.. 


a 


Pees neo) + (a), 


< fs. CLT303]2(4)(1999) ,501 ~ 508) 


(4) 设 he [0,1], rE [oth( 2) ($34)]' 则 
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b— EC(E) 
b—a 


过 Dm 人 (各 二 十 (= 一 “一条 


一 gtl、 土 
十 (一 一生 二 ) } fs CAppl Math 


G 一 和 PE 二 十 人 一 


qtl 


E-Notes,8(2008) ,246 ~ 253) 


— ECé) 6 一 下 (6) 
oe )( 


(5) 记 A= |P(é<2) (“oa po 


E La,5j， 则 


) 着 0<m< /SM 


D A<F6—-VM m) [了 + (~ ) ] 


1 —a, a 十 6 
® A< (5 一 可 人 7 + 六 | }， 
1 2 一 za ， | aa 十 1 、 _ 
® 4 势 (™ za) 了 十 | > i ( 刘 证 ， Appl. Math. E-Notes， 


7(2007) ,93 ~ 101) 
47， 设 是 标准 化 随机 变量 ,a,t > 0, 则 


P{a< 之 Ea 二 ti} 
Pla—t 过 Ea} 


48. ” 设 f 是 R! 上 充分 光滑 的 概率 密度 函数 .g 二 2p 这 1,1/(g 十 1) 委 > 委 1 则 


Lf | | 2 产 2p—1 | fF” | 和 1 r _ 
| fF 云 (a=7) “(| fr ) ' 式 中 a r(g 十 1) 一 1.([373]1998， 
39(3) :350 ~ 354) 

49.、 ” 著 不 等 式 : 定义 在 一 个 具有 递增 = 代数 族 { > ),)ier( 即 “< 委 上 时 >), CC >) CC 
> ) 的 概率 空间 (CQ, >),P) 上 ,使 得 已 | X, | 过 oo,X, 为 站 ,可 测 且 ECX,| > ) 一 XXX, 以 
概率 1 成 立 的 随机 过 程 XX 一 (X,, 》),)(t € TCto,co)) 称 为 蒜 , 若 ECX, | > ) 宇 X,, 称 
XX 为 下 抽 ; 若 ECX, | 2),) 过 XX,, 称 匀 为 上 扶 . 

在 离散 情形 下 , 工 = N( 自 然 数 集 ) ,在 连续 时 间 情 形 下 ,T= [0,co), 蔷 是 Markov 过 
程 论 和 随机 积分 论 的 基础 ,而 且 在 分 析 数 学 的 许多 部 分 ,如 遍历 理论 的 收敛 定理 、 测 度 论 
中 的 导数 和 提升 .奇异 积分 理论 中 的 不 等 式 等 ,都 有 广泛 的 应 用 . 靳 还 可 在 复数 域 C,R"， 
Hilbert 空间 或 Banach 空间 中 取 值 . 著 论 的 基本 结果 之 一 就 是 下 述 几 个 不 等 式 . 

(1) Doob 不 等 式 : 若 X 一 (X,, >，) 是 非 负 下 款 , 令 

X* = max{X,:l1 CICn), | X,| ,= (E|X, | ,p21,n>1, 则 
ECX,) 


ea < ei .([305]2000,107(4) :E10709) 


P{X; 之 e} 扫 


XX ,< Xl p> 1 
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12 入 二 
(2) Burkholder 不 等 式 : 设 X = (X，>，) 是 蒜 , 疡 盖 1,A, 一 人 一 
18p3/? 2 一 
LX = Pax ;Xo 一 1. 则 
A,p VEXY, ,< | Xl;, Bl viXl,|,; 
A, | VEX], | 声 | X» 1 ,过 B, | VLX], | ,3 


Bi = 到 5 这 是 关于 独立 随机 变量 和 的 Khinchin 不 等 式 和 


Marcinkiewicz-Zygmund 不 等 式 的 推广 . 
(3) ”Davis 不 等 式 :存在 常数 cl ,cz ,使 得 
al VE 受信 委 cl VLXT i. 
问题 :ci ,cs 的 确切 数值 是 多 少 ? 
(4) ”关于 下 堵 以 概率 1 收敛 的 各 种 定理 证 明 中 ,起 关键 作用 的 是 下 款 X = 二 《(X,， 
>),) 在 nn 步 中 上 穿 区 间 [a,6] 次 数 有 的 数学 期 望 忆 (8,) 的 Doob 不 等 式 : 


E | 发 。| 十 | a | 
E(B) 二 一 


(Doob ,J. L. ,Stochastic processes, Chapman and Hall,1953) 

(5) ”下 挝 极 值 不 等 式 : 设 {y,} 是 一 离散 时 间 下 拷 ,a 汪 > 0, 则 有 

P(E) < 二 | ywdP, 式 中 已 = (maxy; > a}. ([154]100) ， 

50. ”Levy 距离 不 等 式 : 设 下 ,G 为 一 维 随机 变量 的 分 布 函 数 , 则 下,G 之 间 的 Levy 距 


离 定 义 为 L(F,G) = inf{e:F(zx—e) eG(r) Fr+e) Te, Yr). 

车 f,g 分 别 是 与 分 布 函 数 政 ,G 相应 的 特征 函数 . 则 on 

L(F,G) < 二 | | fC(2) 一 gb | +2 

Levy 距离 可 推广 到 R" 上 分 布 函数 的 情形 , 另 一 种 推广 是 Levy Prokhorov 距离 , 见 
[107]3:397 ~ 399. 

51， 集中 函数 不 等 式 : 设 :为 非 负 实数 ,& 为 随机 变量 ,é 的 集中 函数 定义 为 : 
Q(t, 二 sup{P{x 志和 十 :XE R'} ,Q(z,&) 是 非 负 ,次 可 加 ,和 且 对 t 宇 0 递增 的 右 
连续 函数 , 且 limQ(i,&) = 1. 反 之, 任 一 具备 这 些 性 质 的 函数 都 可 作为 某 个 随机 变量 $ 的 
集中 函数 ， 

(1) ”Kolmogorovy 不 等 式 : 设 &@,…,&, 是 独立 随机 变量 ,1 宇 吉 ,1 和 有 委 有 入 2 则 


Qs) 芝 4 了 一 Qa.&)])“, 式 中 ,c 为 一 绝对 常数 . 


(2) 设 Se 为 独立 随机 变量 , 则 Q(t,& 十 &) 委 Qt 各 ) ,k= 二 1,2. 
(3) 设 QGo 与 f(z) 分别 是 8 的 集中 函数 与 特征 函数 , 则 
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Qi,é) = (%) maxtt 工 | | fx) | dz. 


(Petrov, V. V. ,Sums of independent random variables, Springer,1975) 


一 工 


52， 设 随机 变量 的 概率 密度 函数 为 ACz,h) 二 写生 ,zx > 0,4 为 非 负 整数 , 则 


P{0<é<20+F1)} > /A+1). ([143j123) 
53， 设 & 为 随机 变量 ,p(t) = E(es),0 < y(t) 委 co, 则 
PE 二 0) inf{(g() it20} C1. ([1431124) 
54. 设 &,7 是 独立 同 分 布 随 机 变量 , 则 
(1) P(| €—y|>0 2P(£|> (0/2)); 
(2) ”车 t 汪 0, 使 得 Plé 宇 三 1 一 gq,P{E 世 一 站 记 1 一 g, 则 
了 (| £—»y| 宇 e} 之 aqP(| £1> t+e}. (L143]175) 


n 
55, 设 b(k,n,p) 一 用 一下, 若 写 地, 则 


Ga 上 IDG 一 有 
R 十 1 一 (十 1) 记 


se - (7 一 下 十 1) 力 
当 & 和 np 时 ,PIé 8} bk,n,p) nlp gk ([1431241) 


56. 令 p(6) = E (TT) , 则 d(&,7) 二 p(t 一 是 概率 空间 上 的 距离 函数 , 且 
(1) plE+WD Ep Tp. (2) plof) Cmax{|o |,1}pC). (L1431310) 


57. ”概率 算 子 不 等 式 : 设 下 是 随机 变量 & 的 分 布 函数 ,f 及 其 三 阶 导 数 f" 在 R! 上 


Plé 之 &k} bk np 


一 致 有 界 且 一 致 连续 , 记 为 卫 E CCR) 令 


Tis(f) 一 | flrt OF’. 
若 五 是 一 个 具有 跳 既 点 zi; 与 跃 度 p; 的 分 布 函数 , 则 令 


TE(f) = Dpf xt), 
j=1 


并 称 Ts 是 与 下 相 联 系 的 概率 算 子 . 


(1)” 设 下 ,G 为 分 布 函数 , 则 

| TeTecf)N < | Tecf) 1. 
(提示 :注意 TE 是 线性 压缩 算 子 ). 
(2)” 设 Te 和 To 为 概率 算 子 , 则 


IT Te Te CP — To Te Te PN SDN TA To , 
k=1 
特别 地 ,TCD 一 T8CPD | 之 nl TE 一 TecP 1 


$3 统计 与 信息 不 等 式 


1. 信息 不 等 式 (Rao-Cramer 不 等 式 ,或 Frechet 不 等 式 ) : 设 随 机 向 量 上 一 (各 ，…,5) 
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取 值 于 R" ,其 概率 分 布 由 密度 plx | 0) 决定 ,其 中 一 (zi 0 EQN CR! , 设 统计 
量 工 = Te) 满足 条 件 ET = 9 十 h(0). 其 中 由 (0) 为 可 微 函 数 , 称 为 工 的 偏 倩 ,0 为 未 知 数 
值 参 数 . Fisher 信息 量 定义 为 


1(0) = El 


alnP(€ | 2) 了 
36 | ， 


/ 2 
车 To) 关 0, 则 已 | T—01 > +A. (3.1) 


特别 地 ,车工 是 9 的 无 偏 估计 量 ( 即 EsT = 9), 则 


DT=E,|T—0|:> (3.2) 


1 
TC0)" 
车 (3. 2) 式 关于 某 个 无 偏 估计 量 , 工 变 为 等 式 , 则 在 所 有 无 偏 估计 类 中 在 最 小 平方 风 
险 意义 下 工 是 最 优 的 ,这 样 的 估计 量 工 称 为 有 效 估 计量 ,例如 , 若 5 ,…，,5 是 独立 随机 变 


量 , 服 从 同一 正 态 律 NC0,1), 则 了 = 二 > 5 是 未 知 均值 g 的 有 效 估计 量 . 


在 一 般 情形 下 ,(3.2) 式 中 等 号 成 立 , 仅 当 {zCz | 9)} 是 指数 分 布 族 , 即 随机 向 量 & 的 
概率 密度 可 表示 为 
plx | = C(xr)exp{u (lb) gx) — v0)). 
在 向 量 参数 情形 下 , (3.1) 式 有 不 同 的 推广 ,并 且 可 以 推广 到 估计 此 参数 的 函数 情 
形 . 例如 , 设 参 数 空间 Q CC Ri ,参数 聘 数 g(9) 的 任意 无 偏 佑 计量 为 p(6) ,而 mo (6) 是 使 方 
差 在 6 处 为 最 小 的 估计 量 ,% ,0 € ,以 参数 9 为 附 标 的 密度 函数 p(x | 9) 的 均值 和 方差 


分 别 记 为 Es 和 DosxCx10) 一 六 -全 令 


nn n 


Da (98(6) = sup{ 2 2 8 0.) .80 0 } ， 


式 中 上 确 界 是 对 Yn € N 和 bm…,0 ED 而 取 的 .和 2 是 以 XA 一 Eo (x(&|0.)x(&10,)) 为 
元 素 的 2X2 和 矩阵 (ww ) 的 道 (%,)) 元 素 . 

在 某 些 正 则 条 件 下 (例如 Eu {[rGE19) 了 了)<cogEG,pz10) 在 9 一 6 处 有 偏 导数 
zz1p)(ae Plz|0),) 


. PlE| Ot+A0)— PEI P(EI0)T 
limE | POE | GI peelg) | =° 
则 成 立信 息 不 等 式 : 
(6 ) 1 
Da 9497 之 ee 于 
Ea {[ ap ,| | 


车 在 下 述 正则 条 件 下 ,Es {Lx 10)]} 二 00,96E€ 0,pl(zx 19) 在 9 二 处 关于 0 为 
次 可 偏 微 (a, e. PCz | 0)); 第 7 阶 (1 委 ) 委 4) 偏 导 数 pCz | 加 ) 满足 
。 4 人 PC 0 leo PoO(E|6b) ? 
lm | (Bee G0)CM0) Plg€| 0b) | | 中 
则 成 立 Bhattacharya 不 等 式 ， 
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k k 
De (p(6)) 之 之 2 (Oo) pg (0 Ks, 


Po(le|0) P(E | 0) 
式 中 gC0,) 是 g(0) 在 负 的 i 阶 导数 ,Ki 是 以 Ks E,, ( Pl) © Plt) ) 为 


元 素 的 和 矩阵 CK; ) 的 道 的 (zy7) 元 素 ,i,;i 二 1,2…,k. 若 参 数 0 = (91,…,0,) 是 mm 维 的 , 则 
在 与 一 维 相 同 的 条 件 下 ,下 式 成 立 
De (g(8)) 之 >) Ds,c0) 80)A’, 


式 中 gj;() 是 g(0) 在 0 关于 0 的 偏 导 数 ,A* 是 以 


9lnP(é | 0) . 9lnP(é | 90) 
30; ot 4 


为 元 素 的 矩阵 A = (4x) 的 道 的 ( ,k) 元 素 . 
若 pl&) 是 序 贯 无 偏 估 计量 , 则 成 立 Wolfowitz 不 等 式 : 


[Lg (的 了 
A 


式 中 1(0,) 为 信息 量 ,N 是 序 贯 抽样 的 样本 大 小 . ([144]1196 ~ 1199) 

2， 估计 量 的 容许 性 不 等 式 : 若 参数 函数 g(0) 的 任意 估计 量 p(6) 满足 : 

从 r(g,p) 委 r(g,po) 可 推出 >(0,p) 一 -gm), 90E0D, 则 称 m (9 是 容许 的 , 式 中 (0， 
9) 一 FEo(W(02p(C59)) 是 PC5 的 风险 函数 ,而 W(90,g( 旨 ) 表示 当 参 数 的 真 值 为 6 时 ,由 
gp(&) 带 来 的 损失 , 形 如 WW(9,gpC8)) 二 4040)[Lgp(8) 一 SC0) (CO) 二 0) 的 损失 函数 W 称 为 
平方 损失 函数 . 特别 当 4C0) = 1 时 ,rC0,9) 二 Es([gp(&) 一 g(0)]) 称 为 p(&) 的 均 方 误差 . 
车 pC 是 g(9) 的 无 偏 估 计量 , 则 均 方 误差 与 方差 Di(Cp(6 ) 一 致 . 若 对 实数 c, 形 如 cp (8&) 
的 统计 量 作 为 gC0) 的 估计 量 是 容许 的 , 则 


inf {SOE < ce < sup1EeOEec2) 1 《〈[144]1198) 
6 PoCp ) El(g ) 


3. ” 极 小 极 大 估计 量 不 等 式 : 阁 估计 量 pg" (&) 满足 
supr (0,9" ) = inf supr (0,9)， 
9 


则 称 pg” 为 极 小 极 大 的 估计 量 , 若 存在 先 验 分 布 列 {&,} ,使 得 V9 GE DO, 下 式 成 立 
liminf[ (6,9* ) — inf| (0,9) ds, C0) <°. 
则 pg* 是 极 小 极 大 估计 量 CWald)., ([144]1199) 
4. -统计 量 列 不 等 式 : 设 4，…,é&, 是 定义 于 同一 完备 概率 空间 (Q, > ,P) 且 取 值 


A = E, | 


0 多 ) 


于 R! 的 随机 变量 列 ,S, = 0,S, 一 》)&,T, = >， Eiéj sn = 1,2,° SE 一 max | Ti |. 令 


1<h<jn l1<hen 


S= Dn 2PfTY > n*)., 


n=1 


1991 年 局 元 乐 证 明 : 设 6 为 独立 同 分 布 随 机 变量 列 ,E(8&) 二 0,1 过 rr 二 2,owr >>1， 
ap > 1, 则 存在 常数 C 一 cla,p,7) > 0, 使 得 
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Ser[E | él*+ El| &1')"]'; 式 中 4g 王 (Cap — 1)/(ar — 1). 
1993 年 王岳 宝 证 明 : 1 
(1)” 设 &,& 为 任意 同 分 布 的 随机 变量 列 ,0 之 p 过 1， 
车 ap 之 1, 则 ScEd 81?); 
车 ap 一 1, 则 SwiP{T; 之 *} 之 cE(1 817). 

n=1 
(2)” 设 6,5 是 独立 同 分 布 随 机 变量 列 , 则 当 p 二 1 时 ,下 式 成 立 
Scmax(E(| £1),(E | 81)}; 

当 ap 二 1,E(&) 一 0 时 ,下 式 成 立 

Semax{(E|ée|, (Eel),E|e Dn el+1)(E|¢))’); 
当 ap 二 1,1 二 pp 二 2,E(8) 一 0 时 ,下 式 成 立 

S<cmax{E | El?*,(Elel),[CE IE CE |e|)]}. (33311993,38C2):189 ~ 190) 


5。 随机 抽样 不 等 式 : 设 各 ，…,& 是 取 自分 布 函数 严 的 随机 样本 .和 一 二 了 称 为 样 


本 均值 . S* = > (& 一 称 为 样本 方差 . 应 注意 样本 统计 量 8,S: 为 随机 变量 ,而 本 
章 $2 中 总 体 参 数 EE(e) 与 a? 等 是 固定 的 常数 ,它们 可 以 是 未 知 的 . 

max | et 
但 要 除去 所 有 n 个 观察 都 相等 或 所 有 & 中 正好 一 1 个 相等 的 情形 . (Samuelson). 
[143]364 ~ 365) 


6 设 户 是 一 个 取 自分 布 函数 下 的 随机 样本 的 经 验 分 布 , 则 Yt > 0, 下 式 成 立 


P| F: (x) ~— F(z) | 守 了 互 . [143]378) 
n 


7.， K-S 距离 不 等 式 : 设 6，…,&, 是 来 自 总 体 分 布下 (z) 的 简单 随机 样本 ,Pp(A) 为 随 
机 事件 A 的 示 性 函数 . F,(z) = 二 > 188 之 z) 称 为 经 验 分 布 本 数 


d; 二 sup{| F(x) 一 F(zx) | :x € R') 称 为 K-S 中 离 (Kolmogorov-Smirnov 距离 ). 

(1)”DKW 不 等 式 (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz 不 等 式 ) : Yi > 0, 存 在 不 依赖 于 下 的 
有 限 正 常数 c, 使 得 

Pd > te ™. 

(2) Yt > 0, 存 在 c 汪 > 0, 使 得 


P{supdi > tr", 
Am 工 一 了 


式 中 二 exp( 一 21?),(Serfling). (人 30]324) 
注 ”事件 A 的 示 性 函数 gC(4), 又 称 为 A 的 特征 函数 ,一 般 记 为 


( ) 一 l,xX EE€ A, 
Pa -ore a 


810 第 十 五 章 ”概率 统计 不 等 式 


8. ”Bogolyubov 不 等 式 : 设 日 ,Hi,H 为 Hermite 和 自由 能 泛 函 定义 为 


工 .[ (五 一 五 :)e 本 
T,(e M1’) 


f(H) = 一 二 mnTie ,而 (Hi 一 Ha}n, = 是 Hermite 算 子 Hi 的 热 
力学 平均 , 则 
(Hi— Hon < fH) ~ /(H,) < HH Hs,, (3. 3) 


式 中 广 延 参数 n 是 粒子 数 或 容积 , 依 系统 而 定 ,t 为 能 量 单位 的 绝对 温度 . 
(3.3) 式 及 统计 力学 中 Green 函数 与 关联 函数 的 Bogolyubov 不 等 式 ( 见 L107]1:380 
~ 381) 


9， 精 不 等 式 ; 设 ps 滨 0, 了 ps 一 1,S(z) 一 > Cnpi)rln(npi) sp 一 一 一 
& 二 1 天 一 ] 


1 lnn’ 


?一 高 ia 人 症 志 ) 员 S(p) > SC(g) 三 0.([372]1995,38:13 ~ 18) 


lnn 

10. ”Kraft 不 等 式 :给 定 两 符号 集 X= {zi ,Tm) 和 A 二 (a1,…,a,}, 用 A 中 元 素 
的 序列 作为 元 素 构 成 一 个 新 集 B 一 {5b ,… ,ba) ,并 在 XX 与 B 的 元 素 间 建立 某 种 对 应 关系 . 
此 过 程 称 为 编码 ,A 称 为 码 元 索 ,其 元 素 称 为 码 元 . B 称 为 码 , 其 元 素 称 为 码 字 , 码 元 素 A 
元 素 个 数 为 mlm 宇 2) 的 码 称 为 m 进 元 码 , 码 元 素 A 各 码 元 所 占用 的 时 间 均 相同 的 码 称 
为 同 阶 码 , 组 成 一 个 码 字 的 码 元 个 数 称 为 码 长 ,没有 相同 码 字 的 码 , 称 为 非 奇异 码 ,在 非 奇 
异 码 中 ,车 任何 有 限 长 码 字 序列 都 能 被 接收 者 唯一 地 分 成 单个 码 字 , 则 该 码 称 为 单 义 码 . 

设 码 元 素 A 含 d 个 码 元 ,所 需 编码 含 m 个 码 字 ,各 码 字 对 应 码 长 为 ni.《k = 二 1,2,*…， 
m) , 则 单 义 码 存 在 的 充 要 条 件 是 : 


De (3.4) 


若 一 个 码 的 任 一 个 码 字 都 不 是 其 他 码 字 的 字 首 , 则 称 该 码 为 非 延 长 码 ( 或 即时 码 )， 
《3.4) 式 对 于 非 延 长 码 也 成 立 . 

11， 约束 的 Kantorovich 不 等 式 及 其 在 统计 中 的 应 用 见 L30]273 一 295. 此 外 ,线性 
规划 所 研究 的 领域 ,不 过 是 以 随机 方程 和 不 等 式 这 个 总 题目 出 现 的 广泛 得 多 的 理论 的 一 
个 小 部 分 ,许多 物理 现象 都 可 以 利用 这 种 类 型 的 数学 方程 来 描述 ,这 些 数学 方程 中 所 包含 
的 参数 必须 通过 测量 来 确定 ,或 利用 计算 技术 得 到 ,而 计算 又 率 涉 到 舍 人 会 出 误差 等 . 总 
之 ,参数 实际 上 都 是 随机 变量 . 

12. ”Rao 不 等 式 , 设 OA (n,k,s,t) 是 正 交 表 , 其 中 ?是 行 数 ,是 列 数 ,* 是 每 列 的 水 
平 数 (这 里 每 列 水 平 数 相等 ),t 是 强度 , 则 参数 n 满足 : 


(1) ”车 t 二 2m,m 完 > 
J 


i=0 |J 


mm k 
(2) 车 t= 2m 十 l,m 之 1, 则 nn 之 站 1)7 十 (Je 1)” 


(L343]24(2)(2009) ,249 ~ 252) 
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$1 集 论 不 等 式 


1. 基数 不 等 式 : 若 集合 A 与 B 之 间 存 在 满 单 射 ( 即 一 一 映射 ) , 则 称 4 与 妃 对 等 ,这 
时 称 4 与 B 有 相同 的 基数 (或 势 ) ,A 的 基数 记 为 | A | (有 的 著作 中 记 为 及 或 card A). 
车 A 与 B 的 一 个 子 集 B。 对 等 , 则 称 |1A1 志 | B11, 车 1A| 志 1 B11 是 A 不 与 B 对 等 ， 
则 称 | A | 二 1 B 1. 自然 数 集 NN 的 基数 称 为 可 数 基数 , 记 为 | N | 二 a, 实数 集 R' 的 基数 称 
为 连续 统 基 数 , 记 为 | R' |=. 
(1) 车 | A || As1,| A 1 和 14 | 则 14 1 委 1A: |1. 
(2) 非 空 集 A 的 短 集 P(A) 的 基数 | P(4) | 二 | 4 |. 
(3) a <=c<2°.([1461) 
(4) ”Kinig 不 等 式 : 任 何 基数 a 可 以 看 成 与 其 基数 a 的 最 小 序数 一 致 ,特别 地 ,a 对 应 
于 序数 wo ,c 对 应 于 序数 wi ,等 等 ,于 是 全 体 基 数 类 可 以 看 成 全 体 序 数 类 的 子 类 , 若 Yi EE 
Tw 二 BT| 之 wo; 则 
Da ET}<I[{a:teT). 
若 取 本 二 入, 且 若 1< ao < un， 则 
am 一 Ql 十 as 十 … < alaz…， 
(5) ” 设 集 族 {A。}。ei 满足 条 件 : 
由 若 aor Ella 天 o 则 |14 | 关 | A |; 
加 者 集 {(| A。 | :a € 了} 无 最 大 元 , 则 
1U A,| 一 开 4.| ‘148119) 
“El a€ 


2. ”基数 不 变量 不 等 式 :使 每 个 空间 对 应 一 个 无 穷 基 数 的 函数 , 它 在 闻 胚 空间 上 取 
相同 值 , 称 为 基数 不 变量 (或 基数 特征 ), 设 X 为 任意 拓扑 空间 ,一 个 平凡 的 不 变量 就 是 集 
合 的 基数 | 和 1. 它 的 权 w(CX) 是 和 的 基 的 最 小 基数 , 它 的 密度 dg(CX) 是 X 的 笛子 集 的 最 小 
基数 . Suslin 数 c(X) 是 最 小 的 无 穷 基 数 r, 它 使 得 每 一 个 两 两 不 交 的 非 空 开 集 族 的 基数 不 
超过 r,Lindel6f 数 !(X) 是 最 小 的 无 穷 基 数 r, 它 使 得 X 的 任意 开 覆 盖 都 有 一 个 基数 委 
的 子 覆盖 ,它们 之 间 成 立 不 等 式 ; 

(1) cl(X) 过 dX) 之 wlX), 1(X) 之 wl(X). 但 Ad4(X) 与 1X) 之 间 不 可 比较 . 

(2) ”存在 具有 不 可 数 权 的 可 数 正规 TT 空间 ,使 下 式 成 立 

d(X) | X11, LX) |X|; 

(3) 著 X 为 To 空间 , 则 | XX | exp(w(X)); 
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(4)” 设 守 为 Hausdorff 空间 , 则 |X | 去 exp[expd (zx) ] ,wt(z) 之 exp|X|. 

[94]Chl 一 2 中 还 有 大 量 类 似 的 不 等 式 , 由 于 涉及 过 多 的 专 有 名 词 ,本 书 从 略 . 

3.、 Fisher 不 等 式 :t 设 计 是 m 集 合 A 上 的 一 个 & 子 集 ( 区 组 ) 系 ,使 得 A 的 每 一 个 + 子 
集 恰好 出 现在 4 个 区 组 里 . 设 5 是 i 设计 中 的 区 组 数 , 则 


m 
| | 若 上 一 25,71a 之 上 十 s， 
b 之 


m—1 
?| |， 车 上 一 25 十 1 和 一 1 之 R 十 > 


([107]5:127) 
4. ”集合 测度 不 等 式 : 设 (X, > ) ,y) 为 测度 空间 . E, € 2) ,px” 为 外 测度 , 则 


G) pCU E)< SED; 
= k=1 
(2) plimin{E:) 委 liminf p( Ea) 


(3) 令 Ai 王 vu Ej; , 若 存 在 ,使 得 (A ) 二 ce , 则 

rlimsupE ) 之 limsup (CE.); 
(4) ”车 "(A),p* (B) < ce, 则 

| 4 (A)—py*(B) | 志 j' (A4B), 式 中 AMAB = (4A 一 B) U (B 一 A); 
(5) Ap (AUB)+p’ (AMBE (A)Fp' (B); 
(6)” 设 uCE) >0,f 是 EE 上 非 负 可 测 函 数 , 且 有 
1 1 2 
zt/ 0 >0， Z| du < a. 

令 EE, 一 {zx 所 五 :三 CCz) ce )G>>0, 则 


(1 一 6)2ci 
C2 “ 


ACE ) > pu(E) ([119]338) 


5. Hausdorff 测度 不 等 式 ; 设 EE 是 R* 中 可 测 集 ,a 宇 0，H,(E) 是 集 王 的 vc 维 
Hausdorf 测度 . 记 


B...(E) = inf{ 2 (p(B.))° {Bi) 是 玉 的 e 球 履 盖 }， B.(E) = limB。(E)， 则 
k=1 


H,(E) < BB) < (2 但 ) HH, (E). 


《([344136(9)(2006). H.CE) 的 定义 见 [118]57) 
6.。 设 A,B 是 R" 中 紧 集 , 则 
[uCA U B)] > [uCA)T: + Eu(B)J. ([22J178) 
7. 子 集 和 不 等 式 ; 设 mk 人 nn, xisa 之 0, EE= {1,2,%…,n), DCE, pn(D)=& 
表示 D 中 元 素 的 个 数 , 则 
tr (7 ) 之 :人 2 < 人 ) (x7 ): (L305]113(3) (2006) ,269 ~ 270) 


DCE ‘jeD DCE “jEéD 
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$2 图 论 不 等 式 


三 有 序 组 (VC(G) ,ECG) ,pc) 称 为 图 ,其 中 VCG) 是 非 空 结 点 集合 ,E(G) 是 边 集 合 ,pc 
是 边 集 互 到 结 点 无 序 偶 (或 有 序 偶 ) 集合 上 的 函数 . 因为 每 条 边 总 是 关联 两 个 结 点 ,所 以 ， 
图 常 记 为 G==(V,E). 在 G 中 结 点 v EV 关联 的 边 数 称 为 结 点 度数 , 记 为 deg(v) ,A(G) = 
max{deg(v):v EV(G)) 称 为 图 G 的 最 大 度 ,86(G) 二 min{deg(v);:vEV(CG)) 称 为 图 G 的 
最 小 度 ;不 含有 平行 边 和 环 的 图 称 为 简单 图 ,每 对 结 点 闻 都 有 边 相 连 的 简单 图 称 为 完全 
图 . 车 Gi = (Vi,Ei) 使 得 已 CE CV, 称 Gi 为 G 的 子 图 . 


1， Turan 不 等 式 :不 含 r 点 完全 图 K, 的 点 图 的 边 数 m 去 六 ,之 2. 


1999 年 ,Staton,W. 给 出 了 一 个 简洁 的 证 明 . a0 11900 106c, :257 ~ 258. 
2， 一 组 整数 0 过 ai 过 … 世 4,, 其 和 为 偶数 ,可 以 实现 为 一 个 无 环 和 无 多 重 边 的 图 
的 顶点 度数 , 仅 当 Ym:l1 过 mw 过 n 一 1, 下 式 成 立 


Da 之 mm 一 1) 十 yy) min{m ,dqd;}. 


=mtl 


3. Sachs 不 等 式 ! 设 g(G) 为 图 G 的 色 数 ,即使 图 G 着 色 的 最 小 颜色 数 ,W(G) 是 图 G 
的 密度 , 即 G 的 极 大 完全 子 图 中 的 点 数 , 则 W(G) 委 pg(G). ([1475) 

4、 设 8(G) 与 A(G) 是 图 的 顶点 的 最 小 度 和 最 大 度 . Go 是 G 的 导出 子 图 ,se 为 G 的 邻 
接 矩 阵 的 最 大 特征 值 , 则 

(1) gpg(G) 委 1 十 max(G(Go) :Go CG); 

(2) 9p(GO) 1+A(G); 

(3) Wilf 不 等 式 : 若 G 为 连通 图 , 则 p(G) 委 1 十 s, 仅 当 C 为 完全 图 或 奇 圈 时 等 号 成 


-an 


(4)” 设 p,q 分 别 为 图 G 的 点 数 和 边 数 , 则 
p’ 2g(p—1) 1/2 
FO (让 ) . 

C5) TA 
pO Ep+1i—RB. (L147]6 ~ 8) 


5 设 ! 是 G 中 最 长 道 首 路 的 长 度 , 则 p(G) 之 1 十 1 

6. 图 G 的 初等 同 态 e 是 将 G 的 两 个 非 相 邻 的 点 同化 , 则 
2p(G) 去 p(e(G)) 去 1 十 8(G)， 

7. Fink 不 等 式 : 

(1) 2VP 00) 十 op(G) p+l1; 


(2) py gO) < (好 3 . 


No. 5 一 7 见 [147]8 ~9, 式 中 G 是 G 的 补 图 , 即 由 图 G 中 所 有 结 点 以 及 所 有 能 使 G 成 
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为 完全 图 的 添加 边 所 组 成 的 图 . 
8， 设 P,(G) 为 G 的 置换 图 , 则 


gp(G) < p(P.(CG)) < [39 C[147]11) 


9. Read 不 等 式 :gc (4) 表示 最 多 用 种 颜色 的 图 G 的 不 同 着 色 数 , 称 为 标定 图 G 的 
色 式 , 设 G 为 连通 图 , 则 geQ) 三 40 一 1)* ,2 €N). 

10. Vizing 不 等 式 : 设 p1(G) 是 图 G 的 线 色 数 , 即 给 G 的 边 指定 颜色 使 得 没有 两 条 
邻接 的 边 具 有 相同 颜色 的 最 小 颜色 数 , 则 

(1) A(G) < p(G) 委 A4A(G) 十 1; 


(2) [2 1 < oO) + a0) < p+2fes |; 


(3) Op 和 (一 DG2[ 多 ]- 1). 


11. ”全 色 数 不 等 式 : 设 wm(G) 是 图 G 的 全 色 数 , 即 给 G 的 元 素 ( 点 和 边 ) 着 色 使 得 相 
伴 的 元 素 ( 即 相 邻 的 点 或 边 , 或 关联 的 点 和 边 ) 具有 不 同 颜色 所 需要 的 最 小 颜色 数 ， 
天 。。m 为 完全 部 图 , 则 

(1) mm(K op) SACK,.n,,) + 2. 

(2) pa (Kr) 二 ACEK so) 十 2. 

(3) ”Behzad 猜想 (全 着 色 猜 想 ) :pz(G) 委 A(CGC) 十 2. 

1971 年 Vijayaditva 证 明 对 于 A 之 3 时 的 图 ,该 猜想 是 正确 的 . ([147]17) 

12.” 消 色 数 不 等 式 :图 G 的 消 色 数 y(G) 是 G 的 所 有 完全 同 态 的 最 大 阶 , 则 

(1) yO Ep BO+L. (2) yO +YO Ep. L147]118) 

13.， 连通 度 不 等 式 :K(G) 表示 图 的 (点 ) 连通 度 , 即 使 G 不 连通 或 成 为 一 个 点 所 要 
移 去 的 点 的 最 小 数目 . 

(1) 车 及 是 G 的 一 个 生成 子 图 , 则 KC(H) 委 K(G). 

(2) ”Whitney 不 等 式 : 设 1(G) 表示 G 的 线 连通 度 ,即使 G 不 连通 所 需要 移 去 的 边 的 
最 小 数目 , 则 KK(G) 过 4CG) 委 8(G).( 式 中 SCG) 见 No. 4) 

(3)” 设 图 G 的 p 宇 2, 则 

1 A 十 MG) Sp—1; 0CAMOAG) Mp), 

式 中 

[ 乞 ~]( 气 -) 车 p= 二 0,1,2 mod4， 

MP a p+ 
(7 ) (7 ); 车 p= 二 3 mod4.([147]21 ~ 24) 

14. 图 的 韧性 不 等 式 : 设 m(G) 表示 图 G 的 分 支 数 ,r(G) 为 图 G 的 韧性 ,即使 G 是 
5 采 芽 的 最 大 的 i, 其 中 图 G 的 上 柔韧 是 指 对 G 的 每 个 点 集 A.m(G 一 4) > 1]>> 141 
宇 tm(G 一 和 A), 则 

(1) r(G) > m(G) /BG); 
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(2) 车 r(G) 过 品 , 则 zz(G) 志 (1/2)m(G); 


(3) 车 以 (G) 之 2, 则 zz(G) < 三 他 (Chvatal, 1973,|147131) 


15. ”图 的 覆盖 数 与 独立 数 不 等 式 :图 G 的 点 与 边 覆 盖 数 分 别 记 为 woya;G 的 一 个 点 
(或 边 ) 集中 间 没 有 两 个 相 邻 , 则 称 是 独立 的 ,点 (或 边 ) 独立 集中 的 最 大 的 点 (或 边 ) 称 为 
G 的 点 (或 边 ) 独立 数 ,分 别 记 为 B ,Bi. 

(1) aw (OG) > 6(0); 

(2) wo 之 ,ya 之 Bo; 

(3) BB(G) 委 0CG) , 式 中 0 是 G 的 最 小 团 数 , 这 些 团 的 顶点 之 并 为 V(G)，; 

(4)” 设 G 是 偶 图 , 则 g 过 aoCG)B(G), 仅 当 G 为 完全 偶 图 时 等 号 成 立 ; 

(5)” 设 aolG) 是 G 的 外 固 数 , 即 覆盖 G 的 点 集 所 需要 的 最 小 点 数 , 则 

av0 (G) SS ao OG). (L147]32 ~ 35) 

16. ”图 的 点 萌 度 不 等 式 :oC(G) 为 G 的 点 荫 度 , 即 是 G 的 最 小 的 子 集 数 ,G 的 点 集 可 

以 划分 成 这 些 子 集 使 得 每 个 子 集 导出 一 个 无 图 的 子 图 , 则 


(1) pO) 二 1 [9], 式 中 G, 是 G 的 导出 子 图 . 


(2) ao(G) < p(G) < 2p(G).([147]39 ~ 41) 

17. Ramsey 数 不 等 式 :图 F 和 F, 的 Ramsey 数 r(Fi,F,) 定义 为 使 得 对 任何 n 阶 
图 G,F 是 G 的 一 个 子 图 ,或 Fi 是 G 的 一 个 子 图 的 最 小 整数 . 

(1)”G-G (Greenwood-Gleason) 不 等 式 : 

rC(K,,K,) SS reK,, Ki) 十 r(R 1 Ks), Ym,n 之 2 (2. 1) 

车 右边 的 项 都 是 偶数 , 则 成 立 严 格 不 等 式 . 

(2)”E-S(Erd6s-Szekeres) 不 等 式 : 


2 十 和 2 一 2 
rCK， Ku) 去 | | (2. 2) 
2 一】 
由 此 推出 :7(3,K,) 之 下 二 
(3) Bondy-Murty 不 等 式 : 设 :一 min{n,m}), 则 
r(K,,K,) > 2. (2. 3) 


问题 :为 何 确定 Ramsey 数 , 即 使 在 完全 图 情形 都 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 . 
([147]42 ~ 43) 
(4) ” 刘 宣 贵 在 [344]2002,32(1) :97 ~ 99 中 得 到 下 述 结果 : 设 整 数 mm 好 之 3, 则 
7r( 开 下) Sr Kay Ki) tr (Kn, Ks)—1. (2. 4) 
但 张 忠 辅 举 出 反例 证 明 (2. 4) 式 不 成 立 :r(3,3) = 6,r(3,4) 一 9, 但 按 (2.4) 式 , 就 会 
得 出 9=r(3,4) =r(3, 3 十 3 一 2) 达 r(3,3) 十 r(3,3) 一 1 一 11.([344]2002,32(4) :686) 
我 们 问 :使 (2. 4) 式 成 立 的 条 件 是 什么 ? 


CK, CO— 1)(K, 一 | 


(5) r(K,,K,) 之 exp SR FRK) 
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(6) ” 苏 文 龙 对 Ramsey 数 的 下 界 作 了 深入 的 系统 研究 ,参看 [399]1999 ,12(6) :121 
~ 122; [364]1999,29(5) :408 ~ 413; [333]1997,42(22):2460;1998,43(12):1336 一 
1337; 广 西 民 族 学 院 学 报 1997,3(2):119 ~ 120;4:6 一 7;Austra.], Comb. 1999,19:91 ~ 99 
等 . | 

18， 广义 Ramsey 数 不 等 式 : ;图 Fi(l 志 km) 的 Ramsey 数 r(Fi，… ,FF,) 定义 为 
使 得 用 mr 种 颜色 给 KK, 的 边 着 色 时 ,对 某 种 颜色 k,K， 包含 一 个 单 色 的 FF 的 最 小 整数 ”， 

(1) r(Ka ss KR) SE rR i Ka Ky) 十 让 CR 天 cy 下》 t+ 
r(K, sR, 0) 一 如 十 2. 

(Pm)! 

(2) rCKan" Kon) EE ([147]48) 

19. 图 值 函 数 不 等 式 :图 G 的 线 图 L(G) 定义 为 以 G 的 边 集 作为 L(G) 的 点 集 . 两 个 
点 在 L(G) 中 相 邻 (邻接 ), 仅 当 它 们 对 应 的 G 的 边 相 邻 ,图 G 的 圈 重 数 CM(G) 定义 为 G 的 
边 不 相交 的 圈 的 最 大 个 数 ;G 的 全 图 T(G) 是 以 G 的 元 素 ( 点 和 边 ) 作为 它 的 点 ,TCG) 的 
两 点 相 邻 , 仅 当 对 应 的 元 素 是 相伴 的 ( 相 邻 或 关联 的 )， 


d (vw;) 一 1] 
2 


(1) rey =u 7D | 
子 图 ,[.」 是 整数 部 分 ， 
(2) CM(T(O)) > st emo) + DY [一 ]] ,a 为 G 的 边 数 


站 ' 式 中 G. 是 由 偶 度 点 导出 的 


(3) um(G) BTO)) 去 [ze ‘©) | , 式 中 人 (G) ,Bo (G) 分 别 是 G 的 线 覆 盖 数 和 点 


独立 数 . ([147166 一 70) 

20. 图 的 和 与 积 不 等 式 :图 G 与 日 的 和 G 十 理 是 由 G U 日 及 所 有 位 于 G 的 每 一 
点 和 映 的 每 一 顶点 之 间 的 边 组 成 ;图 G 与 于 的 卡 氏 积 G X 互 是 点 集 为 VCGX H) 二 VC(G) 
x VCH) 的 图 , 边 定义 为 : (v1,) 与 (vz ,ws) 邻接 , 若 vi 二 ww 上 且 妈 与 wz 邻接 ;或 者 vi 与 
vz 邻接 且 二 妈 4 ;91(G) ,gz(G) 分 别 见 No. 10. No.11. G 的 最 大 上 度 记 为 4(G). 注意 A(G 
x 昌 ) = A(G) 十 A(H). 车 gp1《G) 委 gz (H), 则 

A(G) ACD +1 Ep GX H) 委 pH)+ p10). (L147]77 ~ 81) 

21. 图 嵌入 不 等 式 : 图 G 的 betti 数 5(G) = g 一 十 &, 式 中 是 G 的 连通 分 支 数 ; 
图 G 的 亏 格 >(G) 是 G 能 够 徐 和 人 其 中 的 曲面 的 最 小 专 格 . 

(1) Duke 猜想 :对 任何 连通 图 ,5(C) 之 4Y(G). 

已 知 亏 格 为 0,1,2 的 图 ,上 式 成 立 , 亏 格 为 4 或 大 于 4 的 图 ,猜想 不 成 立 , 但 对 亏 格 为 3 
的 图 ,上 式 是 否 成 立 还 未 解决 . 

(2) ”车 图 G 概 在 曲面 S 中 , 则 g 委 3 一 6L1 一 7CS)]， 

(3) 图 6G 的 糖度 c(G) 定义 为 G 中 边 不 相 重 的 不 可 平面 子 图 的 最 大 个 数 ， 

中 车 区 二 3k 十 2,n 二 37 十 1, 则 
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eCK,,) <wtmin|[ $s] a |); 


3 3 39 
加 若 m 二 3k 十 2,n 二 37 十 2, 则 


cK,,) <utmin([ tS] 二 


([1471123 ~ 128) 
22.， 图 重 构 不 等 式 :r(p,n) 是 区 别 有 2 个 点 不 标定 的 之 阶 图 所 需要 的 删 点 子 图 
G = 三 G 一 vw 的 最 小 个 数 , 则 


(1) r(psp) 之 [ 台 ] 十 2. 


(2) 当 0 二 nn 二 Pp 时 ,rpyn) 之 [2 


问题 : (1) 与 (2) 中 的 下 界 都 不 是 最 好 的 ,为 何 求 出 最 佳 下 界 ? 

(3) ” 重 构 猜想 :rCp,p) 秋思 ([147]143 ~ 144) 

23. 图 的 几何 量 不 等 式 :g(G) 是 图 G 的 围 长 , 即 G 中 最 短 图 的 长 ;cr(G) 是 G 的 周 
长 , 即 G 中 最 长 圈 的 长 ;el(G) 是 G 的 点 v 的 离心 率 , 即 遍历 G 的 所 有 点 zx 的 d(v,wu) 的 最 
大 和 值 ,4(G) 是 G 的 直径 , 即 G 的 点 的 最 大 离心 率 ,r(G) 是 G 的 半径 , 即 G 的 点 的 最 小 离心 

G) 设 G 是 连通 的 且 不 是 树 , 则 g&(G) < 24(G) 十 1; 

(2) r(G) & dG) < 27(0); 

(3〉 设 G,G 都 是 连通 的 , 则 4(G) 十 4(G) 才 pp 十 1; 

(4)” 设 G 是 连通 的 , 且 G 的 直径 4d(G) 简 记 为 4, 则 

2d 一 3 一 代 一 一 4 2 于 ([147]188 ~ 189) 

24. ”我 们 在 第 4 章 § 3. 三 .No.6 中 提 到 图 论 中 的 离散 等 局 不 等 式 ， 但 大 多 数 图 的 
等 周 不 等 式 仍 不 知道 

25.。 图 上 Harnack 型 不 等 式 ; 设 V 为 图 G 的 顶点 集 ,EE 为 G 的 边 集 ,d, 表示 与 图 G 
的 顶点 v 相 接 的 边 的 个 数 ,zx,y 是 图 G 的 顶点 ,(z,y) 表示 连接 x 和 y 的 边 . 设 G 是 局 部 有 
限 图 , 即 4, 二 cc, 

若 f:V 一 Ri, 则 图 G 的 Laplace 算 子 定义 为 ; 


Lo = 于 DD 1 fflan)l. 


I (rar) EE 


若 LC(f ,x) 二 Af (x), 称 f 是 图 G 上 以 4 为 特征 值 的 调和 特征 函数 . 这 时 成 立 Harnack 
不 等 式 ， 


di 2 1 一 az) 下 雪 omaxF(z)， (ec>0) (2.5) 


{zrar)EE 


但 是 ,对 于 一 般 的 图 G,(2.5) 式 不 成 立 . 
2009 年 , 林 勇 得 到 有 限 图 上 的 弱 型 Harnack 型 不 等 式 , 即 , 
设 G 是 有 限 图 ,f 是 G 的 以 为 特征 值 的 特征 函数 , 则 Vz EV(G), a > 2, 下 式 成 立 
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二 一 2 fC) ATA ay ax fs), 
d, 2 fT flar) TAf (Tr) Sp maxf’ (Cy): 


取 a 一 上 十字 ， k > 2,， 则 


1 k?—2 2k 
元 2 fflar) | + +2F zr) < (£2 + Ea) mf Cy). 


TT (xrar)EE 


([334]52(3)(2009) ,611 ~ 614) 

26. 若 能 将 无 向 图 G 画 在 平面 上 ,使 其 除 顶 点 外 ,无 边 相 交 , 则 称 G 为 平面 图 . 设 G 
的 顶点 数 为 ”过 数 为 如, 面 数 为 

(1) 若 G 是 有 & 个 连通 分 支 的 平面 图 , 且 各 面 的 次 数 至 少 为 1(k 宇 2, /这 3), 则 


mn kt). 


(2) ”车 G 是 连通 的 平面 图 , 则 m < 二 56n 一 2). 


《3) ” 设 G 是 nn 阶 m 条 边 的 简单 平面 图 (x 宇 3), 则 mm 过 3n 一 6. 
(4) 若 G 中 不 存在 长 度 为 的 路 , 则 mr 志 字 (& 一 1)， 


2E(G) 


27. SCG) < VG) 


RACG). (L1451654) 
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[144]666 指出 ,不 等 式 是 广泛 使 用 的 一 种 技巧 性 .1 时 , 但 是 在 不 等 式 的 证 明 中 ,除了 
“对 实数 zx，z*: 宇 0” 等 极其 一 般 的 原理 外 ,统一 的 方法 不 太 多 ,而 对 间 一 个 不 等 式 能 用 几 
种 方法 来 证 明 的 情形 则 较 多 . 例如 ,AG 不 等 式 (第 一 章 8 3)、Kantorovich 不 等 式 ( 第 三 章 
No. 95) Hilbert 不 等 式 ( 第 三 章 No. 157, 第 十 一 章 $2. No. 42 ,第 十 三 章 No. 2)、Had- 
amard 不 等 式 ( 第 十 章 8 1. No.1) ,UL-K 不 等 式 ( 第 十 二 章 8 3. No. 5) 等 许多 著名 的 不 等 式 
都 有 上 十 种 以 至 上 百 种 不 同 的 证 明 方 法 . 20 世纪 70 年 代 以 来 ,大 量 新 不 等 式 的 涌现 和 原 
有 不 等 式 的 改进 ,自然 伴随 着 不 等 式 证 明 方法 的 增多 ,在 此 基础 上 就 有 可 能 进一步 总 结 出 
各 种 普遍 性 证 法 .本 章 只 限于 从 本 书 所 收入 的 不 等 式 中 ,总 结 出 55 种 有 代表 性 的 常用 证 
法 ,其 中 大 多 数 是 大 中 学 数学 教学 和 各 种 数学 竞赛 中 常用 的 . 其 目的 仅 在 于 开拓 读者 的 思 
路 ,因为 这 里 并 不 能 包括 不 等 式 极其 丰富 的 证 明 方法 与 技巧 . 对 于 较 复 杂 的 不 等 式 , 除 了 
要 注意 多 种 证 法 的 灵活 使 用 外 ,还 往往 用 到 其 他 领域 的 方法 技巧 . 

1. 比较 法 ; 4 > 等 价 于 “一 5 盖 0 而 a>p>0 等 价 于 ab 盖 1. 即 a 与 已 的 比较 
转化 为 与 0 或 1 的 比较 .使 用 比较 法 时 ,关键 是 要 作 适 当 变 形 , 如 因 式 分 解 . 拆 项 、 加 减 项 、 
通 分 等 ,这 是 第 三 章 中 许多 代数 不 等 式 的 证 明 及 其 他 各 章 初等 不 等 式 的 证 明 所 常用 的 证 
明 技 巧 . 

2.， 分析 与 综合 法 :综合 法 是 由 已 知 条 件 和 已 知 的 不 等 式 出 发 ,推导 出 所 要 证 明 的 
不 等 式 ;分 析 法 则 是 要 逐步 找 出 使 结论 成 立 的 充分 条 件 ,最 后 归结 为 已 知 的 不 等 式 或 已 知 
条 件 . 对 于 条 件 简单 而 结论 复杂 的 不 等 式 , 往 往 要 通过 分 析 法 或 分 析 法 与 综合 法 交 蔡 使 用 
来 寻找 证 明 的 途径 . 还 要 注意 :第 一 ,要 熟悉 掌握 第 一 章 的 基本 不 等 式 和 后 面 各 章 中 著名 
的 不 等 式 ; 第 二 ,要 善于 利用 题 中 隐 含 条 件 , 例 如 第 四 章 的 几何 不 等 式 ;第 三 ,不 等 式 的 各 
种 变形 技巧 . 例如 第 一 章 了 3 AG 不 等 式 的 各 种 证 明 技巧 . 

3， 上 反 证 法 : 设 所 要 证 的 不 等 式 不 成 立 , 从 原 不 等 式 的 结论 的 反面 出 发 ,通过 合理 的 
逻辑 推理 导出 矛盾 ,从 而 断定 所 要 证 的 不 等 式 成 立 . 要 注意 对 所 有 可 能 的 反面 结果 都 要 逐 
一 进行 讨论 . 例如 第 三 章 No. 18,C。 不 等 式 及 其 推广 的 证 明 ,第 三 章 No. 132 ,第 五 章 $1， 
No. 21,62, 第 六 章 8$2.No.5. 第 六 章 $3.No.4,18,19, 第 七 章 81. No.47, 第 十 一 章 
8 1. No. 69,70 ,第 十 二 章 8$ 3. No. 21 等 . 

4， 放 缩 法 :要 证 <<0, 又 已 知 (或 易 证 )a< 一 c, 则 只 要 证 <c<6, 这 是 利用 不 等 式 的 传 
弟 性 ,将 原 不 等 式 里 的 某 些 项 适当 放大 或 缩小 ,或 会 去 若干 项 等 ,例如 第 五 章 $1. No. 12 
与 [345]1986,1:16 ~ 20 等 . 

5， ”数学 归纳 法 :与 自然 数 n 有 关 的 许多 不 等 式 ,可 考虑 用 数学 归纳 法 证 明 . 但 要 注 


意 
尺 


第 一 ,数学 归纳 法 有 多 种 形式 . 李 大 元 就 证 明了 下 述 七 种 等 价 的 形式 : 设 P(x) 是 与 
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有 关 的 命题 , 则 

(1)” 设 PCm) 成 立 , 且 对 于 任意 & 汪 mw, 从 PCk) 成 立 可 推出 PC 十 1) 成 立 , 则 PCn) 
对 所 大 于 no 的 xn 都 成 立 . 

(2)” 设 mm 是 任 给 的 自然 数 ,车 P(1) 成 立 , 且 从 PC(&) (1 记过 m) 成 立 可 推出 PCk 
十 1) 成 立 , 则 P(n) 对 所 有 不 超过 m 的 n 都 成 立 . 

(3) 《〈 反 向 归纳 法 ) 设 有 无 穷 多 个 自然 数 n( 例 如 二 2”"), 使 得 PCn) 成 立 , 且 从 PC 
十 1) 成 立 可 推出 PC() 成 立 , 则 P(n) 对 所 有 ?成 立 . 例如 ,证 AG 不 等 式 时 ,从 nn 二 2 成 立 
证 n= 二 3 成 立 就 比较 困难 ,而 证 7 二 4 成立 则 可 成 对 搭配 ,由 此 想到 第 一 步 应 先 证 n 一 2* 
时 成 立 ( 称 为 超前 归纳 ) ,第 二 步 再 证 : 若 n= 二 有 (4 之 2) 时 命题 成 立 , 则 n= 二 一 1 时 命题 也 
成 立 ( 称 为 反 向 归纳 ). 

(4) ”车 PC(1) 成 立 , 且 PCn) 对 所 有 满足 1 过 nn 过 的 成立 可 推出 P(E 十 1) 成 立 ， 
则 PCn) 对 所 有 >” 成立. 

(5) 《〈 最 小 数 原理 ) 自然 数 集 的 非 空子 集中 必 有 一 个 最 小 数 . (第 二 章 § 2. 七. No. 
7) 

(6) ”车 PC(1),P(2) 成 立 , 且 车 PC(8),P(k 十 1) 成 立 可 推出 PC 十 2) 成 立 , 则 PCn) 
对 所 有 成 立 ; 

(7) (无 穷 递 降 法 ) 若 P(z) 对 某 个 成立 可 推出 存在 n 二 ,使 得 PCa ) 成 立 , 则 
Pln) 对 所 有 n 成 立 . (数学 教学 ,1987,3:3 一 6) 

此 外 ,还 有 螺旋 归纳 法 (又 叫 搬 殷 板 归纳 法 ): 设 有 两 个 命题 P(n),Q(n), 若 P(1) 成 
立 , 又 从 PL&) 成 立 可 推出 Q(k) 成 立 , 并 且 从 QC%) 成 立 可 推出 PC 十 1) 成 立 , 其 中 为 
任 给 自然 数 , 则 PC(n) ,QCn) 对 所 及 都 成 立 , 它 可 推广 到 两 个 以 上 的 命题 . 可 参见 华罗庚 
的 《数学 归纳 法 》, 上 海 教育 出 版 社 ,1964, 李 成 章 [99]1991(6 ~ 9) :152 一 162. 

这 些 形 式 虽 然 等 价 ,但 在 不 同情 形 中 使 用 各 有 方便 之 处 . 在 使 用 它们 时 , 若 能 注意 运 
用 变形 和 放 缩 等 技巧 ,往往 可 收 到 化 难为 易 的 奇效 . 

例如 ,第 一 章 8》3 AG 不等式 从 G. 委 AAA, 推出 Ge 过 4， 就 总 结 了 8 种 不 同 的 技巧 ; 


用 数学 归纳 法 直接 证 5S, = 3 二 2 失效 ,而 使 用 “加 强 命 题 ” 技 巧 , 易 证 5; 一 2 一 过; 同 


样 ,第 二 章 $ 3. No. 12 中 用 数学 归纳 法 直接 证 S, 魏 1 一 访 很 困难 ,但 证 S。 << 评 一 况 ) 


却 容易 ;又 如 第 十 一 章 $ 1. No.9, 数 学 竞赛 的 命题 者 给 出 的 证 明 用 了 四 次 数学 归纳 法 ,而 
使 用 “加 强 命题 ”技巧 ,只 用 了 一 次 数学 归纳 法 就 得 出 所 需 的 结论 ;第 十 一 章 $ 1. No. 61 
直接 用 数学 归纳 法 证 Ar > B, 也 很 困难 ,通过 “加 强 命题 ”技巧 , 却 易 证 A. > 3B, ;有些 
不 等 式 与 两 个 独立 的 自然 数 m,n 有 关 , 可 考虑 用 二 重 数学 归纳 法 , 即 阁 要 证 命题 PCm,n) 
对 所 有 m,n 成 立 , 可 分 两 步 :QO@ 人 先 证 POU,n),PCm,1) 对 所 有 m,n 成 立 ; 回 设 POomn 十 1,n)， 
Plm,n 十 1) 成 立 , 证 明 P(m 十 1,n 十 1) 也 成 立 ， 可 参见 第 二 章 8$ 2. No. 21. 

第 二 , 数学 归纳 法 与 其 他 方法 的 综合 运用 , 例如 第 六 章 § 3. No.4. (3), 证 明 


>) 二 sinkz > 0,(0 之 xz 之 ) 就 要 综合 运用 数学 归纳 法 、 反 证 法 与 极 值 法 ;有 时 可 将 nn 换 


k=1 
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成 连续 量 zx, 用 微分 法 或 积分 法 . 第 三 章 No. 72 中 , Weierstrass 不 等 式 可 用 数学 归纳 法 ,也 
可 用 概率 论 方法 . 

第 三 , 并 不 是 所 有 会 ”的 不 等 式 都 能 用 数学 归纳 法 证 明 的 , 例如 第 九 章 82 
Bieberbach 猜想 ,第 三 章 No. 156Shapiro 猜想 等 . 

还 可 参看 第 二 章 8$81, 第 三 章 No.67,72,76,85,139,142,153, 第 四 章 82. No. 80 ,第 
五 章 8 1. No. 70, 第 六 章 8 1. No. 4, 第 七 章 8 1.No.1, 第 九 章 $1.No.31, 第 十 章 $1. 
No.7; 第 十 一 章 8$ 1.No.7,10,14,17,19,21,26,27,30,49,52,54,60, 第 十 三 章 No. 34， 
63 等 ,都 从 不 同 侧面 反映 了 使 用 数学 归纳 法 的 各 种 技巧 . 


6. 换 元 法 ; 设 a,b,c 为 三 角形 边 长 , 作 换 元 :xz 一 0 二 5 一 8,y 一 人 一?,x 一 


“二 2 一 人 ,就 可 将 几何 不 等 式 f(a,6,c) 之 0 转化 为 正 数 z,y,z 的 代数 不 等 式 g(x,y,z) 


实 0, 更 一 般 地 ,车 对 于 所 有 非 负 实数 zi ,1 守信 nFlzi ,7,) 之 0, 令 yi 二 pr (XTi, 
zs) ,使 得 y4 之 0(1 志和 7), 则 下 (yi1，… ,yr) 之 0. 适当 选取 不 同 的 pi ,可 以 统一 证 明 许 
多 几何 不 等 式 .代数 不 等 式 和 其 他 不 等 式 . 有 的 代数 不 等 式 ,可 作 三 角 代 换 , 例 如 ,在 天 十 
y* 过 1 的 条 件 下 ,可 考虑 设 xz = rcos0,y = rsing,(0 委 > 委 1) ,但 有 时 则 失效 (如 设 刀 十 
yy 忒 1, 要 证 3 过 | Zz 十 y | 十 | y 十 1 1 十 | 2y 一 x 一 4 | 这? 作 三 角 代 换 无 用 ,这 时 可 利用 1 
十 y 守 0,4 一 2y 十 z+ 守 0, 化 为 一 2 之 | xz 十 y | 十 x 一 y 记 2; 反 之 ,有 些 三 角 不 等 式 ,可 作 


万 能 代 换 上 一 tg 也 或 用 正 弦 定理 等 化 为 代数 不 等 式 (应 注意 可 能 引起 定义 域 的 改变 ) , 例 


如 见 第 五 章 § 1. No. 15. 

7， ”抛物线 技 巧 (包括 配方 与 判别 式 法 ) : 某 些 代数 式 配方 后 ,化 为 f(x) 一 az 十 红 
十 c 的 形式 , 若 a>0, 则 4 一 严 一 4ac 委 0 等 价 于 jz) 宇 0. 有 些 f(x) 形式 上 不 是 代数 
式 , 例 如 ,f(x) 二 asinzcosz 十 bg(sinz 十 cosz) 十 1(a > 0), 令 i 二 sinz 十 coszr, 就 可 化 为 
i 的 二 次 三 项 式 ;在 证 柯 西 不 等 式 等 类 似 问题 时 ,还 可 构造 二 次 三 项 式 ; 第 六 章 $ 1, No. 1， 
2 中 的 抛物 线 不 等 式 ,看 起 来 简单 , 却 是 很 有用 的 抛物 线 技巧 .有 时 可 利用 卡 丹 公式 :三 次 


代数 多 项 式 f(z) 一 十 pr 十 9 有 三 个 实 根 的 充 要 条 件 是 判别 式 { 生 ) 十 ( 包 ) 三 0. 通 


过 判别 式 , 第 三 章 No. 5(1) 将 二 元 函数 不 等 式 转化 为 一 元 函数 不 等 式 . 此 外 见 第 三 章 No. 
7,52,113 ,第 五 章 8$ 1. No. 55 ,第 九 章 8 1. No. 24 等 . 

8， 松 驰 变量 法 (引入 参数 法 ) : 它 的 基本 思想 是 引入 新 的 变量 ( 称 为 松 驰 变量 ) ,将 
不 等 式 转化 为 等 式 处 理 . 例如 要 证 > akzt 和 受 6, 可 引入 松 驰 变量 ,用 > aure 十 y 一 by 
宇 0 来 代 兰 ,从 而 可 用 各 种 恒 等 变 换 技巧 . 车 关系 式 中 出 现 隐 含 条 件 z 之 ciCcs 关 0), 则 可 
引入 新 变量 y ,并 令 zs 二 yi 十 04, 将 它 代 入 关系 式 中 消去 zx; 则 x 宇 cx 就 变 成 y 宇 0; 
对 于 各 种 平均 不 等 式 、Holder 不等式, 也 可 引入 参数 ([99]2,(1989) ,32 一 37); 若 < 之 2 之 
c; 则 可 令 x 二 a 一 c,y 二 6 一 c, 于 是 将 问题 转化 为 对 非 负数 x,y 进行 推导 . (第 三 章 No. 48， 
49) 
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9. ”几何 证 法 :除了 用 几何 方法 证 明 几 何不 等 式 外 ,利用 三 个 正 数 a,6b,c 能 构成 三 角 
形 边 长 的 各 种 条 件 , 可 以 沟通 代数 不 等 式 与 几何 不 等 式 ,因而 某 些 代数 不 等 式 可 用 平面 几 
何方 法 .立体 几何 方法 或 解析 几何 方法 ;利用 三 角形 的 边 角 关 系 , 如 正弦 定理 .余弦 定理 、 
正切 定理 .射影 定理 .面积 公式 .半角 公式 等 ,可 将 三 角形 边 长 与 内 角 的 不 等 式 相 互 转化 . 
Fourier 级 数理 论 中 的 Bessel 不 等 式 也 可 用 几何 方法 证 明 . (第 三 章 No. 36,38,39,54， 
128,133; 第 五 章 § 1. No. 134 等 ) 

10. ”复数 证 法 :除了 用 它 证 明 第 九 章 中 的 不 等 式 外 ,还 可 证 明 积 分 不 等 式 ( 注 意 到 
用 复 变 函数 论 中 留 数理 论 可 以 计算 积分 ) ; 某 些 初等 不 等 式 用 复数 方法 可 以 得 到 简捷 的 证 
明 ,如 第 三 章 No. 38 既 可 用 平面 几何 方法 (构造 直角 三 角形 ), 也 可 用 复数 三 角 不 等 式 ; 甚 
至 某 些 含 自 然 数 的 不 等 式 , 也 用 到 复 变 函数 理论 . (第 二 章 $ 1. No. 12; 第 三 章 No. 
157(Hilbert 不 等 式 ); 第 四 章 $1. No.19(28); 第 五 章 $1.No.8.; 胡 克 [121] 中 的 
Milin-Lebejev 方法 等 ) 

11, 逐步 调整 法 :1984 年 陈 永 林 证 明了 逐步 调整 法 的 一 般 形 式 : 设 f 定义 在 集 D 
上 :, 若 对 万 中 任意 ze, 天 一 12,z 十 zs 一 访 十 2 满足 :jz 二 zz) < 十 ya) 
合 | 一 | 之 | 一 zy |, 则 对 中 任意 一 组 数 zi(l 二 雪 四 ,有 Foz 之 nf (0); 
车 f 在 D 上 恒 为 正 , 且 zi 十 xs 二 十 yw 满足 Cr) 了 fr) 之 了 Cy)f(y2) 晤 | yy 一 yz | 
一 | zi 一 zs |, 则 对 吕 中 任意 一 组 数 .x (1: 过 站 ;有 fxs) 达 (fC)", 仅 当 所 有 zz。 
相等 时 等 号 成 立 , 式 中 ec 二 Dz. 可 由 此 发 现 和 统一 证 明 许 多 几何 不 等 式 、 三 角 不 等 
式 、A-G 不 等 式 ,Chebyshev 不 等 式 等 , 详 见 [345]1984,12:18 ~ 19,34. 南京 师 院 学 报 ， 
1982 ,3 :65. 

1989 年 华强 将 逐步 调整 法 推广 到 多 元 函数 y= 二 f(z), 式 中 二 (x1,"… ,Zw) ER 若 
>)z 二 re, 且 对 任意 1 帮 i 过 j 志 7, 国 定 xz4(h 关 i 让 ,yy 随 | zx 一 xz; | 的 减 小 而 减 小 , 则 
f(z) 寡 (0); 式 中 c= 《eye). 车 y 随 | xz; 一 zj | 的 减 小 而 增加 , 则 不 等 号 反 向 . 若 [[ xz 
二 c" ,也 有 类 似 的 结论 . 特别 ,车 y = f(x) 关于 zi,… ,zx 对 称 ( 即 将 其 中 任何 两 个 量 对 换 
后 ,表达 式 都 不 变 ) , 则 y 随 | zi 一 z; | 减 小 时 变化 的 性 质 只 要 考查 zi ,zs 即 可 . (第 三 章 
No. 150; 第 五 章 §$ 1. No. 73;[99]4(1989),64 ~ 72) 

12、 面积、 体积 比较 法 : 按 积 分 的 几何 意义 ,证 明 某 些 积分 不 等 式 ,例如 第 十 三 章 
No. 1(9)Polya 不 等 式 可 归结 为 面积 或 体积 大 小 的 比较 ;又 积分 作为 积分 和 的 极限 , 某 些 
代数 不 等 式 .数列 或 级 数 不 等 式 也 可 归结 为 面积 .体积 的 比较 (当然 可 推广 到 集合 测度 大 
小 的 比较 ). (第 三 章 No. 112,133; 第 四 章 8 1. 六. No. 19) 

13.， ” 抽 民 原理 (又 则 铝 合 原理 或 狄 利克 雷 原 理 ): 设 有 nn 十 1 个 (或 更 多 ) 物体 装 人 >= 
个 盒子 , 则 至 少 有 一 个 盒子 装 有 两 个 物体 ,或 更 一 般 地 , 设 有 mi 十 … 十 m, 十 1 个 (或 更 多 ) 
物体 放 在 个 盒子 中 , 则 不 管 如 何 放 ,下 述 n 个 事件 中 总 有 一 个 成 立 : 第 个 盒子 中 至 少 有 
mi 十 1 个 物体 (1 委 & 委 站. 抽 屠 原理 看 起 来 非常 简单 ,也 容易 用 反 证 法 证 明 它 . 但 如 何 设 
计 具 体 的 “ 抽 懂 ”时 , 却 变 化 多 ,技巧 性 强 , 因 而 应 用 广泛 ,特别 是 用 于 数论 和 组 合 数学 中 . 
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某 些 几何 与 分 析 问 题 也 可 转化 为 利用 抽 屠 原理 . 例如 , 若 n 个 图 形 面 积 之 和 小 于 S， 
则 不 能 用 它们 来 覆盖 面积 为 S 的 图 形 ; 若 ”个 正 数 的 算术 平均 大 于 a, 则 在 这 些 数 中 至 少 
有 一 个 数 大 于 a 等 . 

在 抽 必 原理 的 推广 中 ,有 著名 的 瑞 姆 塞 定理 : 设 集合 S 中 有 个 元 素 . S 的 子 集中 只 有 


m 个 元 素 的 子 集 有 一 |， | twa 为 AP ,Ac ,把 这 种 子 集 的 全 体 分 成 互 不 相交 的 


类 , 则 对 于 任意 自然 数 六 宇 m,1 7 也 上 k, 只 要 nn 充分 大 ,下 述 个 事件 中 总 有 一 个 成 立 : 

存在 S 的 一 个 有 nj 个 元 素 的 子 集 S, ,5S; 的 任意 一 个 具有 m 个 元 素 的 子 集 都 在 第 7 类 
中 ,1 委 7 委 上 

使 上 述 定 理 成 立 的 最 小 数 n, 称 为 瑞 姆 赛 数 , 它 与 m,nj (1 过 / 过 有) 有关. 对 于 一 般 给 
定 的 的 宇 m,1 志 7 三 &, 如 何 求 出 瑞 姆 赛 数 ,是 一 个 难题 ,目前 只 有 一 些 特 殊 结果 . (第 二 
章 § 3. No. 15 连 分 数 不 等 式 ,特别 是 Dirichlet 不 等 式 .Hurwitz 不 等 式 的 证 明 ; 第 三 章 
No. 52,62; 第 四 章 831. 六 ,No. 18) 

14. ”排列 组 合 方法 : 除了 用 于 证 明 第 二 章 组 合 数 不 等 式 外 ,还 可 用 于 证 明 某 些 数论 
函数 不 等 式 . (第 二 章 § 2, 六 ,[345]1982,4:31 ~ 32) 

15. ”函数 的 单调 性 : 利用 函数 的 单调 性 ,不 但 可 以 证 明 许 多 不 等 式 , 还 是 发 现 和 构 
造 新 不 等 式 的 基本 工具 ,第 八 章 8$ 1 详细 叙述 了 天 数 单调 性 概念 的 各 种 推广 及 其 单调 性 
判别 法 . 此 外 ,可 兄 第 一 章 8$ 3 AG 不 等 式 、Fan Ky 不等式 的 加 权 形 式 , 第 二 章 § 1. 一 No. 
16, 第 五 章 § No.1,2,12,15,，$ 3. No. 55 等 的 证 明 . 

16. ” 丁 函 数 方法 :第 七 章 $1 对 凸 函 数 基本 概念 及 其 推广 ,各 种 凸 函 数 不 等 式 作 了 
详细 论述 ,这 是 构造 和 证 明 大 批 不 等 式 的 基本 方法 . 例如 第 一 章 》3,AG 不 等 式 (3. 31) 与 
(3.171) 式 的 证 明 ; 第 三 章 No. 18(C, 不 等 式 ) ,No. 27(Young 不 等 式 ) ,No. 68 ,69,73 ,78， 
164, 第 四 章 中 大 量 的 几何 不 等 式 的 证 明 都 用 到 了 函数 的 同性 . 

17. ”利用 中 值 定理 :包括 微分 中 值 定理 和 积分 中 值 定理 ,例如 第 十 三 章 No. 41 的 证 
明 中 这 两 个 中 值 定理 都 要 用 到 . 在 现行 数学 分 析 教 材 中 ,它们 都 写成 等 式 形式 ,例如 f(5) 
一 f(a) 二 了‘《c) (6 一 a), 式 中 的 c, 只 知道 与 a,5,f 有关, 但 对 于 许多 应 用 来 说 ,只 要 知道 
导数 f(zx) 的 上 、 下界 :m 过 f(z) 入 M, 就 得 出 不 等 式 ， 


m 去 人 全 二 大 人 <M. 


因此 ,[74] 第 八 章 指出 ,中 值 定理 的 实质 是 由 不 等 式 的 形式 揭示 出 来 的 . 可 导 条 件 可 减弱 
为 存在 单 侧 导 数 f(x) ,f(z) ,或 Dini 导数 . (第 十 二 章 3. No. 1,32,47, 第 十 三 章 
No. 9,13,41) 这 种 中 值 不 等 式 还 可 推广 到 Banach 空间 中 去 . 设 EE= (a,5b),Y 是 Banach 空 
间 ,f:E 一 Y 是 连续 映射 ,p:E 一 R! 递增 连续 . 若 存 在 五 中 至 多 可 数 集 4 ,使 得 YzE 
EF 一 A,f,p 在 zx 点 可 导 且 二 C2) 和 | Cx) 1) 则 1 AGO 一 Fa) 1 和 过 29 一 pCa). 

18. ” 极 值 方法 :包括 Lagrange 乘 数 法 .最 小 二 乘法 等 . [1] 指出 ,函数 的 极 值 理论 是 
发 现 和 证 明 不 等 式 的 万 能 武器 ,其 中 第 一 章 $ 3 证 AG 不 等 式 与 第 三 章 No. 9 的 变形 技 
巧 ; 第 三 章 No. 48,49,51 利用 变量 的 对 称 性 ,用 局 部 固定 法 ,将 多 元 函数 的 极 值 转化 为 一 
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元 函数 的 极 值 处 理 . (第 三 章 No. 92) 

最 小 二 乘法 是 根据 一 组 数据 (zi;,y4) ,1 志 & 志 nn, (一般 由 实验 或 观测 而 得 ) , 找 出 一 个 
给 定 类 型 的 函数 y = f(x) ,要 求 确定 f 中 的 参数 ,使 得 >)[f(xi) 一 yj? 为 最 小 . 

第 一 章 $3 证明 Fan Ky 不 等 式 的 加 权 形 式 , 第 三 章 No. 1. 55; 第 五 章 3 1. No. 69; 第 
九 章 $1. No. 5 等 的 证 明 技 巧 ,都 值得 注意 . 

优化 和 非 线 性 规划 中 的 罚 函 数 法 是 一 种 把 带 约束 极 值 问题 归 结 为 无 约束 优化 问题 的 
方法 . 例如 ,考虑 R" 中 的 集合 王 = (T= 二 (zisyTi):fi(T) 之 0,1 世上 k 世 mm) 上 的 函数 yg 
的 极 小 化 问题 . 罚 函 数 gx,a) 具有 以 下 性 质 :车 x EEE, 则 yl(zxsa) 一 03 若 工人 系 王 , 则 
VCzsa) >0, 设 xz(e) 是 任何 使 MCza) = glx) 十 内 zya) 取 无 约束 (整体 ) 最 小 值 的 点 ， 
wzya) 的 选取 方法 是 :点 Ca) 与 原 问 题 的 解 集 4A 的 距离 4(z(a) ,A) 一 0C 一 co); 否 则 ， 
就 使 得 limyg(zCo)) = inf{p(z) :x E 已) 例如, 可取 yx,a) 一 3 | min{ .APGCz),0) 1”, 
q 之 1; 常 取 g = 2. 

罚 函 数 法 的 更 一 般 的 提 法 :将 p(x) 在 集合 上 的 极 小 化 问题 ,归结 为 某 个 参数 聘 数 
M(z,a) 在 一 个 从 应 用 数值 极 小 化 方法 的 有 效 性 观点 来 看 比 原来 的 集合 结构 简单 的 集 
合 上 的 极 小 化 问题 . 20 世纪 80 年 代 以 来 又 进一步 发 展 为 乘 子 罚 函 数 法 (或 增 广 Lagrange 
函数 法 ). R" 中 的 子 集 下 也 推广 为 Banach 空间 的 子 空间 等 ， 

19， ”震级 数 方法 :要 证 f(x) 受 g(z),(1z1< 二 ao, 若 户 g 在 区 间 ( 一 a,a) 上 可 以 展开 


成 宕 级 数 ;, f(z) 二 azog(z) 一 bx", 则 只 要 证 明 对 所 有 ,成立 a, 过 如. 由 此 可 以 统 
一 证 明 许多 不 等 式 ,还 可 以 发 现 新 的 不 等 式 ;对 于 收 敏 的 交错 级 数 的 和 (一 1)"a, 一 S, 当 


an 之 04a >ao 一 0:1,2…) 时 ,有 Sr 二 SS 二 S52, 其 中 S, = > (一 1)*a ;有 时 还 要 
与 放 缩 技巧 等 其 他 方法 结合 使 用 . 典型 的 证 明 技 巧 可 参看 第 一 章 AG 不 等 式 ;第 二 章 81. 
No. 8,11; 第 三 章 No. 8,11,145; 第 五 章 $1. No.4; § 2. No.1;§3.No.14,41,54;[152]216 ~ 
219 等 . 


20.” 母 函数 方法 :对 于 给 定 的 数列 {a,) ,可 以 构造 一 个 形式 震级 数 > ,avz"， 称 为 


n=0 


fa,) 的 母 函 数 ,而 了 45， 称 为 tov) 的 指数 型 母 函 数 . 于 是 就 把 对 数列 不 等 式 的 研究 转化 


n 


为 函数 不 等 式 的 研究 . 我 们 还 可 以 定义 函数 列 {f, (zx)} 的 母 孙 数 下 (x,t) :车 下 能 通过 形式 


运算 ( 即 不 管 这 种 运算 是 否 合理 ) 能 展开 成 t 的 矢 级 数 :FCx,) 一 > caf.(z)v ,不 论 该 级 


n=0 


数 是 否 收敛 ,只 要 f, (zx) 有 意义 ,就 称 F(x,t) 是 {f(xX)) 的 母 函 数 . 例如 ,从 母 函 数 


(1 一 2zz 十 纪 ) 全 一 DP, Cr 
就 得 到 勒 让 德 多 项 式 P, (xz). 其 他 特殊 函数 ,如 雅 可 比 多 项 式 、Euler 多 项 式 、 埃 尔 米 特 多 
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项 式 、 拉 盖 尔 多 项 式 等 都 有 相应 的 母 函 数 ( 见 第 六 章 § 2). 


oo 


早 在 18 世纪 , 欧 拉 就 利用 自然 数 n 的 分 拆 数 r(n) 的 母 函 数 f(z) 二 > rln)x" 来 研 


究 r(n) , 见 第 二 章 8$ 2. 六 . 在 数论 中 还 经 常用 到 Dirichlet 级 数 型 的 母 函数 2)a(n)n ,到 


19 世纪 , 拉 普 拉 斯 研究 概率 问题 ,发展 成 为 一 般 的 方法 ,导致 把 对 分 布 函数 的 研究 转化 为 
对 它 的 特征 函数 的 研究 . 近代 拉 普 拉 斯 变换 、Fourier 变换 等 各 种 积分 变换 ,都 是 母 函数 方 
法 的 推广 . 见 专 著 [111], 史 济 怀 《 母 函数 》, 上 海 教育 出 版 社 ,1981, 沈 沟 昌 等 (< 母 函 数 的 作 
用 汇 353]1998,14(1 ~ 2). 

21。 Fourier 分 析 与 小 波 分 析 方 法 :Fourier 级 数 的 丰富 理论 已 成 为 证 明 不 等 式 的 基本 
方法 ,如 第 四 章 § 3 等 周 不 等 式 ;第 六 章 8$ 2, 三 ;第 十 二 章 $ 3. No. 9Wirtinger 不 等 式 ; 第 十 
三 章 No. 95(5) 等 都 巧妙 地 用 到 了 Fourier 级 数 的 逐 项 积分 和 Parseval 公式 ,此 外 见 第 十 一 章 
§ 2. No. 51. 而 第 十 四 章 § 2. No. 32 用 到 小 波 分析 方 法 ,还 可 参看 [21]508 ~ 511. 

22. ”微分 方法 :为 证 f(x) 二 g(x), 有 时 归结 为 证 f(x) 二 g (xz), 可 使 问题 简化 , 例 
如 第 一 章 8$ 3 AG 不 等 式 的 证 明 , 第 三 章 中 许多 代数 不 等 式 的 证 明 . 第 十 三 章 No. 1,57,73 


等 一 类 积分 不 等 式 , 常 将 积分 上 限 5 换 成 变量 z, 即 | / 变 成 PCz) 一 [了 ,对 五 求 导数 ,这 


往往 是 十 分 有 效 的 证 明 技巧 . 

23. ”差分 法 :第 十 二 章 8$1 一 2, 第 十 四 章 No. 20, 详 见 徐 利 治 等 L8] 和 上. M. 
Milne-Thomson, The Calculus of Finite Differences, Macmillan, London,1951., 

事实 上 ,有 限 差分 的 理论 是 微分 学 的 原始 形式 ,在 历史 上 ,微分 学 正 是 由 有 限 差分 的 
理论 产生 的 ,所 以 , 差分 与 微分 有 类 似 的 性 质 , 而 且 差 分 . 差 商 与 导数 有 密切 的 联系 . 
([124] 第 二 章 $4) 

24.” 变 分 法 : 变 分 法 的 核心 问题 是 求 汉 函 的 极 值 函数 和 相应 的 极 值 . 20 世纪 以 来 ， 
在 动态 规划 与 自动 控制 理论 等 的 推动 下 , 变 分 法 有 了 很 大 的 发 展 . 莫 尔 斯 于 1925 年 推广 
了 伯 克 答 夫 的 极 小 极 大 原理 ,得 出 著名 的 英 尔 斯 不 等 式 , 以 后 形成 了 大 范围 变 分 法 . 见 
Milnor,J. Morse 理论 . [1] 第 七 章 专 门 讨论 了 用 变 分 法 可 以 建立 的 若干 特殊 的 积分 不 等 
式 . 本 书 第 十 三 章 No. 19 作 了 概述 . 第 四 章 8$ 3 等 周 不 等 式 的 证 明 , 以 及 邵 品 琼 用 变 分 法 
证 明 Opial- 华罗庚 不 等 式 . 详 见 [353]1982,3:15 ~ 19. 此 外 见 [21]:500 一 504. 

25. ”积分 方法 :包括 用 积分 的 性 质 和 积分 不 等 式 . 特别 是 积分 的 单调 性 . 利用 积分 还 
可 证 明 某 些 数 列 或 级 数 不 等 式 , 除 了 通常 的 黎 曼 积分 、. 勒 贝 格 积分 外 ,用 各 种 新 积分 (例如 见 
[95]) 来 证 明 不 等 式 是 很 有 前 途 的 新 方向 , 如 [301]1987,127 ;370 ~ 374 就 证 明 G-B 不 等 式 
(第 十 三 章 No. 14) 对 于 Henstock 积分 也 成 立 . 典型 的 例子 可 见 第 二 章 $ 1. No. 8 一 10,22， 
25; 第 二 章 § 3. No. 2; 第 三 章 No. 23; 第 十 二 章 § 3. No. 47; 第 十 三 章 No. 93,113 等 . 

26. ”概率 方法 :除了 证 明 概 率 不 等 式 外 ,还 可 通过 构造 随机 变量 8, 利 用 概率 不 等 式 
来 证 明和 推广 许多 著名 的 不 等 式 , 并 得 到 许多 新 的 不 等 式 . 例如 , 设 全 7 是 相互 独立 的 随 
机 变量 ,从 DC&n) = De . Dy 十 (EE)?Dy 十 DE，(En)! 得 到 ”Dé . Dy 才 DCey). 从 而 有 
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D(E¢)’ (Ey)’ < Ee’ (En)’ + (Ee)’ Ey’. (26. 1) 
给 定 实 数列 {ai} , {5,} ,可 构造 二 维 离散 型 随机 变量 (6,7) ,使 其 概率 质量 函数 为 


PGs 一 wu 省 一 名) 一 证,'j 一 1,2,… on, 则 从 (26.1) 式 可 得 不 等 式 
(Dl a) Do) SLO Db) + Pa) 2); 
车 {far} , {B54} 是 正 的 无 穷 数 列 , 则 可 构造 二 维 随 机 变量 (&,) ,使 其 概率 质量 函数 为 


P(E = x119 = yy) = 49hj 一 1,2,…, 式 中 4 一 Da p31 于 是 (6, 的 边 
缘分 布 为 
P(e= zx) = 人 ,Ply=y) 一 必 ， 


则 从 (26. 1) 式 ,可 得 
CBr Dy)’ < FED a) DD ar) po 


FCO BOC arri)’ (Dy ay) 

上 述 概 率 证 法 的 要 点 是 : 先 构造 一 个 概率 分 布 为 已 知 的 随机 变量 &, 若 要 证 与 数列 

{ze} 求 和 有 关 的 不 等 式 , 则 & 的 概率 质量 函数 为 
Pl€ = zxi) = pi. (26. 2) 

(26.2) 式 中 8 的 取 值 就 是 数列 中 的 工 。 ,而 取 各 个 值 的 ps 则 视 具 体 情 况 而 定 ; 若 有 几 个 数 
列 ,就 相应 构造 几 维 随机 变量 . 若 要 证 的 是 积分 不 等 式 , 则 该 $ 的 概率 密度 函数 了 就 是 这 
积分 中 被 积 函 数 的 某 一 因 式 , 然 后 利用 概率 论 中 某 些 与 数学 期 望 有 关 的 不 等 式 . 详 见 戴 朝 
寿 的 两 篇 文章 :[353]1985,11(2):51 一 54,33;1988,14(2) :85 ~ 90 和 1991,17(2) :83 一 
85. [351]2000,3:2 ~ 4;2000,5 ~ 6:14. 用 概率 方法 证 微分 不 等 式 见 第 十 二 章 § 3. No. 
61. 

利用 (概率 ) 炉 理 论 和 随机 积分 证 明 不 等 式 , 可 见 [54j]5:411 ~ 417,Tokyo J., Math. 
1988,11(2) :323 ~ 328 等 .还 有 一 种 度量 和 ,广泛 用 于 调和 分 析 与 逼近 论 .各 种 抽象 空间 
的 算 子 理论 上 ,也 是 证 明 不 等 式 的 现代 工具 . 

典型 的 证 明 技 巧 见 第 一 章 $》3 AG 不 等 式 的 证 明 .第 三 章 No. 17,18,31,72; 第 十 三 章 
No. 68,135,136; 第 十 四 章 $2.No.6,8, 第 十 五 章 则 是 概率 统计 不 等 式 . 另 见 石 焕 南 
[351]2000,3:2 一 4;5 一 6:14;1998,2:17 ~ 18,[344]2002,32(1):132 ~ 135 ,高 等 数学 
研究 1999 年 专刊 ;31 ~ 33: 山 东 师 范 大 学 学 报 ,2002,17(1) :12 一 14;[402]1996 ,12(3) : 
146 ~ 149 等 . 

27. ”优化 理论 :利用 优化 不 等 式 ( 又 称 控 制 不 等 式 , 见 第 七 章 》1. No.7) 可 以 统一 
证 明 许 多 代数 不 等 式 . 几 何不 等 式 .矩阵 不 等 式 和 凸 函 数 不 等 式 . 第 三 章 No. 72 ,第 十 五 章 
§ 1. No. 29,34,[345]1985,9:35 ~ 37,12 及 专著 [6],[9],[54]3 等 ) 

1989 年 赖 炎 连通 过 讨论 三 种 类 型 的 约束 优化 问题 ,利用 Kuhn-Tucker 条 件 推出 著名 
的 钟 开 莱 不 等 式 、.AG 不 等 式 .Halder 不 等 式 及 其 推广 等 . (广西 大 学 学 报 ,1989,2:44 ~- 
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52) 石 焕 南 利 用 优化 理论 卓有成效 地 证 明了 大 批 代数 不 等 式 和 概率 统计 不 等 式 . 
([100]323 ~ 327; 东北 师范 大 学 学 报 ,2001,33( 增 刊 ):24 ~ 27; 四 川 师范 大 学 学 报 ， 
2002,25(5) :510 ~ 511;[351]1998,2;5:19 ~ 22;6:53;1999,1:2~4;2:3~5;3:9~11; 
2000,3;1 一 2;4;12 一 15;2001,1:9 一 11,2:5 一 7)2003 年 元 月 , 石 焕 南 还 整理 了 20 世纪 
90 年 代 以 来 发 表 的 控制 不 等 式 文献 ,国内 52 篇 ,国外 11 篇 ,专著 5 部 . 

28.、 ”支撑 函数 方法 :利用 支撑 不 等 式 ( 第 七 童 8 1. No. 28) 可 以 证 明 许多 基本 不 等 
式 .行列 式 不 等 式 、 初 等 对 称 多 项 式 不 等 式 ( 第 三 章 No. 132) 等 . (L30111986,117:23 一 
41》 

29。 ”Benson 方法 :这 个 方法 的 要 点 是 :(1) 选择 一 个 适当 的 代数 不 等 式 来 证 明 一 个 包含 
函数 及 其 导数 的 表达 式 是 非 负 的 ;(2) 将 不 等 式 适 当 变 形 , 如 两 边 加 上 一 个 恰当 导数 ;(3) 对 
不 等 式 两 边 积分 . 利用 这 个 方法 可 以 证 明 大 量 已 知 的 基本 不 等 式 , 例 如 第 一 章 的 不 等 式 和 第 
六 音 $ 1. No. 12; 第 十 二 章 8$ 2. No. 9; 第 十 三 章 No. 7 等. Benson 以 下 述 为 例 : 

(1) 从 代数 不 等 式 


XxX” 一 2nrz 十 2n 一 1 衬 0 (29. 1) 
出 发 ,对 于 连续 可 微 函 数 ulxz), Plu,x) Gus Tr) Plu,r) 人 0， 


取 弃 二 过 六 用 [ 乘 (29. 1) 式 两 边 ,得 到 


到 一 


7 2n 
Pu) 4 (2n v2 ] 2 > 0 (29. 2) 


(2) ”在 (29.2) 式 两 边 加 上 2nG”, (u(x) ,zx); 
(3) ”从 a 到 5 积分 , 即 得 


1 
pb 
Q 


| [Peer 十 (2 一 1 竺 -7 十 2n G/。 | > 2GLu(B) ,6 — Gula) sa). 
仅 当 ww = [宪政 时 等 号 成 立 . ([41§ 2.10 和 [211515 ~ 520) 

30. ”逻辑 推理 方法 :例如 见 第 二 章 § 3. No. 17 ,第 九 章 8 1. No. 10. 后 者 是 1987 年 
上 海 市 中 学 生 数 学 竞赛 题 , 可 参看 常 庚 哲 等 ,高 中 数学 竞赛 辅导 讲座 ,上 海 科 学 技术 出 版 
社 ,1987,124 一 137. 

31. ”数论 方法 :数论 中 各 种 分 拆 技巧 、 模 函数 论 方法 、Tauber 型 方法 ,解析 数论 方 
法 .得 法 理论 .素数 分 布 理 论 、. 各 种 数论 函数 .三 角 和 及 特征 和 、 渐 近 法 与 连 分 数 等 都 是 常 
用 的 方法 . 得 函数 的 上 下 界 估 计 等 ,往往 还 要 用 到 高 深 的 分 析 技 巧 . 例如 见 第 二 章 $1. 
No. 16; 第 二 章 8 3. No. 15; 第 五 章 81. No. 6. 专著 [17,18,76,89,93]. 

32.” 重 排 方法 :函数 的 重 排 是 将 一 个 测度 空间 上 的 可 测 函 数 了 用 它 的 重 排 函数 了 * 
来 代替 , 广 与 /有 相同 的 分 布 函 数 ,而 /的 分 布 函数 与 重 排 范 数 是 比 原来 f 好 处 理 的 对 
象 , 因 而 在 积分 不 等 式 的 建立 和 证 明 中 很 有 用 处 ,我 们 在 第 十 三 章 No. 20,21 介绍 了 这 些 
概念 及 其 基本 性 质 ,利用 好 和 不 等 式 ( 见 第 十 三 章 No. 20(6)) ,可 以 通过 对 分 布 函 数 的 估 
计 得 到 函数 间 的 积分 不 等 式 ,因此 孙 数 的 重 排 方法 就 成 为 发 现 和 证 明 积 分 不 等 式 的 基本 
方法 之 一 . Hardy 等 在 [1] 中 用 了 专门 的 一 章 ( 第 十 章 ) 来 讨论 重 排 方 法 ,得 到 了 大 批 著名 


‘ 
+ 
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的 不 等 式 . 还 有 相应 的 离散 量 的 重 排 , 见 第 二 章 8$ 1. No. 1, 第 三 章 No. 86,87,95, 第 四 章 
中 许多 几何 不 等 式 的 证 明 , 第 七 章 § 1. No. 50, 第 八 章 § 1. No.15,16, 第 十 一 章 8 2. No. 
47, 第 十 二 章 § 3. No. 5, 第 十 三 章 No. 20 等 ,[345]1986,8:26 ~ 28. 有 关 专 著 见 [55 ,61， 
64,65,68,72,92,132,167]. 

33. “利用 极限 的 性 质 : 除 了 运用 熟知 的 极限 的 单调 性 . 保 号 性 .有 界 性 (对 于 函数 极限 
是 局 部 有 界 性 ) 等 (如 第 三 章 No.9,18 ,第 六 章 8$3. No.4) ,还 经 常用 到 上 下 极限 、 上 下 确 界 
的 性 质 , 见 第 八 章 $ 3, 也 可 构造 稠密 点 集 , 使 得 对 这 些 特 殊 点 集成 立 的 不 等 式 过 渡 到 更 一 般 
点 集 都 成 立 的 不 等 式 , 见 第 一 章 $ 1, 四 (不 等 式 延 拓 原 理 ) 等 . 还 可 利用 已 知 的 极限 . 

34. ”利用 行列 式 、 和 矩阵 的 性 质 :除了 用 于 证 明 第 十 章 的 有 关 不 等 式 外 ,还 可 以 证 明 
许多 代数 不 等 式 和 几何 不 等 式 . 例如, 实 二 次 型 可 用 矩阵 表示 : 

f(z Xn) = > Dh azz 二 XX'AX, 式 中 


j=1 k=1 


dl CI ”Cn 习 1 

CQ21 CQ22 Ca2zn 2 
A= ， 久 二 » 

Qnl Cna2 人 mr Tn 


XX’ 一 (Xx1 yA 9 Cn ) aR Qj f 为 正定 的 充 要 条 件 中 ,要求 /的 系数 矩阵 A 一 (ci ) 
的 nn 个 顺序 主子 式 D; 都 大 于 零 , 即 
CI 0 a 


> 0 ,而 了 为 负 定 的 充 要 条 件 则 要 求 ( 一 1)D， >>0,k 一 1,2,…… »71, 


Qn a 

对 于 要 证 明 某 些 特殊 的 代数 不 等 式 :a 这 5b, 可 找 一 映射 p, 使 得 矩阵 B 对 应 于 代数 表 
达 式 5:8 = p(B) ,再 对 B 作 行 变换 得 到 矩阵 A ,使 得 a = gp(A). 例如 ,可 用 这 种 方法 证 明 
8abc 委 (a 十 5 二 cc 十 a)， 式 中 abc 为 非 负 数 ., 详 见 Eurocal Leipzig 1987 ,87:403 ~ 
411,Lecture Notes in Comput. Sci 378 ,Springer 1989 和 本 书 第 一 章 $1 和 [12,13]， 
[5412 等 . 

35。 ” 拟 线 性 化 方法 : 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,L(xz,y) 是 天 XY 上 的 函数 ， 
Hy1l 是 yy 在 Y 中 的 范 数 .由 L(x,y) 定义 一 个 新 的 函数 

pz) 一 max{L(z,y): | y| 1}. (35. 1) 

于 是 ,L(x,y) 作为 z 的 函数 对 所 有 y 都 成 立 的 某 些 性 质 ,例如 正 性 、 线 性 . 凸 性 等 都 将 反 
映 到 p(x) 的 相应 性 质 之 中 . 而 工 (z,?) 的 这 些 性 质 往往 比 g(x) 的 相应 性 质 更 容易 证 明 ， 
这 就 是 所 谓 拟 线性 化 技巧 . 例如 ,车 对 于 所 有 y,L(x,y) 是 zz 的 线性 泛 函 , 即 

Llarit Brs,y) = oaL(zi,y) t+ AL (zr ,yy), 
则 ”plzi 十 Xz) 二 plz1) 十 glxs), 邯 得 到 9 的 次 可 加 性 ;又 如 ,利用 拟 线 性 化 技巧 ,将 
Holder 不 等 式 写成 等 式 形式 : 

1 1 


| al, = max{ >， | asia 1 县 1 交 > 二 方 十 本 一 1 全 
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RCz) = {zx = (zi In): zl <1p>1, 广 + 计 一 内 ， ; 则 


lat6ll, — max{ 2 | au | 十 | 6 |) | x 1} < max 2) | akzs [+ max 2) | bixa | 


二 la 十 上 上 551,. 这 就 是 Minkowski 不 等 式 . 
有 时 在 (35. 1) 式 中 max 要 换 成 sup. 例如 积分 形式 的 H6lder 不 等 式 可 写成 : 


| |。 王 sup{| | fg i gll, <i,p> 1,(/p) + (1/9) = 1). (35. 2) 


见 第 一 章 82 和 § 3. No. 13, 第 十 三 章 No. 69.[2] 第 一 章 8 19 ~ 26 等 . 这些 技巧 还 
广泛 用 于 Fourier 分 析 与 小 波 分 析 .矩阵 分 析 . 变 分 法 等 分 支 中 ,如 第 十 三 章 中 各 种 极 大 画 
数 .BMO 空间 等 . 

36. ”变换 方法 :除了 本 书 提 到 的 连续 量 的 各 种 变换 ,如 Fourier 变换 .Laplace 变换 
等 ,常用 的 离散 量变 换 有 : 

(1) Abel 变换 : 见 第 二 章 8 1, 一 ,第 三 章 No. 82, 第 六 章 8$ 3. No. 32,34 等 ,[8] 详细 
介绍 了 Abel 变换 技巧 . 

(2) Mibius 变换 : 见 第 九 章 § 2. No. 4. 


(3) ”级 数 的 Kummer 变换 :已 知 无 穷 级 数 > ak 收 化, > 6 一 B, 且 lim 天 一 1 夭 0， 
则 Bar =2B+ > ( 一 和 ja 


(4) ”级 数 的 Euler 变换 : 设 了 (一 1)*as 一 S, 则 


二 > (一 D2%?Atao, 式 中 Atao 一 六 CD Bh 

(5) Mellin 变换 : 见 第 十 三 章 No. 138. 

此 外 ,还 有 斯 特 林 变换 .组 合 变换 ,第 三 章 No. 82,95; 第 十 二 章 $ 2. No. 5 的 卷 积 变换 技巧 
等 . 

37.， ”利用 不 动 点 定理 : 设 zx 二 /(x,), 若 连续 函数 上 有 不 动 点 a, 即 f(z) = 二 工 有 实 
根 a. 当 /递增 时 , 若 z 二 a 时 (7) 之 而 7 之 4 时 f(x) 过 zx, 则 当 zz < 之 4 时, (x,} 为 
递增 数列 ,而 当 zi > a 时, (x,} 为 递减 数列 ; 当 了 递减 时 ,车 + 过 a 时 ,f[f(z)1 之 zx. 而 x 
汪 a 时 f[f(z)] 过 x,; 则 对 任意 自然 数 n, 有 

Ta < Tantl TA < Tan < TaorD， 

可 由 此 统一 证 明 许 多 由 弟 推 关系 式 确定 的 数列 不 等 式 .( 第 十 一 章 $1. No. 62 和 
[348]1989,9:10 ~ 13) 还 可 参看 马 意 海 的 “广义 极 小 极 大 不 等 式 及 不 动 点 定理 “应 用 数 
学 与 力学 ,1991,12(5):465 一 472). 

反之 ,也 可 利用 不 等 式 的 性 质 找 不 动 点 . 例如 , 设 f:N -> 入 满足 f(n 十 1) > 
fCfOn)) ; 则 所 有 的 nn 都 是 了 的 不 动 点 ,; 即 fln) = n. (19 属 IMO, 第 六 章 8》2. No. 26) 还 
用 到 泛 淆 分 析 的 对 侦 定 理 . 

1997 年 ,Momcilo,B. 进一步 考虑 了 赋 范 线性 空间 关上 的 泛 函 f:X 一 Ri ,为 了 研究 了 
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的 极 小 值 , 即 f(x) 宇 a, Vx € X, 通 过 寻找 映射 F:X 一 和 ,使 得 开关 于 三 单调, 即 
fCFC(z)) 牵 f(z),Vx EXX, 仅 当 在 下 的 不 动 点 等 号 成 立 , 类 似 寻 找 映 射 族 的 公共 不 动 点 
集 来 研究 了 的 极 小 集 . ([403]1997,30(4) :2325 ~ 2328) 

38. ”覆盖 方法 :通过 构造 易 求 面积 的 特殊 图 形 的 集合 ,然后 用 其 并 集 覆 盖 所 研究 的 
图 形 ,根据 面积 原理 , 便 可 证 明和 发 现 许 多 几何 不 等 式 ( 第 四 章 ). 从 有 限 履 盖 定 理 到 可 数 
柳 盖 (Lindelaf 定理 ) .Vital-Wiener 覆盖 .Whitney 覆 盖 .Besicovitch 覆盖 、 各 种 圣人 技巧 等 ,都 
是 处 理 各 种 困难 问题 的 有 力 工 具 , (第 十 三 一 十 六 章 和 L65].[L75]`L86]j`L132]、[L141j 等 ) 

39. ”物理 方法 :将 不 等 式 用 一 个 适当 的 物理 模型 来 描述 ,然后 根据 物理 定律 来 作证 
明 . 例 如 1887 年 Rogers,L.J. 在 “数学 使 者 ”上 发 表 了 一 个 不 等 式 , Holder 发 现 其 表达 式 
看 上 去 像 质 心 公式 . 他 推出 了 获得 这 种 不 等 式 的 一 般 方法 , 若 质 量 分 布 在 向 下 凸 的 曲线 
y 二 f(z) 上 , 则 其 质心 在 该 曲线 的 上 方 , 其 代数 表达 式 是 一 个 不 等 式 . Holder 试 了 各 种 
函数 f ,得 到 相应 的 不 等 式 中 ,大 部 分 是 已 知 的 ,但 有 一 个 是 新 的 ,就 是 著名 的 Holder 不 
等 式 . 用 物理 方法 证 A-G 不 等 式 可 见 Bull. Inst. Math. Appl. 1985,192(21) ;根据 势能 最 
小 原理 ( 当 一 个 力学 系统 处 于 稳定 静止 状态 时 所 具有 的 势能 最 小 ) ,得 到 偏 微 分 方程 中 的 
能 量 不 等 式 . (第 十 三 章 No. 26) 反之 , 变 分 不 等 式 和 变 分 原理 为 固体 力学 的 现代 发 展 提 
供 了 统一 的 框架 和 有 力 工 具 . 1989 年 郭 友 中 系统 研究 了 固体 力学 中 的 不 等 式 问 题 . (应 用 
数学 和 力学 ,1989,10,(1):1 一 21; 第 四 章 $1. No. 18; 第 八 章 $ 1. No. 22) 还 可 用 质心 公 
式 证 ;用 光学 .热学 .电磁 学 等 有 关 定 律 证 明 不 等 式 . (L301j1980,76:209 一 212 等 ) 另 见 
本 书 第 十 三 章 No. 7,25,26 中 的 能 量 方法 ,No. 141 等 . 

40. 动态 规划 法 : 若 n 个 变数 x 满足 约束 条 件 ;xi 宇 0,g (x) 魏 0 一 (xxn)， 
其 中 1 过 k 过 nn,1 牵 j 声 m; 求 目标 函数 f(x) 的 极 值 就 是 一 个 规划 问题 ,至 今 还 无 一 般 解 
法 . 但 动态 规划 法 包含 一 些 精心 制订 的 规则 ,这 些 规 则 允许 消去 一 些 非 同时 变 式 ,从 而 缩 
小 了 在 其 中 求 函 数 极 值 的 集合 ,这 是 用 微 积分 方法 难以 求 得 的 最 大 最 小 值 . 自从 R. 贝尔 
曼 1953 年 发 表 “ 动 态 规划 理论 导 引 ”和 1957 年 出 版 专著 “动态 规划 ”以 来 ,动态 规划 法 在 
理论 和 实际 应 用 方面 都 得 到 迅速 的 发 展 . 用 这 些 方 法 可 以 证 明 比 古典 变 分 法 更 复杂 的 泛 
函 极 值 问 题 , 还 可 以 证 明 许 多 基本 不 等 式 , 例如 见 第 三 章 No. 61, [54j5:419 ~ 432， 
[345]1987,6:32 ~ 35 等 ， 

41. ， 泛 函 方程 法 : 王 中 烈 于 1979 ~ 1986 年 连续 发 表 了 六 篇 论文 ,系统 地 阐明 了 如 何 
用 泛 函 方程 法 证 明 一 大 批 著名 的 不 等 式 , 如 Halder 不 等 式 .Minkowski 不 等 式 .AG 不 等 式 及 
其 各 种 平均 不 等 式 的 推广 .Fan Ky 不 等 式 等 . (L301]1979,71:423 ~ 430;1980,78:522 ~ 
530;1981 ,80;31 ~ 35;1982,86:96 ~ 98;1983,96:119 ~ 129;1986,118:287 ~ 308) 

42. ”内 插 外 推 方法 : 它 的 基本 思想 是 ,如 果 我 们 知道 一 个 算 子 了 在 某 个 函数 空间 族 
上 满足 某 些 不 等 式 ,能 否 由 此 推出 在 该 函数 空间 族 的 一 些 中 间 空 间 上 (内 揪 ) 或 在 两 端 空 
间 上 (外 推 ) 满足 什么 不 等 式 ? 例 如 第 九 章 8 2. No. 32( 三 线 定 理 ) 就 是 L? 空间 基本 的 内 
播 定理 ;利用 Marcinkiewicz 内 捅 定理 ,从 


ze TOD I>0 < (ef,), o>0,k=1,2,， 
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可 推出 不 等 式 : Tf, 过 clfls, 式 中 ff € LR"),0 < 二 0<~1， 
po + 
关于 外 推 技 巧 ,我 们 仅 以 Yano 的 结果 为 例 : 设 (Q,9,x) 为 一 测度 空间 ,MC(Q) 是 实 或 
复 值 可 测 函 数 集合 ,是 从 M(0) 到 M(0) 的 次 线性 算 子 . 若 丁 是 限制 (p,p) 型 , 即 对 于 0 
中 任 一 测度 为 有 限 的 可 测 集 已 ,有 |‖ Tps ;三 Cs | gs 1 ;, 式 中 gs 为 E 的 特征 油 数 ,1 一 
p 二 2, 常 数 Cs 满足 :对 某 个 *>0,C 过 c/ (2 一 10', 则 工 满足 :对 QQ 中 任 一 可 测 子 集 E， 
4CE) < coe 和 任意 FE LU 二 log* 上 L)', 有 


1 
p pi 


| 7 [SadtpED tal | fl +log: L).. 


式 中 clycs 与 ,下 无 关 . (J, Math, Soc, Japany1951,3:296 一 305) 

1988 年 Bahmau 等 用 外 推 方法 改进 了 上 L* 范 数 和 和 气量 的 古典 凸 性 不 等 式 . (Invent. 
Math. 1988,306(15):651 ~ 654) 此 外 ,第 十 四 章 还 用 到 H? 空间 的 内 插 方 法 . 〈[86]、 
[65].[72]j.L87]、[142]) 其 他 插值 不 等 式 见 第 十 二 ,十 三 、 十 四 章 . 

43， ”函数 分 解 方 法 :前 面 究 级 数 法 、Fourier 级 数 与 小 波 级 数 法 实质 上 都 是 特殊 的 函 
数 分 解 方法 . 此 外 ,在 近代 调和 分 析 中 广泛 使 用 的 Hardy 空 间 中 的 原子 分 解 、 分 子 分解 . 块 
分 解 、 各 种 权 函 数 的 分 解 等 ,都 成 了 证 明 不 等 式 的 现代 工具 .例如 , 当 0 二 p 记 1 时 ,L? 空 
间 的 性 质 不 好 ,但 在 H?* 空间 中 仍 保持 好 的 性 质 . (第 十 一 章 , 第 十 三 、 十 四 章 ,[45j,L85j， 
[86],L87]1,[L88],L92],[125],[133] ,L137]) 

44. 机 械 化 方法 :用 电子 计算 机 辅助 证 明 不 等 式 , 除 第 五 章 $ 1. No. 103 外 ,还 解决 
了 许多 著名 的 难题 ,例如 ,Shapiro 关于 循环 不 等 式 的 猜想 的 完全 解决 (第 三 章 No. 156)， 
证 明了 从 封闭 凸 曲线 C 上 某 点 开始 , 取 其 周 长 的 所 有 三 等 分 点 , 顺 次 用 直线 段 连结 诸 点 所 
得 三 角形 周 长 不 小 于 C 周 长 的 一 半 ; 利 用 吴 文俊 关于 方程 解法 中 的 零点 分 解 定理 ,可 以 证 
明 大 量 的 三 角 不 等 式 、 几何 不 等 式 、 多 项 式 不 等 式 等 . (Systems Science and Math. Sci， 
1988,1(1);1 ~ 17) . 

不 等 式 型 定理 的 机 器 证 明 一 直 被 视 为 自动 推理 领域 中 一 个 困难 的 问题 ,主要 原因 是 
相关 算法 在 本 质 上 依赖 于 实 代 数 与 实 几何 ,其 计算 复杂 度 会 随 着 维 数 (参数 的 个 数 ) 的 增 
加 而 快速 增长 . 杨 路 提出 的 降 维 算法 能 有 效 地 处 理 含 参数 的 根 式 , 并 能 最 大 限度 地 缩减 维 
数 , 根 据 降 维 算法 和 胞 腔 分 解 编制 的 Maple 通用 程序 "BOTTEMA” 已 在 PC 上 实现 ,该 程 
序 验证 了 包含 上 百 个 未 解决 的 问题 在 内 的 上 千 个 几何 与 代数 不 等 式 . 刘 保 乾 利 用 该 软件 
证 明了 几 和 于 个 三 角形 不 等 式 ([134]、[L170]). 另 见 林 东 贷 等 ,数学 与 数学 机 械 化 ,山东 教育 
出 版 社 ,2001. 

45. ”信息 论 方 法 :信息论 是 研究 信息 的 传输 .存储 .处理 . 分 类 的 数学 模型 和 质量 估 
计 . 信息 传输 理论 主要 研究 信息 传输 的 最 优 和 拟 优 方法 .编码 和 译 码 的 最 优化 、 信 号 输入 
和 输出 的 变换 方法 ,广泛 用 到 数理 统计 (主要 是 随机 过 程 统计 ) ,平稳 随机 过 程 的 预测 和 滤 
波 理论 . 博 奕 论 等 ,有 许多 结果 都 是 以 不 等 式 的 形式 表达 的 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 以 下 几 
篇 论文 :四 de Guzman,Adolfo,M. ,Matimyas Mat. 1990,13(1):1 ~ 10;@Tripathi,G. 
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P. ,Kapur,]. N. , “Information-theoretic proofs of some inequalities” ,Proc. Nat. Acad. 
Sci. India sect. A1991,61(4) :481 ~ 493; 该 文 提出 了 三 种 信息 论 方法 :(1) 利用 篇 和 有 向 
散 度 的 凸 性 ;(2) 利用 概率 分 布 族 的 极 大 箭 不 小 于 族 中 每 个 元 的 焙 ;(3) 利用 炉 和 相应 的 
有 向 散 度 的 单调 性 .@Budimir,I. Matic,M. ,Mond,B. 等 研究 了 AG 不 等 式 和 和 Jensen 不 
等 式 等 著名 不 等 式 在 信息 论 中 的 应 用 .([304j2001,2C1)Article 5,11) 

46， ”对 称 化 方法 :对 称 化 是 指 每 个 对 象 下 结合 一 个 具有 某 种 对 称 性 (同一 类 的 ) 对 
象 F" .通常 ,对 称 化 用 R"( 或 常 曲率 空间 ) 中 的 闭 集 下 ,也 用 于 映射 ;进一步 ,对 称 化 构造 
成 使 得 下 ”连续 依赖 于 下 ,对 称 化 保持 对 象 的 一 些 特征 同时 单调 地 改变 男 一 些 特 征 . 对 称 
化 被 用 于 几何 学 ,数学 物理 和 函数 论 中 极 值 问题 的 求解 ,第 一 个 对 称 化 由 Steiner 于 1836 
年 引进 ,用 于 等 局 不 等 式 的 证 明 . (第 四 章 § 3, 三 ) 

对 称 化 方法 在 函数 论 中 的 应 用 基于 在 各 种 形式 的 对 称 化 下 区 域 的 容量 与 内 半径 改变 
的 单调 性 质 , 例 如 对 称 化 原理 : 设 w 二 f(z) 是 单位 圆 盘 D: | z | 二 1 内 的 解析 聘 数 ,f(0) 
二 wo, 了 (0) 二 0,Dj 是 w= f(z) 在 DD 内 的 值 域 ,D; 是 Dj 关于 过 w 二 wo 的 直线 或 射 
线 的 对 称 化 集 ,rCD? ,wo) 是 关于 wo 的 内 半径 , 则 

r(D ,wo) 之 | a |. (46. 1) 

(46. 1) 式 中 仅 当 w= 二 f(z) 在 DD 内 单 叶 且 D} 与 Dj 重合 (在 Steiner 对 称 化 下 ) 或 为 
Dj 绕 wo 旋转 所 得 (在 Polya 对 称 化 下 ) ,可见 对 称 化 方法 是 不 等 式 证 明 中 用 得 十 分 广泛 的 
方法 之 一 . 

47. ”利用 基本 不 等 式 : 善 于 利用 已 知 不 等 式 , 特 别 是 基本 不 等 式 去 发 现 和 证 明 新 的 
不 等 式 ,是 广泛 应 用 的 基本 技巧 ,例如 各 种 距离 空间 中 关于 距离 的 三 角 不 等 式 ,或 各 种 赋 
范 线性 空间 中 关于 范 数 的 三 角 不 等 式 , 要 利用 Minkowski 不 等 式 , 而 后 者 又 要 利用 
Holder 不 等 式 , 而 H6lder 不 等 式 的 证 明和 改进 又 依赖 于 Young 不 等 式 及 其 各 种 改进 ， 
Young 不 等 式 本 身 又 可 用 积分 法 .微分 法 . 凸 函 数 方法 等 多 种 方法 证 明 ,读者 可 从 本 书 中 
找到 大 量 类 似 的 例子 . 

48. ”利用 微分 恒等式 ,积分 恒等式 ,Riccati 方 程 f (x) 一 aGCz)[FCz) 了 十 56Cz)FCz) 
十 c《z), 式 中 a《x),6(x) ,clzx) 是 已 知 函 数 和 Jocobi 乘 子 , 是 [21]504 ~ 507 证 明 积 分 不 等 
式 的 基本 方法 之 一 . 

例 1 利用 积分 恒等式 


1 = | ea (a > 0) (48. 1) 


a 
证 AG 不 等 式 及 其 他 代数 不 等 式 . (第 一 章 § 3. 一 . 3) 
例 2 利用 复数 Lagrange 恒等式 


(Ds) De Dl = iw 48.2) 
证 明 Cauchy 不 等 式 
[Baw < (D1) lw 1). (48. 3) 
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例 3 利用 Montgomery 恒等式 :使 了 在 La,6] 上 可 积 , 则 
fz) 一 ss) fat KD wae ,| (48. 4) 


式 中 ,K(x,t) 是 Peano 核 : 


t—a, 4a 委 1 委 工 
K(Zz,t) 一 (48. 5) 
t—b, XtAb. 


利用 Taylor 公式 ，(48.4) 可 推广 为 


2 


一 十 2 kt2 
f(z) = (Jf a — For Cr) BH a 


k=0 (Ck 2)! 
1 ’ (Cn) 
+t yi) Ke) (Da), (48. 6) 
式 中 
二 (a—)", a 二 tri, 
K(X,t) 一 (48.7) 


一 二 一 rz 过 ithb. 


利用 这 些 积分 恒等式 可 以 证 明 Ostrowski 型 不 等 式 的 种 种 改进 和 推广 . 

(第 十 三 章 No. 8,L330]36(2005),199 一 218;38(2007),37 一 49,111 一 120,335 ~ 
339) 

例 4 利用 Euler 公式 证 明 Ostrowski 不 等 式 的 种 种 推广 和 改进 . (第 八 章 No. 8) 

49. ” 谱 论 方法 :这 是 Mitrinovic 等 在 L21] 第 十 七 章 中 作为 积分 不 等 式 的 证 明 方 法 之 
一 . 我 们 以 特征 值 问题 

yay =0, y(0) = y(x)=0 (49. 1) 
为 例 , 它 有 特征 值 = n* (x € N) 和 相应 的 特征 函数 y, 二 sinnz. 根据 线性 微分 方程 的 谱 
论 ,我 们 有 
| ey 


n? 一 ,一 inf 


;u € D, (49. 2) 


L3 


u 
0 


式 中 ,Di = {wu € ACLT0, xj:u(0) = ulx) = 0,u € LL’[0,x)), 
D, = {uE Di :| ceo 二 0,1 之 之 nn 一 1}),n 之 2, 于 是 得 出 
| 过 点 | Cy?， (49. 3) 
0 n 0 
仅 当 == csinnt 时 等 号 成 立 ,; 式 中 € AC[0,x],u € Li0,xj]. 
(0) = uln) = 0,| ul sinke di = 0,] kn 1. (21]507 ~ 508) 


50，。 Sturm-Louiville 问题 的 特征 值 的 极 小 性 质 . 这 也 是 Mitrinovic 等 在 [21j 第 十 七 
章 中 作为 积分 不 等 式 的 证 明 方 法 之 一 ,Sturm-Louiville 特征 值 问题 是 : 
(ry')’ 二 + QQp mq)y=0, 
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By (a) 一 our(a)y (a) =0, By(b) 二 rl(b)y (6b) 一 0， 
式 中 ,pgyrE€ Cla,b],r 守 0,p 守 0( 但 p 关 0),a: 十 BR 守 0,a2 十 忆 守 0.([21]510 ~ 515) 
51.” 降 维 方法 ;这 是 杨 路 等 在 不 等 式 的 机 殴 证 明 中 使 用 的 非常 有 效 的 方法 , 它 的 基 
本 思路 是 ,要 证 明 多 元 函数 不 等 式 FGCzi yz) 之 0, zz 一 (zzo)，e 一 (1， 1)， 可 
构造 低 维 的 辅助 函数 列 {FCzxe))i1, 式 中 Fi(zi) 二 F(xay"" Tes Thtl, 9Xn)， 


一 一 一 一 


个 
若 :(1) FC, ,1):. 
(2) Fltriy strs) = Fr Ta) ,tt>0,rER. 
(3) 0<~<Zzi RrraFT) 之 FICza)R 一 ,2 一 1, 则 
FCzi Xa) 之 0. 
事实 上 F(x) 二 Fi (x) 之 Fy(xo) 宝 之 人 (XE) 宇 41 (Xk) 之 之 F, (xs) 二 xh Fe) 
二 0.([170] 或 [35112008(1):19 ~ 20) 
52。 Pade 盟 近 方法 : Pade 台 近 是 窜 级 数 的 一 种 最 佳 有 理 晕 近 . 
设 被 通 近 的 函数 了 由 形式 震级 数 定义 : 


fz) = Dar. (52. 1) 
并 设 该 级 数 在 原点 的 邻 域 | x | 过 1 内 收 伊 ,myn 为 非 负 整 数 . 
车 存在 多 项 式 PCz) 一 了 ave*， Q(x) = brrt， 满足 条 件 ， 


(1) f(z)— oO = 0Cx™™ ); 

(2) Fs 不 可 约 ( 即 P。 与 Q, 无 公 因 子 ); 

(3) ”分 母 Qu(Cz) 满足 标准 化 条 件 : Q,(0) 一 bb 一 1 

则 称 Cz) 7 是 f(z)( 在 z= 一 0 处 ) 的 G(x,n) 阶 Pad. 逼近 , 记 为 


m-]_ Pn(X) bl 
| | QC) (或 记 为 [m,nj]). 


从 条 件 (1) 得 
fxX)IQ, Cx) 一 PCz) = 0(x™t"!). (52. 2) 
由 此 得 到 一 个 以 ai ,bi 为 未 知 数 的 线性 方程 组 : 
Qo = co 
al = Ci 二 cob! 
aa = cz2 cibi 十 cops 
上 (52. 3) 


an 一 cm 十 cb + "cob, 


0 = Co+l 十 Cm 十 … 二 cnntiO; 


0 一 coh 十 chi 十 … 十 cp 
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式 中 当 &<0 时 c =0, 当 j 守 n 时 4b, 一 0. 
(52. 3) 称 为 Pade 方程 组 . 在 方程 组 (52. 3) 中 ,未知数 as,6b 有 和 十 2 十 2 个 ,而 方程 
只 有 mx 十 n 十 1 个 ,所 以 ,方程 组 总 有 非 零 解 .但 当 (m,n) 国定 后 ,对 任意 满足 (52. 3) 的 多 


项 式 P(x), Q(x) 所 产生 的 Pade 近似 式 如 4z) 却 是 唯一 的 


Q, (zx) 
由 (52. 2)， 
fTIQ x) — PP, (x) = rt" DP) rr’ (52. 4) 
A=0 
、 _ pn (x) ro | 元 | “1 、 
于 是 误差 可 用 | Fez) Qs Cz) < [GCT 米 信 计 . 


由 此 可 见 ,Pade 通 近 在 原点 附近 具有 良好 的 精确 度 , 当 | z | 增 大 时 ,误差 就 很 快 增 
大 . Pade 将 | ”| 依 自然 顺序 排列 成 Pade 表 ， 


ro ro -0 1 
ol [7] [2 

ri rl 1 

6 1 | 2 

加 四 (52. 5) 
r21 rr2 [2 1 

[人 


实验 表明 ,在 m 十 为 定数 的 情形 下 ,在 所 有 (m,n) 阶 Pade 逼近 中 ,以 m 和 n 相等 或 
相近 时 ,逼近 效果 最 好 ,所 以 通常 应 选取 Pade 表 中 主 对 角 线 上 及 其 两 侧 的 元 素 , 即 [> 


| 5 二 1 |]' 以 便 取得 更 好 的 逼近 效果 , 着 将 Pade 通 近 中 的 军 级 数 展开 换 成 Chebyshev 展 
开 : 
ft) = DaTiz), re (52.6) 
就 得 到 Mahley 逼近 , 它 比 Pade 通 近 的 精确 度 要 高 
例如 ,要 估计 thaz (一 1 过 zz 过 负 )， 可 先 求 出 里 生 的 (2. 4) 阶 Pade 逼近 [二 ] 


P, (zx) 四 2 3.2 加 3 2 .2 a’ 4 

Gz ' 式 中 ， Pitx) = at ge ， Qs Cx) le 十 105Z ， 

再 用 xz 二 ]=- zx 人 :2 作为 thaz 的 有 理 逼 近 式 (第 五 章 3. No 37(3)) 
4 Q, CX) 


一 般 地 , 记 rw(z) 一 如 9 , 则 /的 Pade 逼近 满足 不 等 式 


rn(Z) SR fr) Cr (rx), (52.7) 
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式 中 f(x) 一 limra.a (7) 一 limr vs (Zz) ,而 且 

(一 1)r4{1rieanH (TT) 一 rongz)) 之 0， 一 一 1,0,1，…. 

(— DIT{papim CT) 一 riz))》 之 0 一 一 1;0, 1 ([22]666 ~ 
668) 

由 于 有 理 函 数 具有 一 些 好 的 性 质 ,例如 ,用 有 理 函 数 可 以 允 近 在 有 限 点 处 值 为 无 穷 的 
函数 ,有 理 函 数 在 计算 机 上 计算 比较 容易 而 且 快 速 ,利用 Pade 表 中 存在 的 递 推 关 系 建立 
了 大 量 适 用 于 计算 机 计算 的 算法 ,利用 Pade 逼近 构造 过 程 中 的 局 部 数据 ( 窘 级 数 的 系 
数 ) ,就 可 以 研究 相应 的 解析 函数 的 整体 性 质 ( 如 解析 延 拓 .奇异 点 的 特征 与 分 布 等 ). Pade 
膛 近 与 连 分 式 、. 正 交 多 项 式 . 矩 问题 .位 势 论 及 泛 函 分 析 之 间 都 有 深刻 的 联系 和 相互 影响 . 

53. ”和 矩 方 法 

它 的 基本 思想 是 : 设 质点 A,B 分 别 有 质 量 mi ,mm ,这 些 质点 的 失 了 满足 : 

AT -ze 
BT mi 
车 平面 上 点 Mi 一 (zi,y4) 具有 质量 mw，, 则 矩 T(zr ,yr) 是 
2 mre my 


XT 一 ~ ， yr 二 一 (53. 1) 
Dm Dm 
车 Mi 均 在 凸 区 域 忆 的 边界 上 ,直线 x 二 zzr 与 D 的 交点 分 别 为 Pi,;P;, 则 
XxrP! yr 人 rr . (53. 2) 
利用 这 个 基本 不 等 式 就 很 容易 证 明 著 名 的 关于 凸 函数 的 Jensen 不 等 式 ( 第 七 章 $ 1. 
二 ,No.1) .Chebyshev 不 等 式 ( 第 一 章 8$ 3. No. 9) . 重 排 不 等 式 ( 第 三 章 No. 86) .控制 不 等 
式 ( 第 七 章 $ 1. 二 ,No. 7) . 矩 不 等 式 ( 第 八 章 $ 1. No. 25) 等 . 
54,， B-Q 方法 ( 即 泛 对 称 转化 法 ) 
利用 一 些 函 数 空间 的 具体 结果 和 转化 原则 ,由 B-Q 方 法 就 可 导出 一 系列 幅 入 不 等 式 ， 
由 所 得 的 不 等 式 , 再 利用 转化 原则 就 可 得 到 许多 转化 定理 、 逆 定理 和 最 优 允 近 在 不 同 范 数 
下 的 误差 估计 . 例如 ,在 一 定 条 件 下 ,通过 某 种 算 子 工 , 由 了 转化 到 另 一 空间 中 的 请 ,由 范 
数 ‖ .| 转化 为 另 一 空间 中 的 范 数 外 ， | , ,就 可 将 不 等 式 ef 一 P; 上 ‖ 过 el(2) 转化 为 
| 一 TP 1 < DA). 
一 般 来 说 ,事物 集 X 及 其 一 定 的 联系 工 ( 称 为 泛 结 构 ) 形成 的 统一 体 S 二“X,T), 就 
是 形式 泛 系 . 它 可 以 描述 广义 的 系统 .转化 与 对 称 , 广义 的 系统 与 转化 概念 侧重 事物 的 联 
系 与 运动 ,而 广义 的 对 称 或 泛 对 称 概 念 侧重 的 是 变 与 相对 不 变 、 自 由 与 约束 的 联系 与 转 
化 ,由 此 研究 的 逼近 转化 嵌 人 和 人 不等式、 解析 函数 的 矢 入 不 等 式 等 . 详 见 [172] 和 本 书 第 六 
章 § 1. No. 64. 
55、 最 值 单 调 定理 方法 
2008 年 , 张 小 明 和 褚 玉 明 得 到 了 一 个 称 为 最 值 单调 性 的 定理 : 设 f:[a,5J]* > R! 有 连 
续 偏 导数 ,c € [a, 站 , 记 


( 即 4 玉 .za = BT . m;). 
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Di = {zi9 sxc): min {zi} ecx; 一 max {x} Kc} NN [ae ,2]"， 
| 1<4sz-1 


若 在 DD。 内 ,区 > 0， 则 对 于 c 志 yi 三 65(1 过 有 nn 一 ,不等式 /yyc) 
天 


> /eye 成 立 , 且 仅 当 yy 一 el1 二 A 壕 wD 时 等 号 成 立 , 当 3 < 0 时 相应 的 不 


等 式 见 第 八 章 8$ 1. No. 52 或 [163]. 

利用 这 些 定理 来 研究 Hilbert 不 等 式 .Hardy 不 等 式 等 ,往往 起 到 独特 的 作用 . (第 十 
三 章 No.2 一 4 等 并 [163]) 

应 强调 指出 的 是 ,不 等 式 的 证 明 方 法 远 不 止 这 55 种 ,例如 有 限 元 法 、 样 条 函数 理论 、 
连 分 数理 论 和 第 十 三 章 No. 20 函数 重 排 不 等 式 . 好 入 不 等 式 都 是 证 明 算 子 与 泛 函 不 等 式 
的 有 力 工 具 .我 们 侧重 的 是 本 书 所 涉及 到 的 大 中 学 数学 教学 与 研究 及 各 类 数学 竞赛 中 常 
用 的 比较 初等 的 方法 . 代数 几何 中 著名 的 黎 曼 不 等 式 .丘成桐 一 宫 冈 洋 一 关于 一 般 型 代 
数 曲面 不 等 式 、 集 论 拓扑 学 中 著名 的 基 函 数 不 等 式 . 图 论 中 的 不 等 式 等 的 证 骨 方 法 ,由 于 
涉及 和 更 为 专门 的 数学 知识 ,我 们 没有 收入 . 就 是 上 述 55 种 证 法 的 分 类 ,也 不 一 定 恰当 , 读 
者 需要 理解 这 些 方 法 的 实质 并 根据 不 同 的 实际 情况 灵活 加 以 运用 . 
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著名 数学 家 Halmos,P. R. 指出 :“ 问 题 是 数学 的 心 胜 ”，“ 解 决 问题 的 最 困难 的 部 分 之 
一 是 提出 正确 的 问题 . ”([305]1980,87:519 一 524) 

本 书 第 1 版 提出 了 21 个 未 解决 的 问题 ,第 二 版 提出 了 100 个 未 解决 的 问题 ,第 三 版 
提出 了 152 个 未 解决 的 问题 均 受 到 初学 者 的 欢迎 . 据 作者 所 知 , 在 这 些 问题 中 , 现 已 解决 
的 有 40 多 个 .第 四 版 对 这 些 已 解决 的 问题 已 从 这 个 附录 中 抽出 ,补充 了 新 的 问题 ,使 得 未 
解决 的 问题 达到 212 个 . 这 些 新 提出 的 问题 , 仍 只 限于 与 新 收入 的 不 等 式 有 关 的 问题 . 这 
些 问 题 难 易 悬 殊 , 受 作者 水 平和 资料 之 限 ,也 不 一 定 提 得 恰当 ,还 有 些 问题 可 能 已 解决 , 仅 
供 读者 参考 .读者 可 以 从 本 书 中 提出 更 多 的 间 题 . 实际 上 ,在 不 等 式 理论 中 未 解决 的 问题 
和 值得 进一步 研究 的 问题 是 没有 止境 的 ,一 旦 解决 了 一 个 特殊 的 问题 , 它 的 解决 本 身 ( 或 
由 它 无 解 所 产生 的 危机 ) 又 会 提出 其 他 有 待 解决 的 问题 来 取代 它 . 因此 ,学 会 自己 提出 问 
题 ,进一步 自己 提出 有 意义 的 问题 ,是 研究 工作 者 所 需要 具备 的 一 种 基本 功 . 

1. ”第 一 章 § 2(2.52) 与 (2.53) 式 中 的 条 件 Q@ 二 1 或 Q@ 二 1 能 否 放宽 ? 

2. 第 一 章 § 3 二 . No. 5. (3. 31) 与 (3. 32) 式 中 成 立 的 最 小 4 是 多 少 ? 

3. 第 一 章 33 二 . (二 )No.10 单 参数 平均 了 (a,b) 不 等 式 ,plnJ l(a,5b) 是 否 为 凸 函 


4， 第 一 章 $3. 三 (三 )No. 6.45) 己 统 一 关于 混合 AG 不 等 式 的 猜想 . 
5， 第 一 章 83 三 (三 )No. 10. 关 开 中 关于 广义 & 次 对 称 平均 不 等 式 (3. 150) 的 猜 


3 三 . (三 )No. 10. (6) 中 P, (ce) ,Pr (a,k) QCaR) 有 什么 关系 ? 
一 章 》3 三 (三 ) 中 Fan Ky 不 等 式 的 推广 (3.165) 和 (3. 166) 式 成 立 的 条 件 是 


8， 第 一 章 $ 3 三 (三 ) 中 陈 计 关 于 (3.169) 式 、(3.170) 式 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

9. ”第 一 章 $2 三 No.10(9) 工 空间 中 的 Orlicz 不 等 式 中 的 最 佳 常 数 c 是 多 少 ? 

10. ”第 一 章 》 3 二 (二 )No. 13 中 所 建立 的 二 元 单 参数 平均 之 比 的 不 等 式 如 何 从 二 
元 推广 到 多 元 ? 

11. 第 一 章 $3 二 (二 )No.21 中 对 于 需 平 均 `.Gini 平均,Lehmer 平 均等 是 否 也 能 建 
立 相 应 的 H5lder 不 等 式 、Minkouski 不 等 式 .Chebyshev 不 等 式 ? 

12. ”第 一 章 $ 3 三 (三 )No. 9 中, 反 向 Chebyshev 不 等 式 中 常数 C(p,g) 的 最 佳 值 是 


13. 第 一 章 $3 三 (三 )No. 10 中 文 家 全 关于 Hardy 函数 不 等 式 的 若干 猜想 . 
14. 第 一 章 8 3 三 (三 )No. 17 中 郭 白 妮 . 祁 锋 猜想 . 


附录 :212 个 未 解决 的 问题 839 


15. 第 二 章 $1. 一. No.5 褚 小 光 关 于 S, (m》 = 着 不 等 式 的 三 个 猜想 . 


S,Cn) 


16， 第 二 章 §1, 一 ,No.6 S,(n) = (Ee*) ,fCp) = 可 在下 T 是否 在 (一 oo， 
co) 上 关于 p 严格 递减 ? 


17. 第 二 章 8 2. No. 22 f(n) 一 3 的 下 2 的 上 、 下 界 是 什么 ? 

18. ”第 二 章 81. 三 .No. 27 中 郭 白 妮 、. 祁 锋 提 出 的 问题 . 

19， 第 二 章 8$1. 一 .No.1 中 ms 一 》) 二 的 最 优 上 界 是 什么 ? 

20. 第 一 章 $ 2. 七 . No.1 中 计数 不 等 式 的 Heilbron 不 等 式 中 ,zx, 的 最 好 上 、 下 
界 各 是 什么 ? 当 (2.78) 式 成 立时 ,ci 的 最 大 值 和 cs 的 最 小 值 是 什么 ? 

21. 第 二 章 $ 2. 七. Nol. (7) 中 (2. 82) 式 中 a, 的 下 确 界 是 什么 ? 

22. 第 二 章 8$ 2. 七 .No.2 中 P,(3),P,(4) 的 最 优 上 下 界 是 什么 ? 

23. 第 二 章 $ 3. No. 4. (3.36) 式 中 ,A(x) 的 阶 是 多 少 ? 

24， 第 二 章 8 3. No. 4. (4) 中 (3. 38) 式 是 否 成 立 ? 

25. 第 二 章 $ 3. No. 5 中 关于 M6bius 函数 不 等 式 (3.49) 是 否 成 立 ? 它 与 著名 的 
Riemann 猜想 等 价 . 

26. 第 二 章 $ 3. No. 16 中 Montgomery 关于 (3. 111) 式 的 猜想 ,Diophantus 不 等 式 
的 新 旧 猜 想见 Bulletin(New Series) of AMS;1990,23(1) :37 一 75. 

27， 第 二 章 § 3. No. 21 中 Vinogradov 的 猜想 . 

28. ”第 三 章 No. 9(3) 中 4 个 常数 cl 一 cs 的 最 佳 值 是 什么 ? 

29. ”第 三 章 No. 23(6) 中 如 何 求 出 cy(p) .cz (pp) 的 最 佳 值 ? 

30. ”第 三 章 No. 34(38) 和 (39) 中 所 定义 的 f(pi,Xh4,7) 的 上 下 界 是 多 少 ? 

31. 第 三 章 No. 34(40)、(42) 中 所 定义 的 fC44) 的 上 .下 界 , 蒋 明 斌 的 猜想 . 

32. ”第 三 章 No. 34(43) 中 所 定义 的 f(p) 的 上 下 界 是 什么 ? 

33. ”第 三 章 No. 74 中 蒋 明 斌 猜想 . 

34. 第 三 章 No. 107(4) 简 超 猜想 和 杨志明 提出 的 问题 . 

35. 第 二 章 $ 3. No.2 中 x(zx) 一- 的 上 界 估计 仍 是 当代 数论 的 难题 之 一 . 

36. 第 三 章 No. 151(3》 4) 中 所 定义 的 S, (a) .SCa bp) 的 上 下 界 问题 . 

37， 第 三 音 No. 157(9) 中 褚 、 张 的 猜想 . 

38. 第 三 章 No. 173 中 使 不 等 式 成 立 的 S, 的 最 佳 范围 . 

39. 第 三 章 No. 175 中 所 定义 的 f, (p,q,) 在 下“ 一 1 时 的 上 .下 界 问题 . 

40. 第 三 章 No. 176 中 蒋 明 逃 猜想 . 

41. 第 三 章 No. 177 中 所 定义 的 g(p,q,4) 的 上 下 界 问题 . 

42. 第 三 章 No. 178 中 蒋 阴 斌 的 2 个 猜想 . 

43. ”第 三 章 No. 179 中 所 定义 的 f(p) 的 最 佳 上 下 界 问题 . 
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44. ”第 四 章 $1. 二 . No. 177 所 定义 的 f(p,g) 的 上 下 界 问题 . 
45， 第 四 章 8$ 1. 二 .No.178 所 定义 的 g(p,g) 的 上 下 界 问 题 . 
46. 第 四 章 8&1. 二 .No.179 所 定义 的 h(p,g) 的 上 下 界 问 题 . 
47. 设 4,(a),G(a), 了 (Ca) 分 别 是 正 数列 ae = (el az， as) 的 算术 平均 、 几 何平 


均 .调和 平均 . 1958 年 徐 利 治 提出 ,下 述 不 等 式 : 


G, (a) 去 到 CAs(a) + H,(a)) 


仅 当 n== 2 时 成 立 , 而 当 n 宇 3 人 时 不 一 定 能 成 立 . (18] 一 版 122 ~ 123, 二 版 140), 问 n 守 3 
时 ,加 上 什么 条 件 能 使 以 上 不 等 式 成 立 ? 


48., 
49. 
50, 
51, 
52. 
53. 


54， 


55, 


56. 
57. 
58. 
59， 
60. 


61. 


是 什么 ? 
62. 
63. 
64. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
72. 
73. 
74. 


第 四 章 $ 1. 六. No. 19(44) 中 褚 小 光 、 张 志 华 的 两 个 猜想 . 
第 四 章 8$ 1. 六 . No. 19(45) 中 刘 健 的 两 个 猜想 . 

第 四 章 8 1. 六 . No. 19(46) 中 褚 小 光 的 猜想 . 

第 三 章 No. 20 中 Lyons 猜想 . 

第 三 章 $ No. 34(19) 中 最 优 上 下 界 是 什么 ? 

第 三 章 No. 35 中 马 统 一 的 猜想 . 

第 三 章 No.40 中 | 方 1 和 | 27 Yas | 的 最 优 下 界 是 什么 ? 


第 三 章 No. 65 中 (65.6) 式 中 (1 +5) 是 否 还 可 改进 ?最 佳 常数 是 什么 ? 
第 三 章 No. 71 中 Keogh 猜想 . 
第 三 章 No. 76 中 Alzer 提出 的 问题 . 
第 三 章 No. 86(5) 中 倪 仁 兴 、 张 森 国 关于 寡 指 和 排序 不 等 式 的 猜想 . 
第 三 章 No. 132 中 Briggs 关于 初等 对 称 多 项 式 不 等 式 的 猜想 . 
第 三 章 No. 146 中 关于 使 得 (146. 1) 式 成 立 的 关于 p,n 的 充 要 条 作 是 全 公 ? 
- 的 最 优 上 下 界 


第 三 党 No. 150, 设 au > 0， Da =1, p>0,5, = -5) 
k=1 a 


第 三 章 No. 156(12) 中 杨 定 华 的 狂想. 

第 三 章 No. 157(7) 中 常数 c(z,9) 的 渐 近 性 态 是 什么 ? 

第 四 章 了 $1. 一 . No. 32 中 、 的 最 小 值 是 什么 ? 陈 琦 猜想 . 
第 四 章 》1. 一 .No. 38 中 刘 保 蓝 一 张 小 明 的 一 系列 猜想 . 
第 四 章 8$ 1. 二, No. 9 的 下 界 如 何 改 进 ? 

第 四 章 $1. 二 . No. 52 中 f(x,y,z) 的 上 下 界 是 什么 ? 

第 四 章 $1. 二 . No. 98 中 》) | ctgnA |' 的 最 佳 下 界 是 什么 ? 
第 四 章 $1. 三 . No. 13 的 证 明 如 何 简化 ?下 界 是 什么 ? 

第 四 章 $ 1. 四 (三 )No. 35 中 文 家 金 . 单 增 提 出 的 两 个 问题 . 
第 四 章 $1. 四 (五)No. 52 ~ 53 中 的 几 个 问题 . 

第 四 章 》1. 六. No. 1. (3)(4) 中 Abi-Khuzam 问题 . 

第 四 章 $ 1. 六 . No. 14 中 陈 计 等 的 猜想 . 

第 四 章 $ 1. 六. No. 16(2) 中 最 优 上 界 是 什么 ? 
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75.， ”第 四 章 8$1. 六 .No.19(28) > (jj 六 与 > (ab): 的 大 小 关系 如 何 ? 

76， 第 四 章 $1. 六. No. 19(28) 中 陈 计 、 李 广 兴 猜想 . 

77， 第 四 章 $1. 六. No.19(42) 中 (hh 十 (lm 六 十 (tta)* 的 上 下 界 是 什么 ? 

78， 第 四 章 $ 1. 七 .No. 1 中 和 瑚 华 笑 猜想 . 

79， 第 四 章 《 2. 一 . (二 )No. 3 中 凸 四 边 形 不 等 式 问题 . 

80. 第 四 章 8$ 2. 一 . (二 )No.6 中 t 关 3 时 , 》)(p 一 a)” 的 上 下 界 是 多 少 ? 

81.， 第 四 章 § 2. 三 . No. 5 中 安 振 平 猜想 . 

82.， 第 四 章 $2. 三 . (二 )No.6 中 双 圆 ” 边 形 不 等 式 的 问题 . 

83. 第 四 章 $ 2. 三 , (二 )No.7 中 B 一 世 不等式 推 广 的 猜想 ， 

84. 第 四 章 32. 三 . (二 )No.8 中 与 沿边 形 不 等 式 有 关 的 下 界 问题 . 

85， 第 四 章 32. 三 , (二 )No. 12 中 王 振 , 陈 计 的 三 个 猜想 . 

86. 第 四 章 8$ 2. 三. (二 )No. 13 中 屿 n 边 形 C-B 角 不 等 式 的 两 个 猜想 . 

87. 第 四 章 8$ 2. 三 . (二 )No. 14 中 两 个 n 边 形 面 积 不 等 式 问 题 . 

88， 第 四 章 8$ 2. 四 . No. 2(8) 中 四 面体 不 等 式 的 猜想 . 

89， 第 四 章 $2. 四 . No. 3(7) 中 林 祖 成 . 朱 火 芬 的 猜想 . 

90， ”第 四 章 $ 2. 四 .No.9(8) 中 唐 立 华 的 两 个 猜想 . 

91. 第 四 章 $ 2. 七. (三 )No. 1 中 维 单 形 元 素 的 不 等 式 问 题 . 

92. ”第 四 章 8 2. 七 . (三 )No. 3 中 杨 世 国 猜想 . 

93、 第 四 章 8 3. 二. No. 9 中 费 叶 思 一 托 特 问 题 . 

94. 第 四 童 8 3. 三 (二 )No.6 中 Riemann 几何 学 中 的 等 周 不 等 式 问 题 .L19]443 还 
提出 了 等 周 不 等 式 的 若干 猜想 . 

95. 第 五 章 $4. Stolarsky 关于 双 曲 范 数 不 等 式 四 个 未 解决 的 问题 . 

96. 第 六 章 $1. No.19 中 pp 了 关 2 时 ,cln,p) 是 否 关于 递减? 

97. 第 六 章 $ 1. No. 19 中 Zbigniew 猜想 . 

98. 第 六 章 § 1. No. 27(4) 中 周 癸 平 关于 Turan 不 等 式 推 广 的 问题 ， 

99， 第 六 章 $1. No. 28 中 Schoenberg 与 Rahman 的 两 个 猜想 . 

100. 第 六 音 $ 1. No. 39 中 (1. 14) 式 当 ?> 3 时 是 否 成 立 ? 

101. 第 六 章 3 1. No. 47 中 常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ?Smale 的 两 个 猜想 . 

102， 第 六 章 $ 1. No. 49 中 S-B 猜想 ,Erd6s 猜想 , Newman 猜想 . 

103. 第 六 章 8$ 3No. 60 中 Erd6s 猜想 . 

104. 第 七 章 8$1 中 关于 函数 凸 性 的 几 十 种 不 同 概念 中 ,哪些 是 最 核心 的 概念 ?这 些 
概念 之 间 有 什么 联系 ? 

105. ”第 八 章 8$1. No.37 中 当 8 委 2 和 12 时 的 结论 是 什么 ? 

106. 第 八 章 3 3, 二. Lindel6f 猜想 . 

107. 第 和 八 章 $3. 七 .中 常数 色 的 最 佳 值 是 什么 ? 

108. ”第 九 章 § 1. No. 42, (4) 中 的 最 佳 下 界 是 什么 ? 

109. ”第 九 童 § 2. 四 .No.5 中 胡 克 不 等 式 中 Hayman 常数 d, 的 最 佳 上 下 界 是 什么 ? 

110. ”第 九 章 8 2. 四. No.6 中 当 n 二 3 时 | 5 | 的 最 佳 上 界 是 多 少 ? 
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111. 第 九 章 8 2. 四. No. 16 中 胡 克 提出 的 两 个 问题 . 
112. ”第 四 童 $ 2. 三. (二 )No. 17 中 所 定义 的 S,,T,，T,《p) 的 上 下 界 是 什么 ? 
113. 第 四 章 $2. 七 . R" 中 单 形 不 等 式 能 否 推 广 到 距离 空间 中 的 单 形 上 去 ? 
114. 第 四 章 8$ 2. 七 . (三 )No.4,5 中 单 形 元 素 h ,rs 的 和 式 的 上 下 间 题 . 
115. 第 五 章 $3. 三 (二 ) 如 何 给 出 Gage 等 周 不 等 式 (3. 63) 的 分 析 证 明 ? 
116. 第 五 章 $ 1. No.7 中 朱 灵 提出 的 问题 . 
117. 第 五 章 $ 1. No. 104(6),(8) 式 中 ,如 何 求 出 (104,1) 和 (104,4) 式 中 的 最 佳 常 
数 C1yC2 的 值 . 
118. 第 六 章 8$1. No. 46(3) 的 (p,q) 型 范 数 不 等 式 中 的 最 佳 常 数 问题 . 
119. 第 六 章 8 1. No. 58 中 多 项 式 T, 的 范 数 不 等 式 (1. 15) 中 的 最 佳 常数 问题 . 
120. ”第 六 章 3 1. No. 60 中 Szgsgo 不 等 式 中 的 最 佳 常数 问题 . 
121. 第 六 章 § 1. No. 62(8) 中 R, 的 上 下 界 问题 . 
122. 六 章 $1. No. 64(1. 17) 式 中 的 最 佳 常数 问题 . 
123. ”第 七 章 $ 1 中 , 杨 镇 杭 提 出 用 一 元 函数 来 定义 多 元 函数 的 凸 性 ,与 本 书 定义 1 
有 什么 异同 ? | 
124. ”第 七 章 $1 定义 23 中 ,f 关 于 g 为 同 函 数 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
125. 第 八 章 $ 3. No. 11. (9) 中 陈 昌 平 的 两 个 猜想 . 
126. ”第 八 章 8$3. No. 11. (14) 中 张 小 明 . 褚 玉 明 的 猜想 . 
127， 第 九 章 $1. No.7(5) 中 的 最 佳 常 数 问 题 . 
128. 第 九 章 $ 2. 四 .No. 25 中 求 4 的 最 佳 上 界 . 
129. 第 十 章 $ 1. No. 18 震 不 等 式 成 立 的 条 件 是 什么 ? 
130. ”第 十 一 章 No. 23 中 数列 {a,} 的 上 下 界 问题 . 
131. ”第 十 一 章 8$ 2. No. 37(14) 加 权 Hardy 型 不 等 式 中 最 佳 常数 问题 . 
132. 第 十 一 章 § 2. No. 39 中 张 小 明 、 褚 玉 明 的 猜想 . 
133. 第 九 章 8 2. 四. No. 21 中 K(f,r) 的 精确 上 界 是 多 少 ? 
134， 第 九 章 $2. 五. No, 35 中 Gabriel 不 等 式 中 常数 A 的 最 佳 值 是 什么 ? 
135. 第 九 章 32. 五 . No. 50 中 Minda 猜想 . 
136. ”第 十 章 § 1. No. 19 中 Minkowski 猜想 遗留 的 和 问题， 
137. 第 十 章 8 2. 一 . No. 20 中 的 若干 猜想 . 
138. ”第 十 一 章 8 1. No. 12 中 的 三 个 猜想 . 
139. ”第 十 一 章 8 1. No. 22 中 陈 计 提出 的 问题 . 
140. ”第 十 一 章 8$ 1. No. 29 中 f,f,，S,，,g, 的 最 优 上 下 界 是 什么 ? 
141. ”第 十 一 章 3 2. No. 10 中 ,华罗庚 不 等 式 中 的 常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
142. 第 十 一 章 § 2. No. 31 中 常数 KC(p,c) 的 最 佳 值 是 什么 ? 
143. 第 十 一 章 $ 2. No. 37(10) 中 Johnson 提出 的 三 个 未 解决 的 问题 . 
144. 第 十 一 章 $ 2. No. 42. (9) 和 (13) 中 常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 
145、 第 十 一 章 § 2. No. 44 定理 3 中 c(b ,9) 是 否 为 最 佳 值 ? 
146. 第 十 二 章 $ 2. No. 1 中 (2.9) 式 中 常数 42 是 否 为 最 佳 值 ? 
147. 第 十 二 章 8$ 2.No.4 中 (2. 18) 式 中 的 精确 常数 是 多 少 ? 
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148. 

3(1):15 ~ 24) 
149. 第 十 二 章 33 
150， 

2 一 2， 
151. 第 十 二 章 $3 
152. 第 十 三 章 No. 
153. ”第 十 三 章 No. 
154、 第 十 三 章 No. 
155. ”第 十 三 章 No. 
156. 第 十 三 章 No. 
157、 第 十 三 章 No. 
158. ”第 十 三 章 No. 
159. 第 十 三 章 No. 
160.， 第 十 三 章 No. 
161. 第 十 四 章 8$ 1. 
162. ”第 十 四 章 》1. 
163. 第 十 四 章 832. 
164. 第 十 四 章 8 2. 
165. ”第 十 四 章 82. 
166. 第 十 二 章 8 3. 
167. ”第 十 二 章 §$ 3. 
168. 第 十 二 章 8$3 
169. ”第 十 三 章 No， 
170. ”第 十 三 章 No. 


第 十 二 章 § 3. No.5 中 L-K 不 等 式 未 解决 问题 和 若干 猜想 . ([303]2000， 


.No.9 中 Wirtinger 不 等 式 中 常数 c(n,k,p,g) 的 最 佳 值 问题 . 


第 十 二 章 8$ 3. No. 47 中 如 何 从 Fm(z) 委 7jCz) 推出 Fo (zy) 的 上 界 ?1 雪上 去 


. No.53 中 当 半 之 4 时 (一 1)"f(z) 闻 0 是 否 成 立 ? 

2(3) 中 Hilbert-Riesz 不 等 式 中 cC2,9) 的 最 佳 值 是 什么 ? 
2(3) 中 常数 K(p,q) 是 否 为 最 佳 值 ? 

3(9) 中 常数 cC(p,g,4) 的 最 佳 值 如 何 确定 ? 

3(10) 中 的 最 佳 常数 问题 . 

17(3) 中 , 当 2>7 时 常数 A, 的 最 佳 值 是 多 少 ? 

29 中 ,Sobolev 不 等 式 (7) 中 常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 


39 中 使 得 (一 1) 9 人 2 > 0 的 充 要 条 件 是 什么 ? 


93 中 的 常数 A(8,p,a) 如 何 估 计 ? 

125 ,126 中 常数 和 No. 128 中 G(E,m) 的 最 佳 上 下 界 是 什么 ? 
No.3 中 的 最 佳 值 是 多 少 ? 1 

No.4 中 (1.9) 式 成 立 与 内 积 空间 的 关系 问题 . 

No. 6. (5) 中 常数 c 的 最 佳 值 是 多 少 ? 

No. 7. (15) 中 谢 庭 落 一 周 颁 平 猜想 . 

No. 21. (3) 中 Howell 猜想 . 

No. 13(1) 中 Sobolev 不 等 式 中 C(2,g) ,C(1,9) 的 最 佳 值 问 题 . 
No. 13(7) 中 的 最 佳 常数 问题 . 

.No. 60 中 c(p) 的 最 佳 值 问 题 . 

2(14) 中 非 权 范 数 下 的 最 佳 常数 问题 . 

2 匡 继 昌 综 合 报告 “Hilbert 不 等 式 研究 的 新 进展 ”( 北 京 联合 大 


学 学 报 ,24(1) (2010) ,53 ~ 59) 中 所 提出 的 研究 问题 . 


171. 第 十 三 章 No. 3(20) 分 数 阶 Hardy 不 等 式 中 的 最 佳 常数 问题 
172. ”第 十 三 章 No. 3(24) 中 常数 C 的 最 佳 值 问题 . 
173. 第 十 三 章 No.3(12), 了 的 Laplace 变换 工 Cf,z) = | fe™ay, 当 
1 之 p 碌 2 时 有 下 式 成 立 
2x\ 7 1 1 
LCF) ls < (gy) [fll, (FtF= 


式 中 (时 ) ”是 否 为 最 佳 数 ? 


174. 
175, 
176. 


第 十 三 章 No. 
第 十 三 章 No. 
第 十 三 章 No. 


28(8) 中 Hardy 一 Sobolev 问题 . 
29(9) 中 当 p 关 2 时 clp) 的 最 佳 值 问题 . 
141 中 Polya 猜想 ， 
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177. ”第 十 四 章 8 1. No. 30 中 当 p 不 是 整数 时 ,相应 的 不 等 式 是 否 仍 成 立 ? 
178. ”第 十 四 章 § 2. No. 31. Fourier 变换 不 等 式 中 的 最 佳 常数 问题 . 
179. ”第 十 五 章 8 1. No. 39 中 的 最 佳 常 数 问题 . 
180. ”第 十 五 章 $ 1. No. 40 中 常数 c 的 确定 . 
181. 给 定 一 个 复 多 项 式 p, (x) ,是 否 存在 p, 的 一 个 临界 点 9, 即 p', (0) 一 0, 使 得 


= cy,0? C=? 


(平均 值 问 题 ) 见 Smale,Steve, Mathematical Problems for the next century. Math. 


frontiers and perspectives,271 ~ 294 


182. 
183. 
184. 
185, 
186. 
187. 
188. 
189. 
190. 
191. 
192. 
193. 
194. 
195， 


第 十 四 章 %$ 2. No 


第 十 四 章 3 2. No. 
第 十 四 章 $》2. No. 
第 十 四 章 § 2. No. 
第 十 四 章 $2. No. 
§ 2. No. 
第 十 四 章 3 2. No. 
§ 1. No. 
第 十 五 章 § 1. No. 
第 十 五 章 $ 1. No. 
第 十 五 章 $ 1. No. 
§ 2. No. 
第 十 五 章 3 2, No. 


第 十 四 章 


第 十 五 章 


第 十 五 章 


第 十 六 章 8$1. No. 


. 24. GW 算 子 不 等 式 中 常数 c ,cs 的 估计 式 是 什么 ? 

25. Gamma 算 子 不 等 式 中 的 最 佳 常 数 是 什么 ? 

30(18) 中 p 的 范围 能 否 改 善 ? 

30; (21)H-L 家 入 不 等 式 中 邓 东 虑 一 韩 永生 提出 的 问题 . 
32(2) 中 分 数 次 积分 算 子 不 等 式 中 最 佳 常数 问题 . 

32(3) 中 的 最 佳 常 数 问题 . 

34(5) 中 Pichorides 猜想 ， 

19 中 E{min(&,k}} 的 上 界 问题 . 

25 中 Moran 不 等 式 中 的 下 界 问 题 . 

26 中 邵 启 满 猜 想 . 

36 中 文 家 金 关 于 方差 平均 D,(x,p) 关于 了 递增 的 猜想 . 
25(1) 中 最 佳 常数 问题 ， 

49 中 睹 不 等 式 中 的 最 佳 常 数 问题 ， 

2 中 基数 函数 不 等 式 , 在 L94j] ,特别 是 其 中 第 1 一 2 章 有 大 量 


不 等 式 研究 问题 ,因为 涉及 过 多 专 有 和 名词, 有 兴趣 的 读者 可 查阅 原文 . 


196. 


201. 


第 十 六 章 § 2. No. 
第 十 六 章 $ 2. No. 
第 十 六 章 3 2. No. 
§ 2. No. 
§ 2. No. 
§ 2. No. 


第 十 六 章 
第 十 六 章 
第 十 六 章 


11. Behzad 中 全 着 色 猜 想 . 

17 中 Ramsey 数 的 确定 问题 . 

17(4) 中 ,(2,4) 式 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

21 中 Duke 猜想 . 

22 中 图 的 重 构 猜想 . 

24 中 图 的 等 周 不 等 式 , 除 极 少数 重要 的 图 类 的 最 好 的 等 周 


不 等 式 外 ,大 多 数 图 的 等 周 不 等 式 还 不 知道 . 


202， 


设 任意 三 角形 位 


于 闭 单位 正方 形 内 ,Funar 猜想 : 该 三 角形 内 切 圆 半径 


”<1 [305]1984,81:588) 


203. 


Funar 猜 想 : 设 任意 三 角形 位 于 宽 为 a 的 闭 凸 图 形 K 内 ,ri ,7r; 分 别 是 三 角形 和 


K 的 内 切 圆 半径 , 猜想 :1/2 过 sup(7i/ri) 之 1. 已 经 证 明 1/4 过 (supri)/4d 过 1/2. 
([305 ]1984,91.,588) 


204. 


Garfunkel 关 于 三 角形 Malfatti 圆 不 等 式 的 猜想 :AM MM, 的 Malfatti 圆 是 指 


与 三 角形 的 两 边 和 其 他 两 个 圆 相 切 的 内 切 圆 . 设 这 三 个 ,Malfatti 圆 的 圆心 分 别 为 O1 ,O;， 
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O: ,车 圆 O 是 与 这 三 个 圆 相 外 切 并 与 AG:GsG; 的 边 相 切 的 最 小 圆 . AG1GzG; ,AM M: M;， 
A4O,O;O, 的 周 长 分 别 记 为 Li ,Li ,Ls ,猜想 工 , 并 十 Ls, 仅 当 AO1O;O: 为 等 边 时 等 号 成 
立 . ([381]1986,12:108) 
205， 设 a4,6b4,S1,Sz 分 别 是 两 个 n 边 形 的 边 长 和 面积 . 令 ce 一 (ah 十 名 )!%*,g 之 1， 
则 当 2 达 gqg 达 4 时 ,以 {cs} 为 边 长 的 n 边 形 的 最 大 面积 S 满足 Sw” 之 3 十 S”. 
9 之 4 时 上 式 不 成 立 . 问 1 委 g < 到 2 时 上 式 是 否 成 立 ?( 宁 波 大 学 学 报 ,1991,1:17 一 20) 
206. Erd5s-Guy 关于 格 点 不 等 式 的 猜想 : 设 (z,y) 为 格 点 , 即 坐标 均 为 整数 的 点 ， 


1 < zy 过 n, 选择 和, 使 得 (2) 个 检点 之 交 的 距离 互 不 相同 , 问 k 的 最 大 值 是 什么 ?容易 看 


出 ,之 ;而 Erd56s-Guy 证明 nn? 过 和 二 oa/ (dnn), 式 中 pp 二 (2/3) 一 eye 之 0, 并 猜想 
& 二 cn23 (lna)74. 该 书 还 进一步 提出 了 其 他 问题 . (L931132 一 133. F. 2) 

207. Erd6s 关于 欧 拉 函数 p(n) 不 等 式 的 猜想 : 设 p(n) 是 不 超过 nn 且 与 n 互 素 的 自 
然 数 的 个 数 . (第 二 章 8 3. No. 3) 设 a < as 二 … 过 aww 是 小 于 n 且 与 n 互 素 的 整数 . 


Erdss 猜想 ; > (an 一 41)? 一 A C[93]54. B40) 
208. ” 焦 争 鸣 问 题 ; 设 A 为 Hermite 矩阵 ,B 为 斜 Hermite 矩阵 ,下 式 是 否 成 立 


tr(AB)' 尘 tr(A"B")? 当 A 是 斜 Hermite 和 矩阵 时 ,不 等 号 是 否 反 向 ? 当 n 二 2 时 已 证 明 
《山东 师范 大 学 学 报 ,1992,4:19 ~ 20) 


209， 设 S 表 示 在 区 域 1 过 | z 1< co 中 单 叶 亚 纯 函数 下 (z) = = 十 271pz “所 组 成 


的 函数 类 ,G 是 下 € S 的 道 函 数 , 而 G 在 oo 邻 域 的 展开 式 是 G(w) = 二 w 一 27 Bio 
1951 年 Springer,G. 证 明 | B, | 过 1, 并 猜想 


(2k CO— 2)1 
| Ba [< 十 


Schober,G. , 任 福 癌 等 证 明 & 二 17 时 (209. 1) 式 成 立 . 1989 年 王冠 交 就 所 有 6; 守 0 等 一 些 
特殊 情形 证 明 (149. 1) 式 成 立 , 但 对 于 | B | 的 上 界 仍 未 解决 .033511992,2:197 一 201) 
210. ”最 优 求 积 问题 ; 设 AE LL0,2r]， 


(209. 1) 


2x 2 
| f= Parf zi) +R,(f), 式 中 0 过 rz < 天 ta < < 之 2x. 
0 k=1 
车 存在 {az 》 和 {xx ) ,使 得 
| 7 一 > ) 一 ， inf sup R,(f)， 
kl 


ok) (ze AE[0,2z] 
则 称 > az f(z ) 为 最 优 求 积 ,相应 的 Ri (1) = | 7 一 > ar 了 (zi ) 为 最 优 误差 
k=1 0 k= 


对 于 不 同 函 数 类 f, 相 应 的 最 优 求 积 公式 的 存在 性 \、 唯 一 性 及 解析 表达 式 ,看 起 来 是 
简单 的 定 积分 允 近 问题 ,其 解决 方法 往往 需要 非常 深刻 的 分 析 技 巧 和 泛 函 分 析 、 拓 扑 等 思 
想 和 方法 ,这 是 一 个 值得 进一步 研究 的 问题 ,可 参看 [68] 和 MR99f:26026. 

211. 本 书 所 涉及 的 积分 ,一般 指 ( 工 ) 积分 ,由 于 ( 工 ) 积分 是 一 种 绝对 积分 ,还 不 能 
完全 包含 黎 曼 积分 和 牛顿 积分 , 于 是 各 种 新 的 积分 就 成 了 研究 中 的 一 个 热点 . 如 


846 附录 :212 个 未 解决 的 问题 


Henstock 积分 .Perron 积分 .Denjoy 积分 .Bochner 积分 .A 积分 等 ,将 本 书 中 涉及 (L) 积 
分 的 不 等 式 换 成 其 他 积分 ,原来 的 不 等 式 还 成 不 成 立 ? 有 什么 新 的 结果 ?例如 第 十 三 章 
No. 14Gronwall 不 等 式 对 于 Henstock 积分 也 成 立 . 目前 关于 新 积分 不 等 式 的 结果 还 很 
少 ,是 一 个 值得 关注 的 新 研究 方向 . 

212. 许多 经 典 不 等 式 在 本 质 上 确定 了 各 种 不 同 的 抽象 空间 中 线性 算 子 或 线性 泛 
函 的 范 数 , 反 之 ,许多 函数 空间 的 特征 是 用 不 等 式 刻 划 的 ,美国 数学 评论 (MR)2000 新 的 
分 类 法 增加 了 39B62( 泛 函 不 等 式 ) ,39B72( 泛 函 方 程 和 不 等 式 系 统 ) 也 是 一 个 值得 关注 的 
研究 方向 . 

此 外 ,2007 年 刘 保 乾 提 出 了 一 百 个 待 解 决 的 三 角形 二 元 对 称 不 等 式 问题 ， 见 
[351]2007(4) :460 ~ 464. 


[mn 


OW TS 


人 


8 
9. 


10. 


11 


12. 


13, 
14. 
15. 


16 


17. 
18., 
19., 


20 


考 文 献 


. Hardy,G. H. , Littlewood,]. E. , Polya, G. Inequalities. Cambridge, 2nd Ed. 1952. (不 


等 式 . 越 民 义 译 . 北京 :科学 出 版 社 ，1965) 


. Beckenbach,E. F. ,Bellman, R. , Inequalities, Springer-Verlag, 1961 


. Bottema. O, Dijordjevic, R. , Mitrinovic, D. S, , Vasic, P，M. Geometric inequalities. 


Noordhoff ，1969 


. Mitrinovic,D, S.，Vasic,P. M. ，Analytic inequalities. Springer-Verlag，1970( 张 小 萍 ， 


王 龙 译 . 北京 :科学 出 版 社 ， 1987》 


. Shisha. O.〈ed. ) Inequalities， 工 (1967)，I (1970), HH (1972), New York: Academic 


Press 


. Marshall, A. W. , Olkin,I. , Inequalities: Theory of majorization and its applications. 


Academic Press, 1979 


. 单 增 ， 几 何不 等 式 . 上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ，1980 
. 徐 利 治 , 王 兴 华 . 数学 分 析 的 方法 及 例题 选 讲 (修订 版 ). 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，1983 


王 伯 英 . 控制 不 等 式 基 础 . 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ，1989 

Bullen,P. S. ,Mitrinovic, D. S. , Vasic, P. M, ，Means and their inequalities. Kluwer, 
1988 

. Wilf, H.S. , Finite sections of some classical inequalities, Springer-Verlag, 1970 
Marcus, M. Minc, H., A survey of matrix theory and matrix inequalities. Boston, 
1964( 中 译本 :矩阵 理论 与 矩阵 不 等 式 概要 . 张 福 振 , 杜 吉 佩 译 . 大 连 :大 连理 工大 学 出 
版 社 ，1990) 

Minc,H. 非 负 和 窍 阵 . 杨 尚 验 等 译 编 . 沈阳 :辽宁 教育 出 版 社 ，1991 

Mikhlian,S. G,. Constants in some inequalities of analysis. John Wiley, 1986 

Burago, Yu,D. and Zelgaller, V. A. , Geometric inequalities( 译 自 俄 文 ， 1980) Spring- 

er-Verlag, 1988 

.Lakshmikantham, V, Leela, S,. Differential and integral inequalities. Theory and 

applications, Vol. 1~2, New York, 1969 

Mitrinovic. Popadic. Inequalities in number theory, 1978 

Baker. Diophantine inequalities, 1986 

Mitrinovic, D. S. ,Pecaric,]. E. ,Volonec,V. , Recent advances in geometric inequali- 

ties. Kluwer Academic Publishers, 1989 

. Mitrinovic, D. S. , Pecaric, J. E. , Differential and integral inequalities, Naucna Knji- 
ga, Belgrade, 1988 


848 参考 文献 


21. 


22. 


23. 
24. 


2 


cm 


26. 


27 


29 


41 


42. 


43, 


44. 


45 


46， 


Mitrinovic, D. S. , Pecaric, J. E.., Fink, A. M. Inequalities involving functions and 
their integrals and derivatives, Kluwer Acad. Publ. Dordrecht, 1991 

Mitrinovic,D. S. ,Pecaric,]J. E, Fink, A. M. , Classical and new inequajities in analy- 
sis, Kluwer Acad. Publ, Dordrecht, 1993 

Mitrinovic ,D. S. ,Pecaric,]. E. , Inequalities and norms, Belgrade, 1991, 


Garsia, A.. Martingale Inequalities, Benjamin, 1973 


. Marshall, A. W, et al. Monotonicity of ratios of means and other applications of ma- 


jorization in inequalities, New York, 1987 
Inequalities: Fifty years on from Hardy,Littlewood,and Polya, Ed; W. Norrie Everi- 
tt, Marcel Dekker,1991 


. Opic B, Kufner A. Hardy-type inequalities, Longman Scieatific, 1990 
28. 


Kwong, Man Kam Zettl, Anton, Norm inequalities for derivatives and differences, 


Lecture Notes in Mathematics 1536 ,Springer-Verlag, Berlin, 1992 


. 胡 克 . 基础 不 等 式 的 创建 改进 与 应 用 . 南昌 :江西 高 校 出 版 社 ，1998 
30. 
31. 
32， 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


王 松 桂 ,页 忠贞 . 矩阵 论 中 不 等 式 .合肥 :安徽 教育 出 版 社 ，1994 

陈 计 , 叶 中 豪 . 初等 数学 前 沿 (Vol. 1. ). 南京 :江苏 教育 出 版 社 ，1996 

单 增 . 几何 不 等 式 在 中 国 . 南京 :江苏 教育 出 版 社 ，1996 

李 灿 生 , 黄 国 勋 . 中 国 初等 数学 研究 (1978 一 1988). 北京 :科学 技术 文献 出 版 社 ，1992 
杨志明 . 三 角形 趣 谈 . 上 海 :上海 教 育 出 版 社 ，1989 

杨 之 . 初等 数学 研究 的 问题 与 课题 . 长 沙 : 潮 南 教育 出 版 社 ，1993 

杨 世 明 . 中 国 初等 数学 研究 文集 (1980~ 1990). 郑州 :河南 教育 出 版 社 ，1992 

沈 文 选 . 单 形 论 导 引 . 长 沙 :湖南 师范 大 学 出 版 社 ，2000 

单 增 . 数学 奥林匹克 题 典 . 南京 :南京 大 学 出 版 社 ，1995 

Everitt, W. N. Inequalities, Dekker, 1991 

Kokilashvili, V. , et al. Weighted inequalities in Lorentz and Orlicz spaces, World 
Sci. Publ,1991 


. Agarwal, R. P. Difference equations and inequalities: Theory, methods and applica- 


tions, Marcel Dekker Inc,1991 

Mamedov, Ya. D., Asrov, S., Ataev, S. Theorems on inequalities (Russian) 
Ashabad, YLYM,1980 

Martynyuk, A. A. ,Lakshmikantham, V. ,Leela,S. Stability of motion :the method of 
integral inequalities, (Russian) Kiev,1989 

Kinderlehrer, D. , Stampacchia, G. An introduction to variational inequalities and 


their applications, Academic Press,1980 


. Garcia-Cuerva. J. ,Rubio de Francia,]J. L. Weighted norm inequalities and related top- 


ics, North Holland, 1985 


Bainov,D. ,Simeonov,P. Integral inequalities and applications, Kluwer Acad. Publ， 


47. 
48. 


49. 
50. 


51. 
52. 


53. 


54. 


55. 
56., 


57. 
58. 
59, 
: 那 汤 松 ,HH. TI. 函数 构造 论 . 何 旭 初 , 唐 述 钊 译 . 北京 ;科学 出 版 社 ,1958 

. 考 涅 楚 克 ,H. II. 逼近 论 的 极 值 问题 . 孙 永 生 译 . 上 海 : 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1982 
62. 
63. 


60 
61 


64. 


65. 


66. 


67. 
68, 


69 


参考 文献 849 


Dordrecht, 1992 

Kapur,]J. N. Inequalities theory applications and measurements, New Delhi, 1997 
Cloud, Michael J. , Drachman, Byron, C. Inequalities (With applications to enginear- 
ing), Springer-Verlag, New York, 1998 

Amiel,Y. ,Cowell, A. Thinking about inequality, Cambridge Univ. Press, 1999 
Milovanovic,G. V. (ed), Recent progress in inequalities, Kluwer Academic Publishers 
Dordrecht, 1998 

Bullen,P. S. A dictionary of inequalities, Longman, Harlow, 1998 

Tong Y. L. Probability inequalities in multivariate distributions, Academic Press， 
1980 

Kazarinoff, N. D. Geometric Inequalities.( 中 译本 ; 卡 扎 里 诺 夫 . 几何 不 等 式 . 刘 西 垣 
译 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,1986) 

General inequalities 1 ~7, Proceedings of 1 一 7 international conferences on general 
inequalities, ((D1976,®1978,@1981 ,D1983 ,1986, ©1990, 91995) 
Schumaker,L. Spline functions: Basic theory,John Wiley, 1981 

Polya,G. ,Szeg6,G. Problems and theorems in analysis, Vol. 1~2,Springer-Verlag, 
1972( 中 译本 :G. 波 利 亚 ,G. 舍 贵 . 数学 分 析 中 的 问题 和 定理 ,第 1 一 2 卷 . 张 黄 宙 等 
译 . 上海: 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1981 ,1985) 

Zygmund, A. Trigonometric series, Vol. 1~2,2nd ed. Cambridge Univ. Press, 1979 
夏 道行 ,等 . 实 变 函数 论 与 泛 函 分 析 ( 第 二 版 ). 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，1985 


Sansone,G. Orthogonal functions, Interscience, 1959 


徐 利 治 ,等 ,逼近 论 . 北京 :国防 工业 出 版 社 ，1985 

萨 多 夫 尼 奇 ,B. A. ,等 , 大 学 奥林匹克 数学 竞赛 试题 解答 集 . 王 英 新 , 李 世 华 译 . 长 沙 ; 
湖南 科学 技术 出 版 社 ，1981 

Folland,G. B. Real analysis(Modern techniques and their applications) 2nd ed, ,John 
Wiley & Sons,Inc. , 1999 

Stein, E. M. , Weiss, G. Introduction to Fourier analysis on Euclidean spaces, Prince- 
ton，1971.〈 中 译本 : 欧 氏 空间 上 的 Fourier 分 析 引 论 . 张 阳 春 译 . 上 海 : 上 海 科学 技术 
出 版 社 ，1987) 

普 特 南 数学 竞赛 (1938 一 1980). 刘 裔 宏 ,等 译 .长沙 :湖南 科学 技术 出 版 社 ，1983 
Newman,D.]J. A Problem seminar,Springer-Verlag，1982 

孙 永 生 . 函数 逼近 论 . 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ，1989( 下 册 为 孙 永 生 , 房 民 孙 合 著 ， 
1990) - 


. Powell, M. J. D. Approximation theory and methods. Cambridge, 1981 
70., 


王仁 宏 . 无 界 函 数 逼 近 , 北京 ;科学 出 版 社 , 1983 


850 参考 文献 


?71 


72. 


73. 


74. 


75. 
76. 


77 


78. 
79. 


80. 
81, 
82., 
83. 
84. 
85. 
86. 
87. 
88. 
89. 
90. 
91. 


92. 


. 谢 庭 藩 , 周 颂 平 . 实 末 数 通 近 论 .杭州 :杭州 大 学 出 版 社 ，1998 

Stein, E. M. Singular integrals and differentiability properties of functions. 1970. (中 

译本 :奇异 积分 与 函数 的 可 微 性 . 程 民 德 等 译 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ，1986) 

George,C. Exercises in integration, Springer-Verlag，1984 

Dieudonne,]J. Foundations of modern analysis, Academic Press, Vol. 1(1969). Vol. 2 

(1974) (中 译本 :J. 锯 厄 多 内 . 现代 分 析 基 础 ,第 一 卷 . 郭 瑞 芝 , 苏 维 宣 译 , 第 二 卷 . 沈 永 

欢 译 . 北京 :科学 出 版 社 ，1982,1986) 

Mazja,V. G. Sobolev spaces, Springer-Verlag, 1985 

华罗庚 . 数论 导 引 . 北京 :科学 出 版 社 ，1957 

. 陈 湘 能 ,等 . 国际 最 佳 数 学 征 解 问题 分 析 . 长 沙 :湖南 科技 出 版 社 ，1983 

严 士 健 , 等 . 概率 论 基础 . 北京 :科学 出 版 社 ，1982 

Meinardus,G. 函数 逼近 :理论 与 数值 方法 . 赵 根 榕 , 赵 冰 译 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ， 

1986 

周 概 容 . 概率 论 与 数理 统计 , 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，1984 

陈 文 忠 . 算 子 逼近 论 . 厦门 :厦门 大 学 出 版 社 ，1989 

嘉德 克 ,B. K. 多 项 式 一 致 通 近 函数 导论 . 沈 党 昌 ,等 译 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 , 1989 

Donoghue, W. F. Distribution and Fourier trans{forms, Academic Press, 1969 

Edwards,R. E. Fourier series, Vol. 1. (1979) ,Vol. 2. (1982) ,2nd ed, Springer-Verlag 

Katznelson, Y. An introduction to harmonic analysis,2nd ed. Dover Pub. 1968 

Guzman, M. D. Real variable methods in Fourier analysis, North-Holland, 1981 

Torchinsky, A. Real-variable methods in Harmonic analysis, Academic Press, 1986 

Str6omberg,J-O, Torchinsky, A. Weighted Hardy spaces, Springer-Verlag, 1989 

Parent,D. P. Exercies in number theory, Springer-Verlag, 1984 

陈 建 功 . 三 角 级 数论 . 上 海 :上 海 科学 技术 出 版 社 , 上 册 ,1964, 下 册 ,1979 

Butzer,P. L. ,Nessel, R.J. Fourier 分 析 与 通 近 论 . 第 一 卷 上 册 . 郑 维 行 等 译 . 北京 ;高 

等 教育 出 版 社 , 1985 

Schmeisser, H-J. , Triebel, H. Topics in Fourier analysis and function spaces, John 

Wiley, 1987 

.Guy;R. K. Unsolved problems in number theory, Springer-Verlag, 1981 

.Kunen,K,., et al, Handbook of set-theoretic topology, Vol. 1 一 2. North-Holland, 
1984 

. Bullen,P.S., etal (Eds.) New integrals, Springer-Verlag, 1990 


. Croft, H. T., et al, Unsolved problems in geometry, Springer-Verlag, 1991 


. Gamkrelidze, R. V. Analysis 1~3, Springer-Verlag ,1986~1988 

. Hewitt,E. ,Stromberg, K. R. Real and abstract analysis, Springer-Verlag, 1978. (中 
译本 : 实 分 析 与 抽象 分 析 . 孙 广 润 译 . 天 津 :天 津 大 学 出 版 社 ，1994) 

.数学 竞赛 (1 一 22). 长沙 :湖南 教育 出 版 社 , 1989~1994 


参考 文献 851 


100. 杨 学 枝 . 不 等 式 研究 . 拉萨 :西藏 人 民 出 版 社 ，2000 

101. Abramowitz, M. Stegum I. A. (eds), Handbook of mathematical functions. New 
York, 1972 

102. Hardy, G. H. , Wright, E. M. An introduction to the theory of numbers, Oxford | 
Univ. Press, 1979 

103. Rao, M. M. Measure theory and integration,John Wiley & Sons, 1987 

104. Diestel,J,. Sequences and series in Banach spaces, Springer-Verlag, 1984 

105. 数学 奥林匹克 题库 编译 小 组 . (前 ) 苏 联 中 学 生 数 学 竞赛 题解 . 天 津 :新 蔷 出 版 社 ， 

1991 

106. Hayman W. K. Research problems in function theory, 1967 

107. 数学 百科 全 书 (前 苏联 )(1 一 5 卷 ). 北京 :科学 出 版 社 ，1994 一 2000 

108. Polya,G. and Szeg6,G. Isoperimetric inequalities in mathematical physics, Princeton 
Univ,Press, 1951 

109. Cheney, E. W. Introduction to approximation theory, McGraw-Hill Book. Co. ， 
1996. (中 译本 :逼近 论 导 引 . 徐 献 瑜 ,等 译 . 上海 ;上海 科学 技术 出 版 社 ,1981) 

110. Alexits,G. ,Turan,P. Fourier analysis and approximation theory,Vol.1 一 2，1978 

111. Wawrzynczyk, A. Group representations and special functions, D. Reidel Pub. 
Comp., 1984 

112. Timan, A. F. Theory of approximation of functions of a real variable, Oxford-Lon- 
don, 1963 

113. Rockafellar, R. T. Convex analysis, Princeton, 1970 

114. Ahlfors,L. V. Complex analysis, McGraw-Hill, 1979( 中 译本 :阿尔 福 斯 . 复 分 析 . 上 
海 : 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1984) 

115. 那 汤 松 ,H. II. 实 变 函 数论 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，1956 

116. 张 石生 . 变 分 不 等 式 和 相 补 问题 .上海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1991 

117. Ziemer, W. P. Weakly differentiable functions ,Springer-Verlag，1989 

118. 匡 继 昌 . 实 分 析 与 泛 函 分 析 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，2002 

119. 周 民 强 . 实 变 函 数论 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ，2001 

120. 华罗庚 . 高 等 数学 引 论 . 北京 :科学 出 版 社 ,第 一 卷 ,1963 ,第 二 着 ,1981 

121. 胡 克 . 单 叶 函 数 的 若干 问题 . 武汉 :武汉 大 学 出 版 社 ，2001 

122. 戈 鲁 辛 . 复 变 函数 的 几何 理论 . 北京 :科学 出 版 社 ，1956 

123. Horn,R. A. JohsonC. R. Topics in matrix analysis, London:Cambridge Univ ,Press， 
1991 

124. 关 治 , 陆 金 甫 . 数值 分 析 基 础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，1998 

125. 迈 耶 ,等 .小 波 与 算 子 (第 1 一 2 卷 ). 北京 :世界 图 书 出 版 公司 ，1992 ,1994 

126. Butzer,P. L. , et al, Linear operators and approximation, 1972 


127. 沈 变 昌 . 多 项 式 最 佳 和 逼近 的 实现 .上海 :上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1984 


852 参考 文献 


128. 


129. 


130, 
131. 


132., 
133， 
134. 


135. 


136. 
137. 
138. 


139. 
140. 
141. 


142., 
143. 


144. 
145. 
146. 


150. 
151, 


Borwein, P. , Erdelyi, T. Polynomials and polynomial inequalities, Springer-Verlag， 
1995 

Stein, E, M. Harmonic analysis: Real-variable methods, orthogonality, and oscilla- 
tory integrals, Princeton: Princeton University Press, 1993 

Zwillinger, D. Handbook of integration, Boston:Jones and Bartlett Publishers, 1992 
Agarwal, R, P. Pan, Peter Y. H. Opial inequalities with applications in differential 
and difference equations, Dordrecht:Kluwer Academic Publishers, 1995 

程 民 德 ,等 . 实 分 析 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ，1993 

龙 瑞 麟 , H。 款 论 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ，1985 

刘 保 乾 ,BOTTEMA. 我 们 看 见 了 什么 一 一 三 角形 几何 不 等 式 研究 的 新 理论 .新 方法 
和 新 结果 . 拉萨 :西藏 人 民 出 版 社 ，2003 

Pachpatte, B. G. Inequalities for differential and integral equations, Academic Press， 
1998 

Mikhlin,S. G, Pr6ssdqorf ,S. Singular integral operators, Springer-Verlag, 1986 

邓 东 上 举 , 韩 永生 . He 空间 论 . 北京 大 学 出 版 社 ，1992 

Nikolskii,S. M. Approximation of functions of several variables and imbedding the- 
orems. Springer-Verlag, 1975 | 

徐 利 治 , 陈 文忠 , 渐 近 分 析 方 法 及 应 用 . 北京 :国防 工业 出 版 社 ，1991 

Lecture Notes in Mathematics, (LNM) 1679 ,Springer-Verlag,1998 

Wheeden,R. L. ,Zygmund, A. Measure and integral: An introduction to real analy- 
sis, Marcel Dekker,INC, 1977 

周 民 强 . 调和 分 析 讲 义 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ，1999 

Rohatgi, V. K. An introduction to probability theory and mathematical statistics, 
John Wiley & Sons,Inc. 1976. (中 译本 :概率 论 及 数理 统计 导论 . 高 尚 华 译 . 北京 :高 
等 教育 出 版 社 ，1983) 

日 本 数学 会 .数学 百科 辞典 (中 译本 ). 北京 :科学 出 版 社 ，1984 

徐 利 治 . 大 学 数学 解 题 法 诠释 . 合肥 :安徽 教育 出 版 社 ，1999 

Hausdorff, F. Set theory, Chelsea,reprint, 1978.( 中 译本 : 豪 斯 道夫 .F, 集 论 , 科 学 出 
版 社 ，1960) 


. Capobianco,M. ,Molluzzo.J, 图 论 的 例 和 反例 . 聂 祖 安 译 . 长 沙 :湖南 科学 技术 出 版 


社 ,1988 


. Arkhangelskii, A. V. ,Ponomarev,V. I. Fundamentals of general topology : Problems 


and exercises, D. Reidel Publishing Company, 1984 


.de Souza,P. N. ,Silva,J-N. Berkeley problems in mathematics, (中 译本 :伯克利 数 


学 问题 集 . 北京 :科学 出 版 社 ，2003) 
徐 利 治 . 现代 数学 手册 (1 一 5 卷 ). 武汉 :华中 科技 大 学 出 版 社 ，2001 


Marshall, F. , Govind, M. Inequalities in statistics and probability, Lincoln, Neb. ， 


参考 文献 853 


152. 


153. 


154. 
155. 


156, 


157, 


164. 
165. 
` 林 正 炎 , 白 志 东 . 概率 不 等 式 . 北京 :科学 出 版 社 ,2006 


168. 


170， 
. Widder,D. V. The Laplace transform. Princeton ,1946 


1982 

Larson,L. C. Problem-solving through problems, Springer-Verlag，1983. (中 译本 : 
美国 大 学 生 数 学 竞赛 例题 选 讲 . 潘 正 义 译 . 科学 出 版 社 ，2003) 

Wang Kunyang, Li Luoging, Harmonic analysis and approximation on the unit 
sphere, 北 京 :Science Press，2000 ， 

中 国 大 百科 全 书 (数学 )、 北 京 :中 国 大 百科 全 书 出 版 社 ，1988 

Rassias, Th. M. , (ed.) Functional equations and inequalities, Kluwer Academic 
Publishers, Dordrecht, 1999 

Rassias, Th, M. and Srivastava, H-M. , (eds. ), Analytic and geometric inequalities 
and their applications, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1999 
Milovanovic,G. V. et al. Topics in polynomials:extremal problems,inequalities, ze- 


ros, World Sci. Publ. Co. Singapore, 1994 


. He Tian-Xiao et al. Analysis, combinatorics and computing, Nova Sci. Pub. Inc, New 


York, 2002 


. 胡 克 .解析 不 等 式 的 若干 问题 (第 二 版 ). 武昌 :武汉 大 学 出 版 社 ,2007 
160. 
. 张 小 明 . 几何 凸 函数 . 合肥 :安徽 大 学 出 版 社 ,2004 


张 输 方 . 几何 不 等 式 导 引 . 北京 :中 国 科 学 文化 出 版 社 ,2003 


. 杨 必 成 . 算 子 范 数 与 Hilbert 不 等 式 . 北京 :科学 出 版 社 ,2009 

. 张 小 明 , 褚 玉 明 .解析 不 等 式 新 论 .哈尔滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,2009 
第 四 届 全 国 不 等 式 学 术 年 会 论文 集 . 2009 

第 三 届 全 国 不 等 式 学 术 年 会 论文 集 , 2005 


.Lieb,E,H,Loss, M. Analysis. (2nd Ed) ,International Pess. 2001 

Alois Kufner,Lech Maligranda and Lars— Erik Persson, The Hardy inequality , Pils- 
en,2007 

. Pachpatte. B. G. Integral and finite difference inequalities and applications, Elsevier 
Science, B, V. 2006 

杨 路 , 夏 壁 灿 . 不 等 式 的 机 器 证 明 与 自动 发 现 . 北京 :科学 出 版 社 ,2008 


. 吴 学 谋 ,逼近 转化 论 与 数学 中 的 省 系 概念 . 长 沙 :湖南 科技 出 版 社 ,1984 


.上 上 . DiBenedetto, Emmanuele, Real Analysis, Birkhausor Boston,2002 


本 书 引 用 较 多 的 数学 杂志 


.J. Math. Anal. Appl. (Journal of Mathematical Analysis and Applications). 


.JIA (Journal of Inequalities and Applications) 


. MIA (Mathematical Inequalities & Applications) 
.JIPAM (Journal of Inequalities in Pure & Applied Mathematics), 


854 参考 文献 


305. 
306. 
307. 
308. 
309. 
310. 


311 


312, 
313. 
314. 
315. 
316. 
317. 
318, 
319., 


337 
338 


Amer. Math. Monthly (The American Mathematical Monthly)., 

MR (Mathematical Reviews). 

Zbl. Math. (Zentralblatt Math) 

Proc, Amer. Math. Soc. (Proceedings of the American Mathematical Society). 

Trans. Amer. Math. Soc. (Transactions of the American Mathematical Society). 

Amer. J. Math. (American Journal of Mathematics) 

.Ann. of Math. (Annals of Mathematics)., 

Comm. Pure Appl. Math. (Communications on Pure and Applied Mathematics). 

Pacific J. Math. (Pacific Journal of Mathematics). 

J. Func. Anal. (Journal of Functional Analysis). 

Adv. Math. (Advances in Mathematics). 

Illinois J. Math. (lllinois Journal of Mathematics). 

J]. London Math. Soc. (Journal of the London Mathematical Society). 

Proc. London Miath. Soc. (Proceedings of the London Mathematical Society). 
Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. (Mathematical Proceeding of the Cambridge 

Philosophical Society). 

. Quart. J. Math. (The Quarterly Journal of Mathematics). 

. Math. Ann. (Mathematische Annalen). 

. Acta Math. (Acta Mathematia). (Uppsala) 

. Canad. J. Math. (Canadian Journal of Mathematics). 

. Duke Math. J. (Duke Mathematical Journal). 

. Math. Gaz. (Mathematical Gazette). 

. Internat,J. Math. and Math. Sci. (International Journal of Mathematics and Mathe- 
matical Sciences). 

.J. Approx. Theory(Journal of Approximation Theory). 

. Constr. Approx. (Constructive Approximation). 

. Studia Mathematica， 

. Tamkang J. Math. (Tamkang Journal of Mathematics)., 

. Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz. 

.ATA(Approximation Theory and its Applications, 2002 年 起 改名 为 “Analysis in 
Theory and Applications”). 

. 科学 通报 (北京 ) 

. 数学 学 报 (北京 )(Acta Math. Sinica) 

. 数学 进展 (北京 ) 

.数学 年 刊 (上 海 ) 

. 应 用 数学 学 报 ( 北 京 )(Acta Math, Appl. Sinica) 

. 数学 物理 学 报 ( 武 汉 ) 


参考 文献 855 


339. 数学 研究 与 评论 (大 连 ) 

340. 数学 杂志 (武汉 ) 

341. 东北 数学 (长 春 ) 

342. 数学 季刊 (河南 ) 

343. 高 校 应 用 数学 学 报 ( 杭 州 ) 

344. 数学 的 实践 与 认识 (北京 》 

345. 数学 通报 (北京 ) 

346. 工程 数学 学 报 ( 西 安 ) 

347. 数学 研究 ( 原 “ 厦 门 数 学 通讯 ”)( 厦 门 ) 

348. 数学 通讯 (武汉 ) 

349. 中 国 数学 文摘 (北京 ) 

350. 湖南 数学 通讯 (长 沙 ) 

351. 不 等 式 研究 通讯 (全 国 不 等 式 研究 会 主办 ) 
352. 杭州 大 学 学 报 

353. 曲阜 师范 大 学 学 报 

354. Math, Z. (Mathematische Zeitschrift) 

355. Mat. Vesnik 

356, 数学 理论 与 应 用 ( 原 “ 湖 南 数 学 年 刊 ”) (长沙) 
357. Soochow J. Math. 

358. Discrete Math. 

359. Bull. Austral Math. Soc. 

360. Arch Math. (Archiv der Mathematik, Basel) 
361. Real Anal. Exch. 

362. Publ. Math. Debrecen. 

363. Gaz. Mat. (Bucharest) 

364. 中 国 科学 (北京 ) 

365. Anal. Math. (Analysis Mathematica) (Budapest) 
366. Bull London Math. Soc. 

367. Aequationes Math. 

368. Indiana Unv. Math. J. (Bloomington). 

369. Acta Sci. Math, (Szeged) 

370. Internat. J. Math. Educat. Sci. Tech. 

371. Math. Mag. (Mathematics Magazine) 

372. Ann. Univ. Sci. Budapest. Eutv6s Sect. Math. 
373,J]. Aust. Math. Soc. (The Journal of the Australian Mathematical Society (Sydney)) 
374. Canad. Math. Bull. 

375. 高 等 数学 (1985 一 1987)( 上 海 ) 


856 参考 文献 


376. Bull. Amer. Math. Soc， 

377. Proc. Roy. Soc. Lond. A (Proceedings of the Royal Society of London. Series A 
(London)). 

378. Rend. Circ. Mat. Palermo. 

379. Proc, Cambridge Phil. Soc. 

380. Proc. Japan Acad. 

381. Crux Math. 

382. 系统 科学 与 数学 (北京 ) 

383. Notices of the American Mathematical Society. 

384. 应 用 数学 (武汉 ) 

385. SIAM. J. Math Anal. (Philadelphia) 

386. Linear Algebra and Its Applications. 

387, Linear and Multilinear Algebra， 

388. Indian J. Pure Appl., Math. 

389. Studia Sci. Math, Hungar. 

390. Journal for Analysis and its Applications. 

391. Acta Math. Hungar 

392. Proc. Roy, Soc. Edinburgh Sect. A. 

393. Quart. Appl. Math. 

394. Comput. Math. Appl. 

395. Kyungpook Math.J. 

396. J]. Analyse Math. 

397. Arch. Rational Mech. Anal. 

398.J. Nonlinear Convex Anal. 

399. Appl. Math. Lett. (Applied Mathematics Letters). 

400. Proc. Indian Acad. Sci Math. Sec. 

401. Rocky Mountain J. Math. 

402. 大 学 数学 (合肥 ) 

403. Nonlinear Anal. 

404. Nieuw Arch Wisk 

405. Mat. Zametki 

406.C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I. Math. 

407. Internat. J. Pure and Applied Math. 

408. Math. Research Letters. 

409. 高 等 数学 研究 (西安 ) 

410. 应 用 泛 函 分 析 学 报 《 北 京 》 

411, 应 用 数学 和 力学 (重庆 ) 


参考 文献 


857 


412. Applied Math. and Comp. 

413. Aust. J. Math. Anal. Appl. 

414. 纯粹 数学 与 应 用 数学 (西安 》 

415. Demonstratio Mathematica. 

416. Collect. Math. 

417. Math. Nachr. 

418. Appl. Anal. (Applicable Analysis) 


